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Exercice 1. (droite des moindres carrés).

On consideére n points du plan (a;, b;),1 < i < n. On suppose qu’il existe
i # j avec a; # aj.

La droite des moindres carrés est la droite y = ax + 5 qui minimise:

fila,B) €R =) (b — (aa; + B))*.
i=1

1) Montrer que f admet un unique point critique (ag, So) solution du
systeme linéaire:

a4+ Yiiai o= YL aib
Z?:laia + np = Z?:lai

2) Calculer la matrice Hessienne de f et montrer que ce point critique
est un minimum local.

3) On dit qu'une fonction g est coercive si lim|z( 4o g(x) = +00. Mon-
trer qu'une fonction coercive et continue sur R? admet et atteint son mini-
mum.

4) En déduire que (g, By) est 'unique minimum global de f.

Exercice 2. Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction
de classe C*°.

1) Soit @ € I. Donner le polynome T;, ¢, de Taylor a I'ordre n en a.

2) On suppose dans cette question, pour tout n > 0, on a K, :=
sup,es | ™ (x)| < co. Montrer que pour tout x € I,

Kn—i—l

(n—i—l)!’ 0.

(@) =T fa(@)] < —a

3) On suppose dans cette question que f posséde la propriété suivante :
pour tout point a € I, on peut trouver € > 0 et des constantes M, R < oo
tels que [a —e;a+¢€] C I et

/" ()]

n!

Veela—ea+e] VneN : <MR".

Montrer que f est développable en série entiere au voisinage de chaque point
de 1.



Exercice 3.

Soit f : R® — R” de classe C'. On suppose qu’il existe une constante
C > 0 telle que ||f(z) — f(y)|| > C||z — y|| pour tous x,y € R™.

1) Montrer que f est injective et que f(R"™) est fermé dans R™.

2) Montrer que pour tout z € R” et tout v € R”, |Df(x) - v|| > C|lv||. En
déduire que pour tout x € R™, D f(x) est inversible.

3) Montrer que f(R™) est également un ouvert de R".

4) Montrer que f est un C'- difféomorphisme de R™ sur R”.

Exercice 4. On considere la fonction f : R? — R définie par :

oL (5E) s (@) #0,0)
f(z,y) { (+> ( 0.0

0 si (z,y)=(0,0

1) Montrer que f(z,y) = o(z,y) pour (z,y) proche de (0,0). En déduire
que f est différentiabe en (0,0) et donner sa différentielle en (0, 0).
2) Soit z,y € R. Montrer que les dérivées partielles

0

0
%f(())y) et @f(o’x)

existent et les calc1_211er. ,
3) Calculer %ayf(0,0) et (9‘3%10(0,0). La fonction f est-elle 2 fois
différentiable en (0,0).



