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Composition : Calcul différentiel

Exercice 1. Soit

fla) = Z sin(Z”az)‘

on
n>1

1) Montrer que f est bien définie et continue sur R.

2) Montrer que pour 0 < z < 5, sinz > %:c

3) Montrer que f n’est pas dérivable en 0.

Indication: On pourra poser zy = 5y et estimer f(zy).

Exercice 2. Soit g : R — R. On rappelle que g est convexe sur R™ si
pour tout z,y € R" et tout A € [0,1], on a

g(1 =Nz + Ay) < (1 - ANg(z) + Ag(y)-

1) On suppose g différentiable sur R™, montrer que si g est convexe alors
pour tout z,y € R", on a

9(y) > g9(x) + Dgy(y — ).

(Remarque: la réciproque est vraie (bonus).)
2) En déduire que tout minimum local de g est global.

Exercice 3. On considere E = M,(R) et application det : M, (R) — R.

On rappelle que le déterminant est une fonction polynomiale en les co-
efficients de la matrice.

1) Pour 1 <i,j <nout &R onnote E; ; la matrice élémentaire n’ayant
que des 0 sauf un 1 a la place (4, j).

Calculer det(Id + tE; ;). En déduire l'existence des dérivées dans les
directions Fj; ; de la fonction determinant en I'identité.

2) En déduire que pour H € M, (R)

Ddetq(H) = trace(H).
3) Soit X une matrice inversible en déduire que pour H € M, (R)

Ddetx (H) = trace(det(X)X ' H).



Exercice 4.

Soit © un ouvert borné de RZ. On note (2 sa fermeture et 9Q = Q — Q.

On considere le Laplacien A = Z;-i:l (%2?.

Soit f une fonction de classe C2(Q, R).

1) Montrer que f atteint son maximum.

2) On suppose que pour tout x € Q, Af(z) > 0. Montrer que f ne peut
pas atteindre son maximum en un point zg € €.

3) On suppose maintenant que pour tout z € Q, Af(x) > 0. Montrer
que

sup f(z) < max f(z).

On pourra considérer f.(z) = f(x) + ||z||* avec & > 0.

Exercice 5. Soient a,b € R fixés, a < b. Pour € > 0, on pose
P.(z) = (z —a)(z — b) +ez®.

1) Montrer que si € est assez petit, alors P. admet 3 racines réelles
distinctes x1(g) < z2(e) < x3(e).
2) Montrer que

1
x1(e) + x2(e) + x3(e) = -
3) Pour i = 1,2, 3, déterminer un développement asymptotique de z;(e)

de la forme x;(¢) = % + B; + i€ + o(e) quand ¢ tend vers 0.
Indication: On pourra utiliser le théoreme des fonctions implicites.



