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Exercice 1. On considére I’équation différentielle

(E): o' (t) = f(t,y)

avec f: R x R — R continue .

On suppose que f est bornée: il existe M > 0 tel que V(t,y) € R x
R, |f(t,y)| < M.

Montrer que les solutions maximales sont globales.

Exercice 2. On considére I’équation différentielle:

(E) y'(x) + p(z)y () + q(z)y(x) = 0.

On suppose que p et g sont développables en série entiere en 0 de rayon de
convergence R > 0. On a donc p(x) = >, ~opnx™ et q(z) = Y, <o qma"
pour xz €] — R, R[. On admet que pour tout c¢p,c; € R, (F) possede une

. . . 0) = o
unique solution maximale telle que {5,(( 0)> CCO , définie sur | — R, R[. Le but
=
de lexercice est de montrer que la solution correspondante est développable
en série entiere sur | — R, R].

1) Supposons le probléme résolu. Soit y une fonction développable en
série entiere. On notera y(x) = ), ~oan2".
Montrer que y est une solution de (E) si et seulement si pour tout n > 0,

n

n
(n+2)(n+Danya == (n+1—j)ant1-p; — Y _ an—;;.
j=0 7=0

En déduire que, si elle existe, il existe une unique série entiere solution
du probléeme de Cauchy correspondant a y(0) = ¢g,4'(0) = 1.

La suite de ’exercice consiste a monrer que la “série formelle” obtenue
ci-dessus a un rayon de convergence > R.

2) Soit 0 < r < R fixé, justifier qu'il existe une constante C' := C, telle
que pour tout n > 0,

(n+2)(n+1)[pn| < et lgn| < .

rn—l



On va maintenant chercher M tel que pour tout n > 0,

M
nl < —. 1
anl < (1)

3) Soit n > 0 supposons que (1) est satsifaite pour tout 0 < k < n + 1.
Montrer qu’alors

(4 2)(n+ Dlansa] < 200+ 1) (7).

Tn

4) En déduire qu’il existe un entier N := N, indépendant de la valeur de
M telle que si (1) est satisfaite pour tout 0 < k < n pour un certain n > N
alors (1) est aussi vérifiée pour n + 1.

5) En déduire une valeur de M pour laquelle (1) est satisfaite pour tout
n > 0.

6) Conclure.

Exercice 3. On considere I'équation différentielle
(E): 2"(t) +q(t)z(t) =0

ou ¢ est une fonction continue sur R.

On rappelle que les solutions sont globales et que les zéros d’ une solution
non identiquement nulle sont isolés.

1) En utilisant Cauchy-Lipshitz, justifier que 'ensemble des solutions de
(E) est un espace vectoriel de dimension 2.

2) Soient f et g deux solutions de (E). On considere le Wronskien:
W(t) = f(t)g'(t) — f'(t)g(t). Montrer que W est constant.

3) On suppose que f et g sont 2 solutions de (E) et qu’elles sont linéairement
indépendantes. Soient @ < § sont deux zéros consécutifs de f, montrer qu’il
existe v € (a, ) tel que g(y) = 0.

Exercice 4. On considere 1'équation différentielle de Riccati sur [0, 400)
(E) : y/(t) = y*(t) — a(t) ot « est une fonction continue de [0, +00) dans
R.

On suppose que zq est une solution définie globalement sur [0, +00) et
qu’elle est positive: zo(t) > 0, pour t > 0.

On note a = zy(0).

1) Soit b > a et soit z; la solution maximale de (E) telle que z1(0) = b.
Elle est définie sur un intervalle [0, 3[. Justifier que pout tout ¢ € [0, 5],
Al (t) Z Zo(t).

2) On note u = z; — 2g, montrer que u/(t) > u?(t). En déduire que la
solution maximale z; n’est pas globale.

3) Soit 0 < ¢ < a et soit z2 la solution maximale de (E) telle que
29(0) = ¢. Montrer que z3 s’annule.



