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Exercice 1. On considere la fonction f: R? — R définie par :

i 1 .
flz,y) = Ty sin <\/I2Tgﬂ> si (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0).

1) Justifier que f est de classe C* sur R? — {(0,0)}; puis calculer les
dérivées partielles 8—5 et %5 pour (z,y) # (0,0).

2) Montrer que la fonction f admet aussi des dérivées partielles en (0, 0).

3) Les dérivées partielles de f sont-elles continues en (0,0)?

4) La fonction f est-elle différentiable en (0,0)?

Exercice 2. On considére R” muni du produit saclaire usuel < -,- > et
a # 0 € R™. Soit f la fonction R™ — R définie par

f(z) =<a,z> el

Montrer que f possede 2 points critiques. Calculer la différentielle sec-
onde D?f puis donner la nature (locale et globale) des points critiques.

Exercice 3. On considere E = M, (R) et l'application det : M, (R) — R.

On rappelle que le déterminant est une fonction polynomiale en les co-
efficients de la matrice.

1) Pour 1 <4,j <nout & R onnote E; ; la matrice élémentaire n’ayant
que des 0 sauf un 1 a la place (i, j).

Calculer det(Id + tE; ;). En déduire l'existence des dérivées dans les
directions Ej; ; de la fonction determinant en l'identité.

2) En déduire que pour H € M,(R)

Ddety(H) = trace(H).
3) Soit X une matrice inversible en déduire que pour H € M, (R)

Ddet x (H) = trace(det(X)X 1 H).



Exercice 4. théoréme du rang constant Soient n,p > 1. On suppose
que n < p et on considere f : U C R™ — RP de classe C! ol U est un ouvert
de R™. On suppose que 0 € U et que f(0) = 0.

On suppose de plus que la matrice jacobienne de f en 0 est de rang
maximal n.

1) Soit o € S, une permutation de I’ensemble {1,...,p} et ¢, : RP — R?
définie par

¢g($1, ce ,ZCp) = (xa(l)a ce >xa(p))'

Calculer la différentielle D¢,. En déduire qu’il existe 7 € S, telle que les n
premieres lignes de la matrice jacobienne de ¢, o f en 0 sont linéairement
indépendantes. On pose alors g = ¢, o f.

2) On pose

UxRP" — RP
(z,y) = g(@)+(0,y).

Montrer que F réalise un C! difféomorphisme d’un voisinage de 0 dans U x
RP~™ vers un voisinage de 0 dans RP.

3) En déduire qu'il existe un difféomorphime 1 défini sur un voisinage
de 0 dans RP tel que pour x = (z1,...,x,) au voisinage de 0 dans R",

Yo f(x,...,xn) = (x1,...,20,0,...,0).



