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Lecon: Espaces vectoriels normés, applications
linéaires continues. Exemples.

Exercice 1. Montrer qu’en dimension finie toutes les normes sont
équivalentes.
Exercice 2. Sur R" ou C", on considére les normes: |- |1, ||-]|2 et |- ||oo-

1) Représenter leur boule unité respective dans R2.

2) On sait que ces normes sont équivalentes: donner les meilleures en-
cadrements possibles entre ces 3 normes (en fonction de la dimension n).

3) Soit A une matrice de M,,(R).

a) Montrer que

n n
A1 = max <Z \ai,jl> Nl = g, | Sl
i= j=

b) Montrer que si A est hermitienne (i.e. A* = A),
[A]l2,2 = p(A)

avec p(A) le rayon spectral de A, p(A) = max{|A|, A € C valeur propre de A}.
¢) Montrer que dans le cas général:

|All2.2 = p(A*A)3.

Exercice 3. Soit B C R™. Montrer que B est la boule unité d’une norme
si et seulement si B est compacte, symétrique , convexe et d’intérieur non
vide.

Indication: On poura considérer ||z|| := inf{\ > 0, ¥ € B}.

Exercice 4. Soit E un espace de Banach. Montrer que GL(FE) est ouvert
dans L.(E).

Indication: On poura commencer par montrer que si ||ul| < 1, Id+u est
inversible dans L.(E).

Exercice 5. Sur R[X], on définit les normes suivantes: pour P =
ZZ:O a’kav
1
n n 2
1Pl =" laxl, IPllz={ Y lak* ) [1Plloc = sup |ax]
k=0 k=0 Osk<n



1) Montrer que ||P|loc < ||P|l2 < ||P||1 mais que ces normes ne sont pas
équivalentes.

2) On consideére ’endomorphisme P — P’ dans R[X]. Est-il continu
pour 'une de ces normes.

3) On considere la forme linéaire ¢ R[X] — R définie par P — P(c)
est-elle continue pour I'une de ces normes. On pourra séparer les cas |¢| < 1
et |c| > 1. Dans le cas |c¢| < 1, calculer la norme |||¢|||. Est-elle atteinte?

Exercice 6. On consideére F = C.(R, R) I'ensemble des fonctions continues
a support compact sur R. Pour f € F, on définit
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Monter que ce sont bien des normes sur E. Montrer qu’elles ne sont pas
comparables. Qu’en est-il lorsque 1’on remplace R par I = [0, 1].7

Exercice 7. (Nawfal El Hage Hassan) Soit E = C([0,2],R) muni de la
norme || - ||oo. On considere l'application linéaire 7" : E — R définie par

1 2
() = [ s~ [ fwdu
0 1
Montrer que ||T'|] = 2 mais que cette norme n’est pas atteinte.

Exercice 8. a) On considere I'application linéaire T de R[X] dans lui
méme définie par T'(P) = P’ avec P’ le polynéme dérivé de P.

Existe-t-il une norme sur R[X] pour laquelle T" est continue.

b) Méme question pour S l'application linéaire de R[X] dans lui méme
définie par S(X") =nX" n > 0.

Exercice 9. Soit F un espace vectoriel normé. Soit S et T' 2 applications
linéaires sur F telles que ST — TS = Id.

Montrer que pour n > 0, ST — TS™ = nS™~ 1.

En déduire que S et T ne peuvent pas étre toutes les 2 continues.

Exercice 10. Inégalités de Khintchine (Zuily-Queffelec) Le but de
lexercice va étre de construire 2 normes notées || - ||1 et || - [|2 sur R™ qui
vérifient pour tout a € R”,

lalls < llalls < cflallx

avec ¢ une constante qui ne dépend pas de la dimension n.



On commence par s’intéresser au cube discret C,, = {—1,+1}" muni de
la mesure uniforme p,,. Pour n > 1, on définit alors pour a € R™ les normes:

n
E €iay;

lally = > fn(€)
EGCn =1
et
1
n 2 2
lallz == [ > D ciai| pnle)
eeCp li=1

avec € = (51, e 7571) € C = {_17_‘_1}71 et /.Ln(E) = 2%

Remarque: On peut considérer que cette mesure uniforme sur le cube
C,, est elle-méme obtenue comme la mesure image par n variables aléatoires
indépendantes de loi de Rademacher d’un espace probabilisé (2, A, P):

(AP) — (Cn,P(Cn), pin)
w = (X (w),... Xp(w))

avec X1,..., X, des variables aléatoires indépendantes de loi de Rademacher
( Cest-a-dire P(X; = +1) = P(X; = —1) = 3.)
Il est méme possible de proposer un modele explicite pour (9, .4, P)
surlequel on peut construire toutes les variables aléatoires (X;,)n>0 & la fois.
On peut prendre 2 = [0,1], A la tribu des boréliens sur [0,1] et P la
mesure de lebesgue sur [0,1] et définir pour w € = [0, 1],

Xi(w) = signe [Sin(2j7rw)] .

On remarque donc que

lally = E[|£]] et [lall2 = E[|f|*]2
avec

flw) =" apXp(w)
k=1

qui appartient a I’espace vectoriel F;, de dimension n engendré par les vari-
ables aléatoires X1,..., X,.
On a clairement

E[|f]] < E[|f[?]2

Le but de 'exercice est maintenant de montrer que pour f € F, on a

E[|f2]? < Ve E[|f]].



1) Montrer que pour f = >}, ax Xy, on a
E[|f[] =) a}.

2) Monter que si g € L*°(Q) a valeurs dans C et si g # 0,

IE[fg]|
glloo

E[[f[] =

3) On va donc essayer de minorer E[|f|] par “dualité” en cherchant g telle
que ||gllco soit “petit” et |[E[fg]| “grand” . Posons

n

g(w) = T + iar Xy (w)).

k=1
a) Montrer que pour tout w € Q = [0, 1],
n
ool <esn (Yot )
k=1
b) Montrer que pour tout 1 < j <n
ElgX;] = iaj,

puis que: [E[fg]| = 373 af = E[|f]*].
c¢) En déduire que

E (/7]

d) Conclure pour E [|f[*] =1 puis dans le cas général.
Remarque: la constante /e n’est pas optimale. La constante optimale

est \/§



