
Contrôle continu oral Algèbre 4: 2012/2013

Le contrôle continu oral consiste en une présentation, par binômes d’élèves volon-
taires, sur l’un des sujets ci-dessous. Le passage à l’oral consistera en un exposé de
20 minutes suivi de 10 minutes de questions. La présentation aura lieu le mardi 11
décembre après-midi à partir de 13h.

1. Après avoir défini le pgcd dans un anneau factoriel, présenter, avec des exemples
les résultats et les différences concernant l’identité de Bezout dans le cadre des
anneaux euclidiens, principaux et factoriels.

2. Définir la caractéristique d’un anneau et d’un corps. Définir le morphisme de
Frobénius sur un corps de caractéristique p. Illustrer à l’aide d’exemples et de
contre-exemples quelques-unes des différences vues en cours pour les polynômes
sur un corps de caractéristique 0 ou p.

3. On appelle théorème de transfert tout théorème qui dit que si anneau A vérifie
une propriété, alors A[X ] vérifie aussi cette propriété. Présenter les théorèmes
de transfert vus en cours et donner des contre-exemples pour les théorèmes de
transfert qui ne marchent pas.

4. Présenter la démonstration de: A factoriel implique A[X ] factoriel.

5. Présenter la démonstration de: A noethérien implique A[X ] noethérien.

6. Soit A factoriel. Définir le contenu d’un polynôme. Montrer le lemme de Gauss:
cont(PQ) = cont(P)cont(Q). Soit f ∈ A[X ]. Montrer que f est irréductible dans
A[X ] si et seulement si il est primitif et irréductible dans Frac(A)[X ].

7. Présenter la démonstration de la décomposition des polynômes symétriques en
polynôme en les polynômes symétriques élmentaires. Donner un exemple d’application
de l’algorithme.

8. Présenter les définitions d’un élément algébrique sur un corps ainsi que d’un
corps de rupture. Donner quelques propriétés importantes des éléments algébriques
et des corps de rupture.

9. * Soit p premier, montrer que−1 est un carré dans Z/pZ si et seulement si p = 2
ou p ≡ 1(mod4). On pourra consulter le livre: Cours d’algèbre de Perrin page
74-75.

10. * Soit P le polynôme P = anXn + · · ·+a1X +a0. Montrer que le discriminant de
P tel que défini dans le cours vaut aussi

(−1)
n(n−1)

2

an
Res(P,P′).

On pourra se servir des notes que l’on trouve sur la page internet:

http://agreg-maths.univ-rennes1.fr/documentation/docs/Revelim.pdf
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11. * Présenter le lemme de Zorn et son utilisation pour montrer l’existence d’idéaux
maximaux ainsi que son utilisation pour montrer le théorème de Krull:

Soit I idéal d’un anneau commutatif A. Soit
√

I = {a ∈ A,∃n ≥ 1,an ∈ I} le
radical de I. Alors

√
I est l’intersection des idéaux premiers de A contenant I.
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