CPP - la prépa des INP (1 eme année). Bordeaux, 18/02/2014.

Probabilités discretes: DS 1.

durée 1h - la calculatrice Casio college est autorisée.

EXERCICE 1. On lance 6 dés équilibrés (2 6 faces).

1. Décrire I’'univers de 1’expérience et donner son cardinal.

On considere que les dés sont discernables. Dans ce cas:
Q={w=(wi,...,we),w; €{1,...,6},i=1,...,6} ={1,...,6}°.

Son cardinal est donc: |Q| = 6°. La probabilité P sur Q est la probabilité uni-
forme.

2. Calculer la probabilité d’obtenir au moins un 6 sur les 6 dés.

On note A I’éveénement: “obtenir au moins un 6 parmi les 6 dés”. Son complémentaire

[T}

est I’évenement: “n’obtenir aucun 6”. On a donc:
5\ 6
PA)=1-PA°)=1- (6) ~0,67.

3. Calculer la probabilité de voir apparaitre toutes les valeurs de 1 jusqu’a 6 lors du
lancer. On note B I’éveénement: “obtenir les 6 valeurs différentes”.
_ 6x5x4x3x2x1 5

= = — ~ 15.
6X6X6Xx6x6x6 324 0,013

P(B)

EXERCICE 2. Dans un jeu de 52 cartes, on tire au hasard 5 cartes (sans remise).

1. Décrire ’'univers de 1’expérience et donner son cardinal.

Il s’agit d’un tirage sans remise. Ici on a le choix de considérer les tirages dis-
cernables (I’un apres ’autre) ou indiscernables (a la fois). Ici je considere que
les tirages sont indiscernables. Dans ce cas:

QZ{WZ{W[,...,Ws},WiE(g,iZ1,...,6thi7éWjSii7éj}

ol ¥ désigne I’ensemble des cartes. Son cardinal est donc :

|Q|— 52 _ 52! _52><51><50><49><48
“\5) 5147 5! ’

La probabilité IP sur Q est la probabilité uniforme.



2. Calculer la probabilité que les 5 cartes soient des coeurs. On note A I’événement:
“les 5 cartes tirées sont des coeurs”. L’évenement A revient a choisir 5 cartes
parmi les 13 coeurs, d’ol:

() 13x12x11x10%9
PA) = 2L = ~5.0x107%
(4) () T 52x51x50x49x48 x

3. Calculer la probabilité d’obtenir les 4 as.

On note B I’évenement: “obtenir les 4 as parmi les 5 cartes”. Etre dans B revient
a avoir les 4 as fixés et une carte restante. Donc |B| = 48 et

1B 48 x 5!

P(B) = 1~ = ~1,8x1075.
(B) =10l ~ 52x51x50xa0xas = 8>

4. Calculer la probabilit¢ d’obtenir un full, (c’est-a-dire obtenir 3 cartes d’une
méme valeur et 2 cartes d’'une méme valeur). On note C I’événement: “obtenir
un full”. Pour décrire un full, il faut choisir la valeur a présente 3 fois, la valeur
b présente 2 fois puis le choix des 3 cartes de la valeur a et le choix des 2 cartes
de la valeur b. On a donc

4 4
|C|:13x12><(3>>< <2>:13><12><4><6

13 x12x4x6x5!
T 52 x 51 x 50 x 49 x 48

et

P(C) ~1,4x1073.

EXERCICE 3. On dispose de 3 urnes. Toutes les urnes ont 6 boules. Les composi-
tions des boules dans les 3 urnes sont différentes.

L’urne 1 contient 1 boule rouge et 5 boules grises. L’urne 2 contient 2 boules rouges et
4 boules grises. L'urne 3 contient 3 boules rouges et 3 boules grises.

On réalise alors ’expérience suivante. Dans un premier temps, on lance un dé
(équilibré et a 6 faces). Si le résultat du dé vaut 1,2 ou 3, on tire une boule dans 1’urne
1. Si le résultat du dé vaut 4 ou 5, on tire la boule dans I’'urne 2. Si le résultat du dé
vaut 6, on tire la boule dans I’urne 3.

Pour 1 <i < 3, on note U; I’évenement:“le tirage a lieu dans I’urne i et on note R
I’évenement: “la boule tirée est rouge”.

1. Calculer la probabilité que la boule tirée soit rouge.

On applique la formule des probabilités totales:

P(R) =P(RNU;)+P(RNU2) +P(RNU3)
=P(R|UI)P(U1) +P(R|U2)P(Us) +P(R|U3)P(U3)

11 11 11 5
8.§+§.§+§.67ﬁ70’28.



2. Sachant que la boule tirée est rouge, quelle est la probabilité que le résultat du
dé valait 6.

On demande de calculer P(U3|R). On utilise ici la formule de Bayes:

_ P(U3NR) _ P(R|U3)P(U3)

18

3. Est-il possible de choisir le nombre de boules rouges et de boules grises dans
chacune des urnes de telle sorte que le fait de savoir que ’on a obtenu une
boule rouge ne donne pas d’information sur I’urne dans laquelle on a effectuée
le tirage? C’est-a-dire, est-il possible d’avoir:

P(U1|R) = P(Us|R) = P(Us|R)?

Qu’en est-il lorsque le nombre de boules dans chaque urne est n (n # 6)?

MmW)HMMMPWﬂa@Pﬁ&f)MﬁgR)Mﬁgm
< P(UINR) = P(Uz NR) = ]P(U3 NR)

< P(R|U)P(Uy) = P(R|U2)P(Uz) = P(R|U3)P(U3)

& P(R|UY) -

P(R|U>) = 3P(R|U))
=1 bl =3

1 1
=P(RIU:) 5 = P(RIU3) - ¢

De plus, pour i = 1,2,3, P(R|U;) est de la forme % avec k; un entier entre 0
et n (k; désigne le nombre de boules rouges dans 1'urne i). Si on a P(U;|R) =
P(U,|R) = P(Us|R), on en déduit que k; est pair, donc que le nombre de boules
rouges dans chacune des urnes vérifie:

kl = 2m, k2 = 3m, k3 = 6m.

Sin <5, il n’y a donc pas de solutions. Sin = 6, il y a au plus une solution
donnée par k; = 2, ko = 3, k3 = 6. On vérifie que c’est bien une solution. Si
n > 7,1l y a (au moins) toujours une solution. (Il y en a en fait exactement [g]
ol [-] désigne la partie entiere).



