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Devoir de statistiques: CORRIGE
durée 2h

Données: On rappelle que si Z suit une loi N'(0,1), on a

P(Z < 1.96) ~ 0,975 et P(Z < 1.65) ~ 0, 95.

Exercice 1. On considere une variable aléatoire X de densité fy avec
1 1
%—9 siz e [-1,0],
folx)=<¢ 3+0 sizel0,1],
0 sinon

1. Représenter fy et justifier que fy est bien une densité de probabilité
pour —% << %

2. Calculer I'espérance et la variance de X. (Les résultats sont E[X]| =0
et Var(X) = 1 — 6?).

On considére maintenant X1, ...X, des variables aléatoires indépendantes
et de méme loi. On suppose que la loi commune est de densité fy avec
—% <fh< % inconnu. On va chercher a estimer 6.

3. Proposer un esitmateur 6 de 6 basé sur la méthode des moments. On
prend 6,, = %ZXZ

4. Calculer son biais et son risque quadratique. Il est sans biais (Eq [én] =
0) et de risque quadratique:
Var(X;) 3-—06°

Eg[(8,, — 0)%] = Vary(6,) = e

On va maintenant s’intéresser a ’estimateur du maximum de vraisemblance

de 6.

n n
5. On note Ny = Zl{XeO} et No = Zl{XKO}' Soient z1,...,x, €
i=1 i=1
—1,1] et =2 < 0 < L écrire la vraisemblance du modéle au point
2 2
(z1,...,2p;0) en fonction de Ny, N3 et 6.

6. Montrer que 'estimateur du maximum devraisemblance existe et vaut:

G M-Ny N1
MV_Q(Nl—i-NQ)_ n 2



7. On pose 1{y,>0}, pour 1 < i < n. Calculer I'espérance et la vari-
ance des variables aléatoires Y;. En déduire ’espérance et le risque
quadratique de 07y .

8. Quel estimateur vaut-il mieux utiliser entre 6 et Oy ? Justifier.

9. On veut maintenant tester : I’hypothese nulle: Hy = {# = 0} contre
I'hypothese alternative: H; = {6 > 0}.

On suppose ici que la taille de ’échantillon est suffisament grande pour
pourvoir utiliser le théoreme central limite. Proposer un test de niveau
de confiance asymptotique 0,95 basé sur I'estimateur 6 ou éMv. On
justifiera notamment la forme de la région d’acceptation ou de rejet
du test.

Exercice 2. On considere (X7, ..., X)) des variables aléatoires indépendantes
de loi géométrique de parametre p inconnu (0 < p < 1). On pose ¢ =1 — p.
On rappelle X est & valeurs dans N* et que pour k > 1, P(X = k) = ¢ p.

1. Soit X une variable aléatoire de loi géométrique de parametre p. Mon-
trer que E[X] = %. Indication: On rappelle que pour |z| < 1, on a
/

Skt = [ at] = <1ix>'.

k>1 k>0

q
P2

Pour la suite, on admettra que Var(X) =
2. Proposer un estimateur én de 0 = 1% a l'aide de la méthode des mo-
ments.

3. Proposer un intervalle de confiance asymptotique de niveau 0,95 a
I’aide du théoreme central limite.

4. On veut maintenant tester I’hypothese nulle: Hy = {# = 2} contre
I'hypothese alternative: H; = {6 # 2}. A I’aide de la variable aléatoire
Y, = \/g (% Z?:l X; — 2), construire un test de niveau asymptotique
0,95 pour 6.

5. Sur un échantillon de taille n, on trouve que én = %Z?:l X; =2,3.
Que peut-on conclure si la taille de ’échantillon est de 707 de 2007

6. Proposer un script Matlab permettant de vérifier que I’erreur de premiere
espece est bien de 0,05 et calculant la puissance du test lorsque (0 # 2)
lorsque la taille de I’échantillon n est de 70. On considerera que la com-
mande geometrique(N,p) a déja été programmée et qu’elle renvoie N
variables aléatoires indépendantes de loi géométrique de parametre p.



