Master MIMSE spécialité 2
mercredi 12 novembre 2013

Examen de Probabilités:
Chaines de Markov
13h30-15h30

Exercice 1. (5 points environ)
On considéere une chaine de Markov (X, ),>0 sur I'espace d’états E = {1, 2, 3}
de matrice de transition P avec
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On notera po la loi initiale de la chaine.

1. Tracer le graphe orienté associé a P. (Voir annexe)

2. Montrer que la chaine de Markov est irréductible et apériodique.

Onal— 3 — 2 — 1doncil n'y a qu'une classe communiquante.
La chaine est irréductible. P;; > 0, donc la période de 1 est 1. La
période est une propriété de classe donc la chalne est apériodique.

3. On vérifie que
(2,2,3)P =

(2, (V2 - 2), —x/i) p=

—

2,2,3),

(2. (V2-2), —v2),

I

(2 (-v2-2),v2) P= _f (2 (-v2-2),v2).

4. On considére que la loi initiale est donnée par pg = (%, %, %) . Donner
la loi de la chaine au temps n.

On a py = %(2,2,3). On en déduit que poP = po et par récurrence
immédiate: pugP"™ = pg. La loi de la chaine au temps n est donc encore
to. On dit que la mesure pg est invariante.

5. On considere que la loi initiale est donnée par pg = (%,O, 7). En
remarquant que

(09)=(22)k o n)ei o )



donner la loi de la chaine au temps n. Quelle est la limite de cette loi
quand n — 4007

En utilisant la question 3, on trouve que la loi de la chaine au temps
n est donnée par:

vrr) Pt 14
:(i,i,i)ﬂ({f’) (2 (xf—2),—x/§)+114<_f> (2 (-v2-2),v2)

‘%‘ < 1 donc poP™ converge quand n — oo vers la mesure de proba-

bilité invaraiante: (%, %, %)

joP" = <2 2 3> Pyt (2 v2-2), -v3) P"+i(2, (—V2-2), V3) P"

Exercice 2. (7,5 points environ)
Un robot Google parcourt internet de la maniére suivante: quand il est sur
une page web, il regarde tous les liens internet présents sur cette page et
choisit un de ces liens avec probabilité uniforme.

Ici les pages web présentent les liens suivant:

e Sur la page 1, on trouve un lien vers les pages 2 et 4.
e Sur la page 2, on trouve un lien vers les pages 3 et 6.
e Sur la page 3, on trouve un lien vers la page 6.
e Sur la page 4, on trouve un lien vers la page 5.
e Sur la page 5, on trouve un lien vers la page 4.
e Sur la page 6, on trouve un lien vers la page 1.

1. Question de cours: Donner la définition d’une chaine de Markov.

Soit (€2, F,P) un espace probabilisé et (X,)n,eny une suite variables
aléatoires définie sur (2, F,P) a valeurs dans E. On dit que (X;)nen

est une chaine de Markov si, pour tout (n+1)-uplet (xg, 1,...,2y)
de points de E tel que P( ﬂ {Xj=2;})>0o0na
0<j<n—1

P(Xn = xn’Xn—l =Tp1,Xn2=2Tp2,...,X0= xO) = ]P)(Xn = xn|Xn—1 = xn—1)~

2. Justifier en une phrase que la position du robot Google au cours du
temps est une chaine de Markov homogene.



La position du robot au temps n + 1 ne dépend pas de toute la tra-
jectoire mais juste de la position du robot a l'instant n. La position
du robot peut donc bien étre modélisée par une chaine de Markov. De
plus les transitions du robot ne dépendent pas de 'instant de saut, la
chaine de Markov est donc homogene.

Donner sa matrice de transition et tracer le graphe orienté associé.

Voir annexe.

. Préciser les classes communiquantes. Onal - 2 - 3 - 6 — 1
et 4 - 5 — 4. On voit facilement (sur le graphe) que les classes
communiquantes sont bien {1,2,3,6} et {4,5}.

. Question de cours: Donner la définition d’un état récurrent et d’'un
état transient. Soit ¢ € E un état. On note N; = N;(X) = card{n >
0, X,, =i} le nombre de passages de la chaine en i. L'état i est dit
récurrent si P;(V; = o) = 1. Il est dit transient si P;(N; = o) = 0.

. Préciser les états récurrents et transients de la chaine de Markov. La
classe {1,2,3,6} n’est pas fermée (car 1 — 4). Elle est donc tran-
siente. La classe {4,5} est fermée et finie. Elle est donc récurrente.

. Question de cours: Donner la définition de la période d’un état. Soit
i € E un état. La période d(i) de i est définie par

d(i) := PGCD{n > 1, P}; > 0}
(avec la convention PGCD()) = o).

. Donner la période de chaque état.

Pour le point 1, on a les chemins: 1 -2 -6 »>1letl -2 — 3 —
6 — 1. La période de I'état 1 d(1) divise donc le PGCD de 3 et de 4.
Or PGCD(3,4) = 1 donc d(1) = 1. La période est une propriéte de
classe, d’out d(2) = d(3) = d(6) = 1.

L’ensemble des longueurs des chemins partant de 4 et revenant en 4
est: {2,4,6,...}. La période de 4 (et de 5) est donc 2.

. Le robot part (au temps 0) de la page 4. Que se passe-t-il? Donner la
loi de la position du robot au temps n.

Au temps 1 nécessairement il sera en 5. Puis au temps 2, il sera
nécessairement en 4. On voit donc que si n est pair, X,, sera presque
stirement en 4 et si n est impair X,, sera presque siirement en 5.

Rq: On aurait pu calculer: (0,0,0,1,0,0)P,(0,0,0,1,0,0)P2,....



9. Le robot part (au temps 0) maintenant de la page 2. Donner la loi
de la position du robot au temps 1,2 et 3. On note u, la loi de
la chaine au temps n. On peut calculer, yu; = (0,1,0,0,0,0)P puis
po = p1 P puis ps = peP. On trouve p; = (0,0,1/2,0,0,1/2), po =
(1/2,0,0,0,0,1/2) et pg = (1/2,1/4,0,1/4,0,0).

Rq: On aurait pu aussi suivre ce qui se passe sur le graphe.

Exercice 3. (7,5 points environ)
On considere l'espace d’états E := N* = {1,2,3,...}. On consideére P la
matrice définie sur E par:

P(k,1) =px, P(k,k+1)=qget P(k,j) =0 sinon; pour k > 1.
ou les nombres pg et g vérifient 0 < pp < 1 et qp =1 — pg.

1. Question de cours: Donner la définition d’'une matrice stochastique.
Une matrice P = (P, ;)i jcr est une matrice stochastique si elle
vérifie:

(a) VZ,] S E,P@'J >0
(b) Vie E,> Pj=1
JjEE
2. Montrer que P est une matrice stochastique.
On a bien P;; > 0 pour ¢,5 € E et pour 7 € E,
ZPi,j =P+ Pini=pit+q=1
JjeEE
3. Tracer le graphe orienté associé a P.
Voir annexe.

4. On considere (X,)n,>0 une chaine de Markov de matrice de transition

P. Montrer que la chaine est irréductible et apériodique.

Soit ¢ > 1, on a clairement que 1 —+ 2 — --- — 4 — 1. Donc 1 et ¢ sont
dans la méme classe. Il n’y a donc bien qu’une seule classe: ' = N*.
La chailne est irréductible.

Pii = p1 > 0 donc la période de 1 est 1. La chaine est donc
apériodique.

5. Question de cours: Donner la définition d’un temps d’arrét adapté a
la chaine de Markov (Xy,),>0. Soit 7 une variable aléatoire définie sur
le méme espace probabilisé que la chaine de Markov (X,,)n>0. On dit
que 7 est un temps d’arrét adapté a la suite (X, )nen si:



(a) 7 prend ses valeurs dans N | J{oo},
(b) Vn >0, 0n a {r <n} € o(Xp,...Xn).

6. On définit le temps de retour en 1 par:
71 :=inf{k > 0, X}, = 1}.

Montrer que 7, est un temps d’arrét.

7 prend ses valeurs dans N*J{oo}. Ensuite, {r; < 0} = 0 € o(Xp).

Soit n > 1, on a
n

{n<n}=J{Xx=1}

k=1
Or{X; =1} € 0(Xy) C 0(Xo,...,Xy). Donc par union dénombrable
(finie ici) {m < n} € o(Xo,...,Xpn).

7. Dans cette question, on considere que les nombres p et ¢ sont con-
stants, respectivement égaux a p et ¢ (0 <p <1,¢=1— p). Montrer
que, partant de 1, 7y suit la loi géométrique de parametre p; c’est-a-dire

Pi(ri=n)=¢""'p, n>1

La seule fagon partant de 1 d’avoir 71 = n est de faire le chemin
1-2—---—>n—-1—1.On adonc

Pl(Tl = n) :Pl(XQ = 2,X3 = 37~--7Xn—1 =n — 17Xn = 1)
=PioP3... Py 2n 1P 11

n—1

=q P

8. Question de cours Enoncer le critere de récurrence et de transience
faisant intervenir le temps de retour.

L’état i est récurrent si seulement si P;(1; < oo) = 1. L’état i est
transient si et seulement si P;(7; < 00) < 1.
9. En déduire que la chaine est récurrente.

On regarde 1’état 1. La loi du temps de retour en 1 partant de 1 est
un loi géométrique de parametre p, p > 0. On en déduit que ce temps
de retour est fini presque sirement:

_ 1
Pi(r; < o0) = Z]P’i(n =k)= qu lp="p=1.
k>1 k>1 p

L’état 1 (et donc toute la chaine) est récurrent.



10.

11.

On revient maintenant au cas général. Calculer P1(m; > n), n € N.
L’éveénement {71 > n} partant de 1 correspond exactement a I’événement
{X;=1}n{Xe=2}n...,{X,, =n}. Dow
]Pl(Tl > n) = ]P)l(XQ =2,X3=3,...,.X,1=n—-1X, = n)
=PioPo3... Py on 1P 14
=4q1492---qn-1-

On admettra ici que la limite du produit [[;_, g est strictement pos-
itive si et seulement si la série ), -, pi est finie. (Le montrer s’il vous
reste du temps).

1

Que peut-on dire si pp = k—H? et si pp = _1 9

(k1)

L’intersection: m {m1 > n} est une intersection décroissante dont la
n>0
limite est I’événement {7 = +o00}. On en déduit

Pl(T = —|—oo) = lim ]Pl(Tl > n) = lim qiq2...qn-1.
n—00 n—00

Si la limite du produit ¢1¢s...¢,_1 est strictement positive: 1’état 1
(et toute la chaine) est transient.

Si la limite du produit g1z ... ¢gn—1 est 0 : 'état 1 (et toute la chaine)
est récurrent.

On a:
ﬁ gk = ﬁ e = exp (i lnqk>
k=1 k=1 k=1
= exp (Zln(l - pk)>
k=1

n
La limite du produit H qr est > 0 si et seulement si la série a termes

k=1
+oo
négatifs Z In(1 — pg) est convergente. Si pi ne tend pas vers 0 quand
k=1

k — 0, cette série diverge. Si py tend vers 0, on a I’équivalent In(1 —

pr) ~ —pr quand k — +o0o. La série étant a termes de signes constants,
+00

elle a le méme comportement que la série — Z Dk
k=1



n
. 1 ‘o .
Sipr = 577 cette série diverge donc H qr — 0 quand n — +oo. La
A k=1
chaine est alors récurrente.

Sipr = W cette série converge donc []}_; gx a une limite strict-

ment positive quand n — +oo. La chaine est alors transiente.

Rq: Dans le cas pp = k%rl, on a q = ﬁ et on peut directement
calculer:
12 n—1 1

Q92 ... Qn1=—=... = — — 0 quand n = +o0.
23 n n




