CHAPITRE 3 : RECURRENCE ET TRANSIENCE
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Dans tout ce chapitre, (X, )nen sera une chaine de Markov homogéne de para-
meétres (u, P).

1. DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES

Notation-Définition 1.1. Soit (X,,),en une chaine de Markov & valeurs dans E.
Soit 7 € E, on note

N; = Niy(X) = card{n > 0, X,, = i}

le nombre de passages de la chaine en 7. On définit les instants successifs de
passage en ¢ par

=1 =7 (X)=inf{p>0,X, =i}

(2 (2

et pour n > 2, si 7! < +oo0,

7 =7(X) =inf{p > 7" X, =i}.

3 3

De plus on note, avec 7 = 0,

)

Yn>1,5"=

T — 71 s ! < o0,
0 sinon.

Enfin, on note E; ’espérance sous P;.
Remarque 1.2. Les 7', 7 € E, n > 1, sont des temps d’arrét par rapport a F,.

Définition 1.3. Un point ¢ de E est dit récurrent pour la chaine de Markov
(X )nen si P;(IV; = 00) = 1. Il est dit transient si P;(N; = oo) = 0.

Lemme 1.4. Pour r > 1, S! est indépendant de la tribu F -1 ( tribu des événe-

ments antérieurs au temps d’arrét /1) et conditionnellement o 777! < oo, ST

P(S] =n|7] 7! < 00) = Pi(7; = n).

Démonstration. Appliquons la propriété de Markov forte au temps d’arrét 7 = 77!

Sous 7 < oo on a automatiquement X, = i. Donc conditionnellement & 7 < o0,
(Xrin)nen est une chaine de Markov de paramétre (J;, P) et est indépendante de
Xo, ..., X,. De plus,

SI =inf{n > 1, X,, =i},

donc S est le temps de premier passage de (X1, )nen en i. Il
1
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Lemme 1.5. Soit f; = P;(1; < 00) la probabilité de retour en i. Alors
Vr € N,]P)Z(NZ > ’T‘) = fzr
De plus, si f; =1, on a P;(N; = +00) = 1. Et si f; < 1, sous P;, la variable aléatoire

N; est une loi géométrique de parametre 1 — f;.

Démonstration. Observons tout d’abord que si Xy = 7 alors N; > r <= 7/ < o0.
Montrons le lemme par récurrence sur 7.
— Soit » = 1. Partant de i, le nombre N; de fois ou on visite ’état i au cours de
la trajectoire est superieur ou égal a 2 si et seulement si le temps 7; de premier
retour en ¢ est fini. D’ou :

— Supposons le résultat vérifié pour » > 1. Comme précedemment, le nombre NV,

de fois ol on visite ’état ¢ est superieur ou égal a r+2 si et seulement si le

temps 777 de r+1 éme retour en i est fini. On en déduit :

Pi(N; >r+1) = Py(r7 1! < o0),
=P;(7] < 00, S{ 1 < o0),
=P;(S" < oo|7] < 00)Py(7] < 00),
= f.f] d’apres le lemme précédent,
= frti,
On a donc le résultat souhaité pour tout r. Maintenant si f; := P;(7; < oo) = 1 alors
P;(N; = o00) = lim P;(N; > r) = 1. Et si f; < 1, alors pour r > 1
r—00
O

Le théoréme suivant fournit un premier critére de récurrence et transience plus
maniable que la définition de la récurrence et de la transience.

Théoréme 1.6.
(1) L’état i est récurrent si seulement si P;(7; < oo) = 1.
(2) L’état i est transient si et seulement si P;(1; < o0) < 1.
En particulier tout état est récurrent ou transient.
Démonstration. 11 suffit de montrer que si P;(7; < oo) = 1 alors i est récurrent et

si P;(7; < 00) < 1 alors i est transient.
— Supposons P;(7; < oo) = 1 alors P;(N; = 00) = lim P;(NV; > r) = 1 donc ¢ est

T—>00
récurrent.
— Supposons P;(7; < 00) < 1 alors P;(N; = 00) = lim P;(NV; > r) = 0 donc ¢ est
T—00
transient.

O

On déduit maintenant un deuxiéme critére de récurrence et de transience.
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Théoréme 1.7.
(1) L’état i est récurrent si seulement siy ., Pl = 400.

(2) L’état i est transient si et seulement si Zn 0 P” < 400.

Ce théoreme se démontre a partir des deux lemmes suivants :
Lemme 1.8. On a E;(N;) =>" P

Démonstration.

Z 1{Xn,~}> = ZEZ- (1{x,=) par Fubini-Tonelli,
n=0

n=0
-y R ==Y
n=0 n=0
O
Lemme 1.9. 57 X est une variable aléatoire a valeurs dans N alors
=> P(X>r).
r>0
En particulier si f; == P;(1; < +00) < 1,
1
E;(N;) = <
(Ni) = 1— 7S
Démonstration. Par Fubini-Tonelli
k—1
- SR == TS R -
k>1 k>1 1=0
= Y PX=k=> PX>I+1).
1>0 k>l+1 1>0
Par conséquent, si f; := P;(1; < +00) < 1,
, 1
ZIP’N>T ;fi 1_fi<oo
O
Démonstration du théoréme . D aprés ce qui précéde, il nous suffit de montrer que
siPi(1; < 00) =1alors )~ P! = 400 et si P;(7; < 00) < 1 alors Zn o Pii < +o0.
— Supposons P;(7; < o0o0) = 1 alors P;(N; = 00) = Let > - PP = Ei[N;] = +o0.
— Supposons P;(r; < oo) < Lalors ) o, Py = E|[N;] = # < 00.
O

Corollaire 1.10. Soit i un point de E. Alors
Pi(N; = o0) =1 < P;(V; = o0) > 0,
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2. STRUCTURE DE CLASSE
Théoréme 2.1. La récurrence et la transience sont des propriétés de classe.

Démonstration. Soient i, j tels que i +— j. Il existe n,m > 0 vérifiant P} > 0 et
P >0, et pour tout 7 > 0 on a Py > PP P d’ot

337 I
n+r+m
:: Jji = n mz :
PUPJZ r=0

Supposons maintenant que ¢ est transient alors

Z f < g 3 P < o

It =0

et donc j est transient.
Supposons maintenant que j est récurrent alors

n—i—'r—l—m
o0 = Z Ji = pn mz

’Jﬂro

et donc 7 est récurrent. |

Remarque 2.2. On peut donc parler de classe récurrente ou transiente. De plus, une
chaine de Markov est dite récurrente (respectivement transiente) si tous ses états
sont récurrents (respectivement transients).

Théoréme 2.3. Toute classe récurrente est fermée.
Ou de maniére équivalente : toute classe qui n’est pas fermée est transiente.

Démonstration. Soit C une classe qui n’est pas fermée. Il existe i € C, j ¢ Cet m > 1
tels que P;(X,, = j) > 0. De plus, puisque j ne conduit pas a i, P;(X,, = j, X, +1 =
i) = 0 pour tout [ > 0. Donc P;({X,, = j}) = P; {Xsn =5} N {N; < o0}). Ceci
implique que

Donc 7 est transient et donc C est transiente. 0
Théoréme 2.4. Toute classe fermée et finie est récurrente.

Démonstration. Soit C une classe fermée et finie, supposons que X, € C. C étant
fermée et finie, pour chaque réalisation de la chaine de Markov, il existe un état qui
est visité une infinité de fois.
On en déduit que P, (U;c{N; = oo}) = 1. C étant finie, il existe donc un état
i tel que P, (N; = 0o) > 0. Montrons que ¢ est récurrent, il nous suffit de montrer
Posons T; = inf{n € N, X,, = i}, on va montrer :

0< ]PJ#O(NZ' = OO) = ]P),MO(E < OO)]P)Z(Nl = OO)
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En effet, T; est un temps d’arrét et on a
P,,(N; = o00) =P,,({T; < 0o} N {X1,4n = ¢ pour une infinité de n}),
=P, (X714, = @ pour une infinité de n|7; < 0o)P,, (T; < 00)
= IP;,(X,, =i pour une infinité de n)P,,(T; < co) par la propriété de Markov
forte qui nous dit que, conditionnellement a {T; < oo},
(X740 )nen est une chaine de Markov de paramétres (¢;, P),
=P, (T; < 00)P;(N; = 00).
Donc on obtient que P;(N; = 00) > 0, donc ¢ est récurrent et C 'est aussi. O

Corollaire 2.5. Toute chaine de Markov homogéne sur un espace d’états fini admet
(au moins) une classe récurrente.

Définition 2.6. Un point ¢ de F est dit récurrent positif pour la chaine de
Markov (X,,)nen si Ei(7;) < oo. Un point récurrent de £ qui n’est pas récurrent
positif est dit récurrent nul.

Théoréme 2.7. La récurrence positive et la récurrence nulle sont des propriétés de
classe.

Démonstration. Résultat admis. [l
Proposition 2.8. Si E est fini, tous les états récurrents sont récurrents positifs

Démonstration. Résultat admis. O



