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Exercice 1. Soient 0 <p<let0<r<1deuxréels. Onposeg=1—pets=1-—r.
0) Soient A et B deux évenements indépendants tels que P(A) = p et P(B) = r. Montrer que

P(AUB) =p+7r—pret P(ANB) = gs.

Soient maintenant X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi géométrique de parametres
respectifs p et 7.
Rappel: La loi géométrique de parametre p est a valeurs dans N* et vérifie:

P(X = k) = (1-p)lp, k> 1.

1) Soit k£ > 0 un entier, calculer P(X > k + 1).

2) Soit £ > 1 un entier, calculer P(min(X,Y) > k) puis P(min(X,Y) = k). En déduire que la loi
de Z = min(X,Y) est encore une loi géométrique et donner son parametre.

3) Calculer la probabilité P(X =Y).

Exercice 2. Soit n € N* et ¢ € R, on considere
fu(z) = (1 + asin(2mn))1) 1)(2).

1) Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que f,, soit une densité de probabilité.

2) On prend maintenant a = 1, et pour n > 1 on considére X,, une variable aléatoire de densité
fn. Calculer la fonction de répartition de X,,.

3) Montrer que X,, converge en loi et préciser la loi limite.

Exercice 3. Soient a > 0,b > 0 deux réels et soit L = {(x,y) € R, % + % < 1} le losange de base
[—a, a] et de hauteur [—b, b].

On considere le vecteur aléatoire (X,Y") de loi uniforme sur le losange L.

1) Calculer I'aire de L puis donner la densité du couple (X,Y).

2) En déduire la probabilité P (! + 51 > 1),

3) Calculer la densité de probabilité de la loi marginale de X. En déduire celle de Y.

4) Calculer I'espérance et la variance de X.

5) Justifier que les variables X et Y sont non corrélées.

6) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes? Justifier.

Exercice 4. Soit p € R tel que |p| <1 et soit

(19

1) Montrer qur I' est une matrice symétrique positive.




2) On considere (X7, X2) un vecteur gaussien centré et de matrice de covariance I'. On pose

1 1
Yi=—(Xj+Xg)et Yo=—
1 \/5( 1 2) 2 NG
3) Les variables aléatoires Y7 et Ya sont-elles indépendantes? Justifier.
4) Les variables aléatoires Y] et Y ont-elles la méme loi? Justifier.
5) Donner la densité du couple (Y7, Y2).

(X1 — X2)

Exercice 5. Le but de cet exercice est de démontrer une version de la loi forte des grands nombres
dans le cas de variables aléatoires de carré intégrable. On n’utilisera donc pas la loi forte des grands
nombres L'.

On considere (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi. On note
L(X) la loi commune et on suppose que F[X?] < +co. On note u = E[X] et 0> = Var(X). Soit
n > 1, on pose S, = X7 + -+ X,,. On s’intéresse a %

Pour n > 1, on pose X/ = X,, — p et on pose S;, = X| + -+ X, et Z,, = %
1) Calculer E[Z,] et Var(Z,).
2) On considere la sous-suite d’entiers (n?),>1. Soit € > 0, montrer que pour n > 1,
2
P(‘anf >¢e) < 22

3) En déduire la convergence presque stre le long de la sous-suite d’entiers (n2)n21:

Zp2 2500,

n—-+o0o

On va maintenant prouver la convergence presque stre de la suite (Zy,)p>1.

4) Soit n > 1, on pose m = [y/n] ot [] désigne la partie entiere. Montrer que m? < n < (m + 1)?
et que n —m? < 2y/n.
5) On décompose alors Z,, sous la forme Z, = A,, + B, avec
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Justifier que A,, converge presque sirement vers 0.

6) Soit £ > 0, montrer que pour n > 1,

—m?)o? - 202
292 = 22p3/2°

B(|B,| > ) < "

En déduire que B,, converge presque sirement vers 0.
7) Conclure que Z,, converge presque stirement vers 0, puis que
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on Py
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Exercice 6. (Une démonstration probabiliste de la formule de Stirling.)

1) Soit (Z,,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles qui converge en loi vers une variable aléatoire
Z.

a) Montrer que si f est une fonction continue de R dans R, alors Y,, = f(Z,,) converge en loi vers
Y = f(2).

b) On pose Z,, = max(0,—Z,). En déduire que Z,; converge en loi vers Z~.

2) On rappelle que la loi de Poisson est a valeurs dans N et que si X ~ P(\) avec A > 0, alors
pour ke N, P(X =k) = e"”k—’; :

a) Calculer la fonction caractéristique de X pour X de loi de Poisson P(\) avec A > 0.

b) En déduire 'espérance et la variance de X pour X de loi P(\) avec A > 0.

c¢) Soit (Xp)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi de Poisson de
parametre 1. On pose S, = X7 +...X,. En déduire la loi de §,,.

3) On pose Z, = S:L/_ﬁ” . Montrer que E[Z2] = 1. En déduire que si a > 0, P(Z, > a) < a%
4) Montrer que Z, converge en loi vers une variable aléatoire Z dont on précisera la loi.

5) Montrer que

6) Montrer que si Y est de loi N (0, 1),

BY] = \/12?

7) On admet ici que E[Z, ] converge vers E[Z~]. En déduire la formule de Stirling:

n

n\”

Hors baréme : (2 points)

(i) Donner un exemple de variables aléatoires telles que Z,, converge en loi vers Z mais telles que
E[Z;] ne converge pas vers E[Z~].

(ii) Soit X une variable aléatoire positive de carré intégrable, montrer que

[N

E[|X —min(X,a)[] = E [(X — @)1{xsa)] <E[X?]? P(X > a)3.

(iii) En utilisant (3), en déduire que



