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A) a) Les variables aléatoires 0y, k > 1 sont indépendantes et ont méme loi,
il en est donc de méme pour les v.a. £(6y), kK > 1. La fonction ¢ est continue
sur le compact [0, 1] donc elle est bornée. Les v.a. 05 prennent leurs valeurs
dans [0, 1], donc les |¢(6g)| sont bornées. On peut donc appliquer la loi forte
des grands nombres, et on en déduit que la suite (Ly,),>1 converge p.s. vers
E[¢(61)].

De méme, les v.a. h(0), k > 1, sont indépendantes et de méme loi, et
les [h(0))| sont bornées par asupy 3 £. Toujours par la loi forte des grands
nombres, la suite (Hy)n>1 converge p.s. vers E[h(6)].

A) b) On a vu a la question précédente que (H,,) converge p.s. vers E[h(6;)]
et (L) converge p.s. vers E[/(f;)]. Comme E[f;] > 0 il existe ¢ > 0 tel
que p := P(f; > &) > 0 (sinon on aurait pour tout ¢ > 0 E[f;] < & ce qui
impliquerait E[f;] = 0). On a donc

E[£(61)] > E [1gg,5)¢(01)] > E {1{995} 1[11111114 = pl[nilr}lﬁ >0
£, e,
(pour la derniére inégalité on a utilisé le fait que la fonction ¢ est continue
et strictement positive sur le compact [e, 1], elle atteint son minimum sur
ce compact et ce minimum est strictement positif). Par conséquent presque
stirement, & partir d’un certain rang, L, > 0. On en conclut que la suite

(Hn> converge p.s. vers M
Ln ) > E[¢(61)]
A) c) Si on prend les 6 de loi uniforme sur [0, 1], alors (61,...,6,) a la
densité produit
(1:1, c ,a;n) — ][0’1}n($1, . ,:cn)

et on a pour le calcul de I'espérance

On a prouve a la questlon precedente que f convergealt p.s. vers
n>1

M. Comme 6, a une loi uniforme sur [0, 1], on a

E[£(61)]
E[h(01)] _ [y hix)dz
E[£(61)] fol U(z)dx

1
h(z)d H,
fo (z) 3:- On sait que T

fol {(x)dx n
converge p.s. vers cette quantité, donc aussi en loi. Si la fonction id était
1

Hy

On va montrer que E [ 7 ] converge vers

n



bornée, ce que l'on veut montrer serait une conséquence immédiate de la
convergence en loi. Mais elle n’est pas bornée, il faut donc choisir une autre
fonction. De I'inégalité

0 < h(z) < al(x)

pour x > 0 on tire

0< Zh(Hk) < QZE(Qk) p.s.
k=1 k=1

car P(6x, = 0) = 0 ce qui donne

0<H"<
I <a ps.

n

Si on définit la fonction f : R — R par f(x) = 0six <0, f(z) = x si
x € [0,a] et f(z) = a pour z > « alors f est continue bornée et on a p.s.

H,\ H,
f(Ln)—Ln'

., Hp
La convergence en loi de T donne
n

1 1 1
H, h(x) dz h(x) dz h(z) dx
E{f<L>wlf<f%>l=f<f%
n Jo Uz) dz Jo Uz) dz Jo Uz) dz
la derniére égalité étant due au fait que
- _ Jo hlw)de T ca
fo
qui est une conséquence directe soit de 0 < h < af soit de la convergence
H,
8. de —.
p.s. de I
On a bien prouvé que
. [Hn] [ h(z)dz
Ly fol U(x)dx

ce qui donne

1

h(z)d
lim/ / Zk 1 dml .dx, = M'
n—roo ket t Jo U(x) dz

B) a)
Soit (6x)r>1 une suite de v.a. indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. On

S,
pose S, = Z 0, D’aprés la loi forte des grands nombres la suite <n>
n
k=1 n=1



converge p.s. vers 1/2, donc aussi en loi vers cette quantité. Pour f continue
bornée, on a donc

n—oo

lim E [f (i)} — E[f(1/2)] = £(1/2).

Par indépendance des 6, k = 1,...,n, (01,...,0,) a la densité produit
Lo qjn (71, ..., 7pn) sur R”™. Le calcul de l'espérance donne donc

D) [ (25 i

On en conclut que

nlggO/ / <""1 s ) dry ... de, = £(1/2).
B) b)

Les v.a. 0 prennent p.s. leurs valeurs dans [0, 1], donc il en est de méme

pour & Soit f : R — R continue. Si on définit f par f(z) = f(z) si
no_ - -

z €[0,1], f(z) = f(0) siz <0et f(x) = f(1) si x > 1 alors f est continue

bornée et on a p.s. f(22) = f (22). On a aussi f(1/2) = f(1/2). D’apres la
question précédente

nlgrolo ( ) dxy...dx, = f(1/2).
On en déduit

lim
TL-}OO

> dry ...dx, = f(1/2).



