Concours Agrégation, Mathématiques générales

Lecon 42- Algebre des polynémes a plusieurs indéterminées. Applications.

Commentaires du jury 2015 :

La lecon ne doit pas se concentrer exclusivement sur les aspects formels ni sur les les polynomes

symétriques. Les aspects arithmétiques ne doivent pas étre négligés. Il faut savoir montrer 'irréductibilité
d’un polynome a plusieurs indéterminées en travaillant sur un anneau de type A[X], ou A est factoriel. Le
théoreme fondamental sur la structure de ’algebre des polynomes symétriques est vrai sur Z. L’algorithme
peut étre présenté sur un exemple. Les applications aux quadriques, aux relations racines ccefficients ne
doivent pas étre négligées. On peut faire agir le groupe GL(n,R) sur les polynémes & n indéterminées de
degré inférieur a 2.
Commentaires du jury 2016 : La legon ne doit pas se concentrer exclusivement sur les aspects formels
ni sur les les polynomes symétriques. Les aspects arithmétiques ne doivent pas étre négligés. Il faut savoir
montrer 'irréductibilité d’un polynoéme a plusieurs indéterminées en travaillant sur un anneau de type
A[X], ou A est factoriel. Le théoreme fondamental sur la structure de I’algebre des polynémes symétriques
est vrai sur Z. L’algorithme peut étre présenté sur un exemple. Les applications aux quadriques, aux
relations racines ccefficients ne doivent pas étre négligées. On peut faire agir le groupe GL(n,R) sur les
polynémes a n indéterminées de degré inférieur a 2. S’ils désirent aller plus loin, les candidats peuvent
s’aventurer vers la géométrie algébrique et présenter le Nullstellensatz.

Développements conseillés :
(1) L’anneau des polynéme K[X, ..., X,,] est noethérien, [Fr. F] p. 228 et toute intersection d’hypersur-
faces est une intersection finie, [Fr. F] p. 246.
(2) Le théoreme de structure de ’algebre des polynéomes symétriques sur un anneau, [F. M. 2] p. 217.
(3) Théoreme des zéros et systemes linéaires, [F. M. 2] p. 271 et exercice ci-dessous.

Exercice 1 Une application du théoreme des zéros de Hilbert (dans la question 2 il faut corriger en ... et
que T4+ T3 + 1 est un PGCD de P et de @ si la caractéristique de K est égale a 2, [Fr. F] p. 246.

Exercice 2 Théoreme des zéros et systemes linéaires, [F. M. 2] p. 271.
(1) Rappels.
Soit k un corps algébriquement clos, A := k[X1,..., X,,] et I C A un idéal.
(a) L’idéal I est de type fini i.e. il existe Py, ..., Ps € A avec [ =), ., AP; (propriété noethérienne
des anneaux de polynomes).
(b) Soit a = (a1,a2,....,an) € k™ et eval, : A — k avec eval,(P) = P(a). Alors kereval, =
Y 1<icn A(X; — ai). Réciproquement les idéaux maximaux de A sont de cette forme (k est
algébriquement clos).
(c) Soit I =3 1, AP et V(I) := {a := (a1,a9,...,a,) € k" |Vi,evala(P;) = 0}. Le "théoréme des
zéros de Hilbert” dit que P € A, P(V(I)) = 0 si et seulement si il existe ¢t > 0 tel que Pt € I.
(d) Avec les mémes notations, V(I) = ) si et seulement si I = A autrement dit si il existe U; € A
avec » o, UiP; =1 (cela provient de la caractérisation des idéaux maximaux).
(2) Le probléme
On donne Ay, € M (k) et Agni1 = (ai;j) € Msni1(k) qui est la concaténation de A, pour les
n premieres colonnes et du vecteur colonne ‘(aj i1, ..., @snt1)-
Pour 1 < i < s, on définit P, := Zlgjgn a; i X; — Gipt1. Soit S(k) = {z = (x1,22,...,2p) €
k™, |Vi, P;(z) = 0}. Il s’agit de montrer que S(k) = 0 si et seulement si il existe p; € k avec
21955 pi P = 1.



(3) Par l’algébre linéaire

(a) Montrer que S(k) = 0 si et seulement si (As ) < (Asnt1)-

Preuve. S(k) = 0 ssi t(a17n+1, oy Qs py1) nest pas dans Uimage de Agp ce qui compte tenu de
Vinclusion Im Ay, C Im Ag 1 équivaut a (Agy) < (Aspnt1).///

(b) On suppose que S(k) = (), montrer en utilisant le pivot de Gauss sur les lignes qu’il existe u; € k
avec ) e il =0 et > icg HiGins1 7# 0, olt L est la i-ieme ligne de Ay, et conclure.
Preuve. Le pivot de Gauss sur les lignes de la matrice As 11 aboutit a s lignes (L, a}, ) ot
L= 3 1cjentiily €t aj, 1) = 3 <jcn Hj,iGjnt1 avec les v premicres lignes Ly linéairement
indépendantes et les suivantes nulles, ainsi r = (Asy) et enfin a;,q,.1) # 0 puisque (Asy) <
(Asnt1). Ainsi Zlgjgs pir1 Py = — Zlgjgs i1 ng1 = _a;”-i-l,n-&-l # 0. On conclut donc en
divisant cette égalité par aj.y . 1.///

(4) Par le Nullstellensatz

Preuve. Remarque. Notons que la partie d) du rappel fournit une CNS pour que S(k) = (0 : 1
existe U; € A = k[ X1, ..., X, avec 219’55 U;P; = 1, mais il ne semble pas possible d’en déduire une
relation avec des U; € k.///

(a) Soit fi,..., ft € A des polynéomes homogenes de degré 1. Montrer que l'idéal » 3, _,., Afi est un

idéal premier de A. T

Preuve. Quitte a réordonner on peut supposer que fi,..., fr sont k-linéairement indépendants et

qu’ils engendrent tous les f; alors lidéal I = Zlgigr fi = Zlgigt fi- On peut alors compléter
la famille libre (Y; := fi, 1 < i <7r) par (Y, 7+ 1 < i < n) en une base du k-espace vectoriel

Hip = ) 1<, Xi des polynomes homogenes de degré 1. Alors A = k[Y1,...,Yy,] et donc ? ~

E[Yii1,..., Yy] est intégre.///

(b) Soit P, = Zlgjgn a; ;Y — @int1Yns1 € kY1, ..., Y1), Montrer que S(k) = 0 si et seulement si

V(P;) CV(Ynt1).

Preuve. On a V(F;) = {(y1, s yn41)} avec ynp1 = 0 el 3210, aijy; = 0 union ypi1 # 0 et

Y1 Yn
(yn+1"“’ yn+1) e Sk).///
(c) En déduire que S(k) = 0) si et seulement si il existe m > 0 avec Y11 € 37, Pik[Y1, ..., Y1),

Preuve. Cela suit immédiatement de la question précédente et du Nullstellensatz qui reste vrai si
k n’est pas algébriqguement clos.

(d) Déduire de a) que 'on peut supposer que m = 1

Preuve. Par a) il suit que l'idéal ) 2y 151-/@[}/1, cooy Yni1] est premier , ainsi Yn11 € D0 <, 151-/@[}/1,

(e) Conclure.
Preuve. Ainsi Y11 =Y 1<ics Ui]%- avec U; € k[Y1, ..., Yy41]. Par Uunicité de la décomposition en

composantes homogénes il suit que Y41 = Y e i P; ot wi € k est la composante homogéne
de degré 0 de U;. On conclut en spécialisant a Y41 =1.///

Exercice 3 Le complémentaire d’'une hypersurface est un ouvert dense, [Fr. F| exercice 2.8.12 p. 127.

Exercice 4 Une courbe plane dans C? n’a pas de point isolé, [F. M. 2] lemme p. 209.

Soit P(X,Y) € C[X,Y] et n est son degré total. On veut montrer que les zéros de P(X,Y’) dans C x C
ne sont pas isolés. Quitte a faire une translation on suppose que P(0,0) =0
1. Montrer qu’il existe ¢ € C avec P(X 4 ¢Y,Y) = po(X) + p1(X)Y + ... + po(X)Y™ avec p;(X) € C[X],
et deg;(pi(X)) <n—iet py(X) € C—{0}.



Preuve. P = )y ,~, Pi la décomposition de P en composantes homogenes alors P, # 0. Puisque le
degré total de P est égal & n, seul P, est susceptible de contribuer au coefficient de Y™ dans P(X +¢Y,Y).
On éerit alors P, = Y gcpe,, ax X" Y, alors le coefficient de Y™ dans P,(X +¢Y,Y) vaut > gpc,, arc™ .
Puisque (ag, a1, ..., a,) # (0,0, ...,0) il suit qu’il existe ¢ € C avec > g4, arc™ * # 0.

2. On suppose donc que P = po(X) 4+ p1(X)Y + ... + pp(X)Y™ avec p,(X) € C — {0} et P(0,0) = 0.
Pour pour tout & > 0 on note Q(Y) := P(3,Y), et on note y;(k),1 < i < n les n racines de Q4(Y) dans
C avec [y1(k)| < |y2(k)|... < |yn(k)|. Montrer que la suite (1,y1(k)) converge vers (0,0) et conclure.

1
Preuve. En effet |y1 (k)" < [[1<;<, lyi(k)| = ‘plﬁnklﬂ — 0.

Exercice 5 Le polynome X — Y? € k[X,Y] avec pgcd(a,b) = 1 est irréductible, [F. M. 2] p. 190. Notez
le lien avec le semi-groupe Na + Nb et le théoreme de Sylvester, [F. M. 2] p. 194.
Soit k un corps commutatif et a, b deux entiers > 0. Soit P I'idéal (X — Y?) C k[X,Y].

(1) On suppose que (a,b) = (2, 3).
(a) Montrer qu’il existe un unique homomorphisme f de k-algeébres de k[X,Y] dans k[Z] tel que
f(X)=2bet f(Y) =22
Preuve. C’est la propriété universelle des anneaux de polynomes. ///

(b) Montrer que Ker f = P (on pourra faire la division de @Q € Ker f par X2 — Y3 dans I'anneau
(RYDIX]).
Preuve. Puisque f(X® —Y?) = (Z%)% — (Z%)® = 0, il suit que P C Ker f. Soit donc Q € Ker f,
on fait la division de Q par X? — Y3 dans l'anneau (k[Y])[X]. Ainsi Q = U(X2 -Y3) +V
avec U € (K[Y)[X] et V =SY)+T(Y)X ou SY),T(Y) € k[Y]. Alors 0 = f(Q) = f(V) =
S(Z%) +T(Z%)Z3. On écrit S(Y) = sg+ s1Y + ... + 84V T(Y) =tg+ 1Y + ... + Y Alors
S(ZH+T(22) 73 =Y, 8. 2%+, t:; 2213 = 0. Bt puisque 2i+3 est impair il suit que s; = t; = 0,
ainsi V=0 et donc Q =U(X?>-Y3 eP. ///

(c) Montrer que P est un idéal premier de k[X,Y] qui n’est pas maximal.

Preuve. L’homomorphisme f induit un isomorphisme d’anneau de Y] pec Im f C k[Z], il est

donc intégre et donc P est un idéal premier. Puisque le seul sous corps de k[Z| contenant k est
k # Im f, il suit que P n’est pas mazimal. ///

(d) Montrer que X2 — Y3 est irréductible dans k[X,Y].
Preuve. Puisque P = (X2 —Y?3) est premier le résultat suit. ///

(e) Montrer que Z' € k[Z?%, Z3] si et seulement si i # 1 et en déduire que Im f est un sous-k-espace
vectoriel de k[Z] de codimension 1.
Preuve. Soit i > 3, puisque (2,3) = 1, il existe u,v € Z avec i = 2u + 3v. La division euclidienne
donne v = 2w + r avec r € {0,1}. Ainsi i = 2(u + 3w) + 3r et puisque i — 3r > 0, il suit que
ut+3w > 0; ainsi Z' = f(XH3WY™) € Im f. Soit Q € k[X,Y], on peut écrire Q = U(X?-Y3)+V
avec U € (K[Y))[X] et V =SY)+T(Y)X ; alors f(Q) = f(V) = S(Z?)+T(Z*)Z? et par ce qui
précede Z2k[Z) C Im f. Ainsi Im f = k[Z%] + Z2k[Z] = k @[>y kZ" et Im f est U'hyperplan Ker ¢

ol @(Zizo aZ') =ay. ///
Plus généralement, on suppose que a et b sont premiers entre eux. Montrer que (X% — Y?) est un

idéal premier de de k[X,Y] et que k[Z?, Z%] est un sous-k-espace vectoriel de k[Z] de codimension

(a—1)(b—1)
2

Preuve. On considére l'unique homomorphisme f de k-algébres de k[ X,Y] dans k[Z] tel que f(X) =
Zb et f(Y)= 2% On aP CKer f. Soit donc Q € Ker f, on fait la division de Q par X® —Y? dans
Vanneau (k[Y])[X]. Ainsi Q =U(X*—Y®) +V avec U € (k[Y])[X] et V = So(Y) + S1 (V)X + ... +
S 1(YV)X 1 00 S;(Y) € k[Y]. Alors 0 = f(Q) = f(V) = So(Z)+51(Z2%) 20+ ...+ S, _1(Z2%) Z¥— 1),

< (a—1)(b—1) (Sylvester a montré que cette codimension est : , Voir correction).



Il s’agit de voir que les contributions ne se mélangent pas. Les contributions de S;(Z*)Z% sont dans
les monomes de degré ja + bi avec j € N. Or l’égalité ja + bi = j'a + bi’ avec 0 < i,7' < a devient
(j—3")a = (' —1i)b et puisque (a,b) =1 il suit que a|(i' — i) et donci=1i" et j = j'. Ainsi S;(Y) =0
et donc V. =10. On conclut alors comme dans le cas particulier.

Le point délicat est le calcul de la codimension de Im f = k[Z%, Z°] dans k[Z).

(a) Si0<n <ab, il existe au plus un couple (i,j) € N x N avec n = ia + jb.
Preuve. Supposons que n = ia + jb < ab avec (i,7) E Nx N alors 0 <i<bet0<j<a.
Alors ia+ jb=1i'a+ j'b avec 0 < i,i' < b devient (j — j")a = (i’ —i)b et puisque (a,b) =1 il suit
que b|(i' — i) et donci=1i et j=j'.

(b) Si(a—1)(b—1)=ab—a—b+1<mn, il existe au moins un couple (i,j) € Nx N avec n = ia+ jb.
Preuve. Puisque (a,b) = 1, il existe u,v € Z avec n = au + bv. La division euclidienne donne
v=wa+7r avec r € {0,..,a — 1}. Ainsi n = (u+wb)a+1rb > (a —1)(b—1) i.e. (u+ wb)a >
(a—1—=rb—a+1>—a+1. Ainsi u+ wb > —1—1—5 et il suit que w +wb > 0 et puisque r > 0,
il suit que n € aN + bN.

(c) La codimension est : %

Sin>ab—a—b+1onan € aN+bN et donc Z" € k[Z% Z%. Il s’agit donc de calculer le

cardinal des 0 <n < ab—a—0b avec n ¢ aN + bN.

Voici la solution de Sylvester. Notons S les entiers de l'intervalle [0,ab — a — b] dans aN + bN et

S’ le complémentaire. Le point clé est que la symétrie o par rapport a (a_l)(% (ce n’est pas
un entier puisque (a—1)(b—1) est pair) échange S et S’. Soit ¢ = ax+by € S avec x,y > 0 alors

o(c) = ab—a—b—-c. Supposons que o(c) = az+bt avec z,t > 0 et montrons une contradiction. On

a doncab=c+o(c)+a+b=alx+z+1)+bly+t+1) et doncbl(x+z+1) et a|(y+t+1). Mais

puisque x +z+1>1ety+t+1>1 il suit que a(x+z+1) +b(y +t+1) > 2ab. Contradiction.

Ainsi |S'| = | 5| = (@=1E=D),

Une autre preuve consiste & remarquer que les polynémes P = 1+ X + X2¢ + . 4 Xbe ¢t
Q:=1+X+ X%  + X% sont des polynomes réciproques et ainsi il en est de méme du produit
PQ. On développe PQ. On remarque que ia + jb = i'a + j'b avec 0 < i,i' <bet0< 4,7 <a
implique i = i’ et j = j' ou ia + jb = ba + 0b = 0a + ab. Ainsi les coefficients de PQ sont
égaux 6 0 ou 1 sauf le coefficient de X qui vaut 2. On décompte de deux maniéres la valeur
PMWQ) = (a+ 1)(b+1). Cest aussi 2 plus 2 fois le nombre de monémes X* de PQ avec
i € [0,ab—1]. On scinde lintervalle en [0,ab—a —b] et [ab—a—b+1,ab—1]. Avec les notations
précédentes (a+1)(b+1) =2+2(|S|+ (ab—1) — (ab—a—b+1)+1). D'ou |S| = W

(2) Preuve. Complément : le dénumérant.

Une formule pour le dénumérant p(n) := |{(7,j) € N x N | ia + jb = n| de n.

On note I := 3 o, p(n) X" € C[[X]], la série génératrice des p(n). On vérifie que I = L

(1=X*)(1-Xx")"
(a) On montre que p(n + ab) = p(n) + 1 pour n > 0.
On remarque que (1 — X)(1 — X®)F € C[X]. En effet % € C[X], n'a que des racines
a b
simples qui sont toutes des racines ab-iémes de 1 ; ainsi (1—X%) = N(X)% ou N(X) €
C[X] est de degré < ab—a—b+1, de plus N(1) = 1. Ainsi donc (1 — X®)F = % +P(X)
ab—a—b+1
avec P(X) = N(X)_l)ix e C[X] de degré ab—a —b.
(b) On montre que P est un polynéme réciproque (on retrouve ainsi la symétrie dans les preuves
précédentes).

OnaP = (l_X)(1_)§1aj));))((1aj;;)l:i(;(—b;(a)(1—Xb) et Xab—a—bp(%) — P(X)




(c) On détermine les coefficients de p(n), pour 0 < n < ab.

Puisque F' = P+M+X“bF et que deg P < ab—a—0b, il suit que P = Zo<n<ab a_pP(n) X"
avec p(n) € {0,1} par (2)(a). Puisque P est réciproque on retrouve le retrouve le résultat de
Sylvester sur le nombre de "trous”.
En fait on peut donner une formule pour p(n). Voyons d’abord quelques notations.
Si0<n<ab—a—b alors p(n) € {0,1} et si on note 1 < a’(n) < b Uentier tel que a'(n)a = —n
mod b et 1 < ¥ (n) < a lentier tel que ¥/ (n)b = —n mod a alors ab|(a’(n)a+b'(n)b+n) et puisque
0 < d(n)a+b(n)b+n < 3ab, alors (a'(n)a+ V' (n)b+n) = ab ou 2ab.
(i) Cas 1. Si a'(n)a+ b (n)b+n = ab, alors p(n) = 0.
Supposons que p(n) > 0, ainsi il existe i,j > 0 avec ia+jb = n et donc a’(n)a+b (n)b+ia+jb =
ab c’est a dire (a'(n) +i)a+ (b'(n) +j7)b=ab; ainsi0 < b'(n)+j<aet0<da(n)+i<bet
a="b(n)+j etb=d(n)+i. Il suit que 2ab = ab ce qui donne une contradiction.
(ii) Cas 2. Sia'(n)a+ b (n)b+n = 2ab, alors p(n) = 1.
On remarque que n = a(b— a’'(n)) + b(a — b'(n)). Ainsi p(n) = 1.

Au final on obtient pour n > 0 la formule p(n) = % 1.///

Exercice 6 L’espace vectoriel Hg, des polynomes homogenes de degré d a n indéterminées et puissances
d-iemes des polynomes homogenes de degré 1, [Fr. A] ex. 1.4.14 p. 82.
Soit K un corps commutatif de caractéristique nulle. Soit Hy 5, le sous-K-espace vectoriel de K[ X1, Xo, ..., X5]
des polynémes homogenes de degré d auxquels on adjoint {0}. Soit Ag := {a := (a1, ...,an) € N" | a1 +
..+ a,=d}. Si P € Hyy. on pose Ay(P) = m(!ﬂ € K.
(1) (a) Montrer que (ﬁAQ)aeAd est la base duale de la base (X%)qca, de Hy .
Preuve. Soit a := (a1, ...,a,) € N" et 8 := (B1,....0n) € N" avec oy + ... + a, = B1 + ... +
B =d. Sia=ponaA(XPXP . X") = o gare L — (X1 X5 X000) = . =
oo, — 1....a1 St a # B, puisque a1 + ... +ap = P14+ ... + Bp = d il existe 19 avec oy, > By,
(X51X52 XEmY =0 et done Ag (XD X5 Xﬁn) 0.///

alors 8

(b) Soit @ := a1X1 + as Xs + ... + a, X,,, montrer que A o(QY) = dlaft...af.
Preuve. Puisque %(Qd) = da Q% il suit que aXal (QY) =d(d—1)..(d— a1 +1)al* Q™ d’ou
le résultat en dérivant par rapport aux autres Uamables
Remarque. On retrouve ainsi la formule du multinome (3 <<, X;)? = Y acA, al' aTa X XX €
ZX1, ... X0l /)

(c) Soit f:=3>" cAaAa € Hc*l’n avec A\ € K. Calculer f((a1 X1 + aaXs + ... + a, X,)%).
Preuve. Par la question précédente on a f(Q?) = > acA, Malo(QY) = d! Do, Ayt apt =
d'P(ay,...,ap) ou P = ZaeAd A X1 XS € Hyn. ///

(d) Soit K est un corps infini, montrer par récurrence sur n que l’application K-linéaire eval :
K[X1, X2, ..., X,] — KK définie par eval(P)(a1,...,a,) = P(a1, ..., a,) est injective.
Preuve. La preuwve se fait par récurrence sur le nombre d’indéterminées. Si n = 1, un polynome
non nul n’a qu’un nombre fini de zéros. Supposons le résultat acquis pour K[Xi, ..., Xp—1]. Soit
Pe K[Xl, et Xn] = K[Xl, vy Xn_ﬂ[Xn], ainst P = po(Xl, vy Xn—l) +p0(X1, e Xn—l)Xn +...+
Pe( X1, ooy X 1) XE4 Apa (X1, ooy X 1) X2, Soit (21, .., 1) € K™Y, alors P, .., 201, Xp) =
po(.%'l, ooy xn—l) + po(.%'l, ooy xn—l)Xn + ...+ pk(l'l, ey xn—1>X1]§ + ...+ pd(fbl, ceey [IZn_l)Xg S K[Xn]
a en particulier une infinité de zéros ( K est infini) et donc pg(z1,...,2n—1) =0 pour 0 < k <n
et (x1,...,0n_1) € K" 1. Ensuite Ihypothése de récurrence montre que pr = 0 et donc au final

P=0.///




(e) Déduire de la question précédente que si f € Hg,n est nulle sur le sous-espace vectoriel V de Hg,
engendré par les puissances d-iemes des polynémes homogenes de degré 1 alors f = 0.
Preuve. Immédiat par ce qui précéde.

(f) En déduire que V = Hg,,.
Preuve. En effet par ce qui précéde, il suit que l'orthogonal V° de V' pour la dualité est {0}. ///

(2) Montrer que X1 X% ! est pas combinaison linéaire de puissances p-iemes de polyndémes homogenes
de degré 1 si la caractéristique de K est égale a p > 0.
Preuwve. En effet %(XIXS_I) = X' Orsi L € Hy,, alors ain(Lp) =0 (la caractéristique de
K vautp). ///
Questions annexes :
i. Faites le lien avec les formes quadratiques dans le cas des polynémes homogenes de degré 2
ii. Calcul de la dimension de Hy . Voir [F. M. 1] n°1 pour deux calculs (la preuve avec les séries formelles
permet de retrouver facilement la formule). Il y a enfin une preuve combinatoire qui est élémentaire : se
donner un n-uplet (i1, 12, ..., 4,) avec iy + iz + ... + i, = d revient & se donner dans l'intervalle [1,n+ d — 1],
n — 1 entiers (des séparations) placés en i1 + 1, i1 +i2 + 2,...,i1 + i3+ ... + ip—1 +n — 1. Le nombre de telles
séparations est donc le nombre de fagons de choisir n — 1 boules parmi n + d — 1. C’est donc (":ﬁ;l), [A.
F.] p. 99 et 100.

Exercice 7 On note A := Z[X1, X2, X3]. Soit D := (X1 — X2)3(X1 — X3)}(X2 — X3)? € A. On note ¥,
39, X3 les polyndmes symétriques élémentaires € A. Soit S1 := X1 + X5 et Sy := X1 Xo.
(1) (a) Montrer que D(X7, X2,0) = S255 — 455.
Preuve. On a (X1 — X2)? = S2 —455.///

(b) En déduire que D(X71, Xo, X3) = ¥2%2 — 433 + ¥3h ol h € A est homogene et symétrique.
Preuve. Soit P(X1, Xo, X3) := D(X1, Xo, X3) — 2332 + 4%3. On remarque que P est symétrique
et que P(Xl,XQ,O) = 0. Ainsi P(Xl,XQ,X3) = XgQ(Xl,XQ,Xg) ot Q S Z[Xl,XQ,Xg]. Soit
s S3 alors O'*P(Xl,XQ,Xg) = P(Xo.( 1) 0.(2), (3 )) = 0.(3)@( (2),X (3 )) Ainsi X
divise P(Xl, Xg,X3) pour i = 1,2,3 ainsi les monomes qui contmbuent dans Uécriture de P sont
des X”X”X22 avec i; > 0 pour tout j et donc X3 divise P. Or P est un polynome homogéne et
lumczte de la décomposition en composantes homogénes montre qu’il en est donc de méme pour
h. Enfin P est symétrique et puisque X3 n’est pas diviseur de 0 dans € Z[ X1, Xo, X3| il suit que
h est symétrique.///

(c) Montrer qu’il existe a, b, c € Z tels que h = aX} + b3 X3 + cX3.

Preuve. En effet h est symétrique. Ainsi h € Z[Xl,Xg,X5]53 = 7Z[%1,39,%3]. Enfin h est ho-
mogeéne de degré 3 dans les indéterminées X;. Puique E“E” 2?33 est homogéne de degré i1 + 2is +
313, le résultat suit de l'unicité de la décomposition en composantes homogeénes.///
(d) Déterminer a,b, c.
Preuwve. En spécialisant en (X1, X2, X3) = (1,1, —2) on obtient c = —27. Puis en (X1, X2, X3) =
(2,2,—1) on obtient a = —4. Enfin avec (X1,X2,X3) = (1,1,1) on obtient b = 18. Ainsi
D(X1, Xo, X3) = X252 — 4%3 + 18518, — 2732 =: A(%1,%2,%3).///
(2) On note P3 := C[X]3 le C-espace affine des polynémes unitaires de degré 3. Montrer que le sous-
ensemble de P3 des polynomes séparables est un ouvert de Ps.
Prewve. Si P(X) = X3 — 01 X%+ 02X —03 € P3 et si x1,x0,23 € C sont ses racines alors
Yi(x1,x2,x3) = 0; ainsi P est séparable si et seulement si A(oy,09,03) = D(x1,x2,23) #0.///

Exercice 8 Résolution par radicaux de I'équation {z € C, P(z) =0} avec P(X) := X3+ pX + ¢ € C[X]
et polynomes symétriques.



Notations. On note Ss, le groupe symétrique sur {1,2,3}, il est engendré par les cycles r := (1,2,3)
et s := (2,3). Le groupe S3 agit sur C[X1, Xo, X3] par o x P(X1, Xa, X3) = P(X5(1), Xo(2), Xo(3)) €t
C[X1, Xa, X3]%* est le sous-anneau des polynémes symétriques.
Enfin j :=e*™/3 ¢ C, U := X1 4 jXo + j?°Xs et V:= s+ U.
(1) (a) Montrer que 7 U3 = U3,
Prewve. On ar*U = Xo + j X3+ j2X1 = j2U. ///
(b) En déduire que S := U3 + V3 € C[X1, Xo, X3]%.
Preuve. Puisque sxU =V et que s> = Id il suit que sxS = S. Enfin r«xV =rsxU = sr 1 xU =
s« U = V. Ainsi Sz agit trivialement sur S. ///
(c) Montrer que S(X1, X2,0) = 2(X; + X2)3 — 9X1 Xo( X1 + Xo).
Preuve. On calcule S(X1,X2,0) = (X1 + jX2)3 + (X1 + 72X2)3 = X3 + 352 X2X, + 35 X1 X2 +
XQS + X:f + 3]X12X2 + 3]2X1X22 + X% = 2(X1 -+ X2)3 — 9X1X2(X1 + XQ) ///
(d) En déduire que S — 2(X1 + Xo + X3)3 + 9(X1X2 + Xo X3+ XXm)(Xl + Xo + Xg) = A X1 X2 X5.
Preuve. On applique 'algorithme vu dans la legon. On remarque que T := S — 2(X; + Xy +
X3)? +9(X1 X + Xo X3+ X3X1) (X1 + Xo+ X3) € C[X1, Xo, X3]% et que T(X1, X2,0) =0, ainsi
T e X3C[X1, XQ,Xg]. Ainsi T =rxT € X1(C[X1,X2, Xg] et T =r2xT S XQC[Xl, XQ,Xg]. Ainsi
dans la décomposition de T sur la base X' X2 X2 les coefficients des mondmes avec iyigiz = 0
sont nuls ainsi T € X1X9X3C[X1, X, X3]. Pour conclure on remarque que T est homogéne de
degré 3. ///
(e) Calculer .
Preuve. On évalue ’égalité précédente en (1,1,1). Ainsi 0 —2.33 +9.3.3=27=\. ///
(2) Soit P := X3 +pX +q = (X —21)(X — 22)(X — 23) € C[X]. On note u = U(x1,72,23),v =
V(x1, 22, 73).
(a) En remarquant que UV = (X1 + X2 + X3)? — 3(X1 X2 + X2X3 + X3X1), exprimer x1, 72,23 &
I’aide de radicaux en p,q.
Preuve. On a (X —1)(X —22)(X —23) = X3 — (21 + 22 +23) X2+ (2120 + 2223 +2371) X — 2127273,
Ainsi £1+wo+13 = 0, T120+Tow3+1321 = p et x1wox3 = —q. Ainsiud+v® = S(x1, 10, 23) = —27¢
et uv = —3p. Il suit que u?,v3 sont les deuz racines du polynéme X2+27q—27p3. Son discriminant
est A = 27(4p® + 27¢%) = w? avec w € C. Alors u® = _27%,1}3 = _27%. Quitte a permuter
les x; on a le systeme : x1 + x2 +x3 = 0, 1 + jro + j2x3 = u, T —|—j2w2 4+ jxs = v d’ou

SLerm 2 ] - 97
ry =42 1y = ]77‘;'3”, T3 = L—EJ Y avec ud = 7273—“”,1)3 = 27‘21 Z etuv=-3p. ///

(b) Soit P:= (X — 1)(X? + X + 2). Déduire de la question précédente que
V3= {’/2\f7+3\f— §/2f7—3x/§

Preuve. Puisque le discriminant de X2 + X +2 est —7, 1 est la seule racine réelle de P. Avec les

formules précédentes on obtient que x1 == “ér” = %\/3( Q/Q\ﬁJr 3V3 — Q/Q\ﬁf 3\/§) € R est
racine de P. ///

Exercice 9 Fractions rationnelles symétriques.

Soit F' € K(X1,...., Xy) avec F(X,(1), .- Xo@m)) = F(Xi,..., Xn) pour tout o € Sy,. Montrer que F' €
K(S1,....,Sp) ou S; est le i-itme polynome symétrique élémentaire.

Preuve. Remarquer que F' = % = %—g avec N, D, Q € K[X1,...., Xy] et DQ = [, cs, D(Xo(1)s - Xom))-
Ainsi si F(Xy(1), - Xomn)) = F(X1, ..., Xn) pour tout o € S, puisque DQ jouit de cette méme propriété, il
suit que FDQ = NQ a la méme propriété et donc NQ,DQ € K|S, ....,Sn]. ///



Exercice 10 Un théoreme de Kronecker et une application aux matrices € GL,(Z) : les polynomes
unitaires de Z[X] dont les racines complexes vérifient 0 < |z| < 1 sont les produits de polynémes cycloto-
miques,
[Fr. F] p. 201.

Soit P(X) € Z[X] un polynoéme unitaire a coefficients entiers, de degré n > 1. On suppose que les racines
complexes de P(X) sont de module < 1.

(1) Notons s1,...,s, € Z[X1,...,X,] les polynémes symétriques élémentaires. Soit » > 1, on note p :
Z[X1, ..., Xp] = Z[X;, ..., X;] Punique homomorphisme tel que p(a) = a pour a € Z et p(X;) = X/
pour tout 1 < i < n (c’est la propriété universelle des anneaux de polynomes). Montrer en utilisant
p que Yo € S, on a sk(XZ;(l), ...,Xg(n)) = sp(X7,..., X)), en déduire que pour tout k < n, il existe
P, k(S1,...,8,) € Z[Sh, ..., Sp] tel que si(XT, ..., X]) = Prp(s1, ..., 5n)-

(2) Calculer sg(1,...,1).

(3) Notons 61, ..., 6, les racines complexes (éventuellement répétées) de F'(X). Montrer que pour tout
r>1ettout k<n,ona

n
10 ) €2, a0 < ()

4) Montrer que I'ensemble {0 | 1 <i < n,r > 1} est fini.

)
5)
)
)

En déduire que pour toute racine § de P(X), il existe r > 2 tel que " = . Conclure.
6

7) Une application du théoreme de Kronecker.

Soit M € GL,(Z), on suppose que la suite M k k € N est bornée. Montrer que M est d’ordre fini.

Preuve. Si A € C est racine de xp alors la suite \¥ est bornée ainsi |\| < 1. Le théoréme de
Kronecker, [Fr. F| exercice 4.4.2 p. 201, appliqué au polynome xnr implique que les racines de xas
sont des racines de 'unité; ainsi il existe m > 0 avec xpym = (X — 1)" alors M™ = Id+ N ou N
est nilpotente. Montrons que N = 0. Pour cela nous allons montrer que si my(X) = X% avec d > 2
alors la suite M™F est non bornée pour k — co. La somme CN? +CN + ...+ CN4!' ¢ M, (C) est
directe ainsi par ’équivalence des normes en dimension finie il existe ¢ > 0 avec || Y gcicqg 1 @ilN?|| >

cmaxg<i<g_1|a;|. Puisque M™* = (Id+ N)* = Id + (?)N—i— et (dﬁl)]\fd_1 et que d > 2, le résultat

suit. ///
A propos des ordres des éléments de GL,,(Z) voir [F. M. 1] n°26 p. 46.

En déduire la décomposition en irréductible de P dans Z[X].

(
(
(
(

Exercice 11 Discriminant, [F. M. 1] n°112 p. 321.

Exercice 12 Les entiers algébriques,[Fr. F] exercice 4.4.4 p. 202. Cette preuve utilise les polynomes
symétriques. On peut aussi utiliser le résultant ou bien le théoréme de Cayley-Hamilton, [F. M. 2] p. 169.

Exercice 13 Le théoreme de Molien, [F. M. 2] p. 180.

Soit A := C[X1, Xy, ..., Xy], 'anneau des polynémes a n indéterminées et pour d € N, Hy,, le sous-
espace vectoriel réunion de {0} et des polynémes homogenes de degré d. Soit G est un sous-groupe fini de
GL,(C). Sig € G et g = (7ij)1<i,j<n, il existe un unique C-endomorphisme ¢(g) de la C-algebre A avec
Vi, 0(9)(Xi) = >1<j<p 75,4X;- On note AC la sous-algebre de A des P € A avec Vg € G, ¢(g9)(P) = P,

Hgn := A9 N Hy, et hy sa dimension. On a 1’égalité ‘?1” > gec(det(Id, — Tg))~! = > d>0 haT?.

Exercice 14 Le théoreme d’Emmy Noether sur la C-algeébre de C[X1, ..., X,,] des invariants par un sous-
groupe de GL,(C).



1 ) 3 1 . . . . | N
On note X* := X' X32.. X" et |i] :== i1 +1i2+.... +i,. On note ¢y (d) := m ou a = (a1, a9, ...,ap)

avec Y| ;e @ = d. On rappelle la formule du multindme (X7 + Xo + ... + X,,)4 = > ca(d) X%
(1) Montrer que la C-algebre A“ est engendrée par les Rg(X?) avec |i| € N.
Preuve. Soit P =3, a; Xt € A® alors P = Rg(P) =Y, a;Rc(X%).///
(2) Soit X (resp. Y) le vecteur colonne ‘(X7,...,X,) (resp. le vecteur ligne (Yi,...,Y,)). Si g € G.
Montrer que 35 ('Y 9X)? = |G| 3| =q Ca(d)Y *Ra(X).
Preuve. On développe avec la formule du multinome.///
(3) Soit B := C[Z1, Za, ..., Z|z|] et px = ZISiSIG\ Zk, k € N*, les polynomes symétriques de Newton en
les |G| indéterminées Z;. Soit d > |G|, montrer qu'il existe I’ € B avec pg = F(p1, ..., pg|)-
Preuve. Puisque Q C C les formules de Waring permettent d’exprimer les polynomes symétriques
élémentaires dans Clp1, ..., piq]-///
(4) En déduire que
G112 a=d Cald) Ra(XH)Y* = F(IG] 22 521 cs(1)Ra(XE)Y?2, |G 22181=IG| cs(|G)Ra(X2)YE).
Preuve. On applique lidentité pg = F(pl,...,pm) aZ; = g X ot g, 1 <i <n parcourt les
éléments de G et on utilise b).
(5) Conclure.

Preuwve. Puisque les Y sont linéairement indépendant sur C[X1,..,X,]|, on peut identifier les
coefficients de Y& dans les deuxr membres de I’égalité précédente.

Remarque. Par la propriété universelle de l'anneau des polynomes on construit un homomorphisme
surjectif de C-alébres C[Z;, |i| < |G|] — A en assignant a Z; I’élément Rg(X?); le noyau de cet
homomorphisme est un idéal d’un anneau de polynomes et donc de type fini puisque C[Z;, |i| < |G|]
est noethérien (théoréme de transfert de Hilbert).///



