Concours Agrégation, Mathématiques générales

Lecon 58- Matrices symétriques réelles, hermitiennes.

Commentaires du jury 2015 : C’est une legon transversale. La notion de signature doit bien str figurer
dans la legon et on ne doit surtout pas se cantonner au cas des matrices définies positives. L’action du groupe
linéaire sur l’espace des matrices symétriques peut donner un cadre naturel a cette lecon. Curieusement,
il est fréquent que le candidat énonce I'existence de la signature d’une matrice symétrique réelle sans en
énoncer 1'unicité dans sa classe de congruence. L’orthogonalisation simultanée est un résultat important de
cette lecon. Il faut en connaitre les appli- cations géométriques aux quadriques. On doit faire le lien avec
les formes quadratiques et les formes hermitiennes. La partie réelle et la partie imaginaire d’un produit
hermitien définissent des structures sur ’espace vectoriel réel sous-jacent.

Commentaires du jury 2016 : Le théoreme spectral est indispensable dans cette lecon sans toutefois
étre un développement consistant. La notion de signature doit étre présentée ainsi que son unicité dans la
classe de congruence d’une matrice symétrique réelle. L’action du groupe linéaire et du groupe orthogonal
sur I'espace des matrices symétriques peut donner un cadre naturel a cette lecon. Le lien avec les formes
quadratiques et les formes hermitiennes est incontournable. La partie réelle et la partie imaginaire d’un
produit hermitien définissent des structures sur ’espace vectoriel réel sous-jacent. L’orthogonalisation si-
multanée est un résultat important de cette lecon. Il faut en connaitre les applications géométriques aux
quadriques.

Remarque. Si H € M,(C) est une matrice hermitienne alors H = S + iA avec S € Symu(R) et A €
Asymy,(R). Ainsi pour X,Y € M, 1(C), f(X,Y) :=! XHY est une forme hermitienne et pour X,Y €
M,1(R), f1(X,Y) :=! XSY est une forme bilinéaire symétrique et fo(X,Y) :=' XAY est une forme
bilinéaire antisymétrique et toujours pour X,Y € M, 1(R), on a f(X,Y) = fi(X,Y) + ifo(X,Y). mais
cette décomposition ne passe pas & la classe de congruence !PHP pour P € GL,(C) sauf si P est réelle
i.e. un changement de base de ’espace réel R" sous-jacent a C".
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Développements conseillés :

(1) Signature d’une matrice symétrique réelle, [F. M. 1] n°41 question 2 p. 98.
(2) Inégalités de Weyl, [F. M. 2] p. 113, [C. G.] tome 1 p. 199 et exercice ci-dessous.
(3) Herm,(C) — Herm;*(C), [Fr. B-C-D] p. 284 et [F. M. 1] n°38 p. 79 pour I'exponentielle. Notez

— . . N n(n—1) . o
l'application suivante : GLy, (C) est homéomorphe & U, (C) xR" xC~ 2z (on admet la décomposition

polaire, [Fr. B-C-D] p. 284).

(4) Sous-groupes finis ou plus généralement compacts de GL,,(C), [Fr. B-C-D] exercice 5.22 et 5.23 p.
289 + limite inductive de sous-groupes compacts de GL,(C), [Fr. B-C-D] exercice 5.24 p. 290.

Exercice 1 Semi-continuité de la signature, [F. M. 1] n°® 43 p. 100 ; notez une variante utilisant le théoreme
de continuité des racines d’'un polynome.



Exercice 2 Signature de la matrice de Hankel associée aux racines d’un polynéme a coefficients réels, [F.
M. 1] n°40, proposé en développement dans la legon 44 (Racines d’un polynome ...).

Exercice 3 Espace vectoriel de matrices symétriques et signature, [F. M. 2] p. 98.
Soit n > 1, V € My, (R), un R-espace vectoriel de matrices symétriques avec dimg V' > 2. On suppose de
plus que tout élément de V' — {0} est inversible. Si S € V' — {0}, on note (p(S5), ¢(S)) la signature de S
(1) Montrer que 'application S € V' — {0} — (p(5), ¢(S)) est localement constante.

Preuve. Soit P € O,(R) avec S = PD *P = PDP~! avec D € M, (R) la diagonale \; des racines
de xs. La loi d’inertie de Sylvester implique que p(S) = {i, \i > 0} et q(S) = {i, Ay < 0}. De
plus p(S) + q(S) = n. Le résultat est alors conséquence du théoréme de continuité des racines d’un
polynome puisque xs(0) #0. ///

(2) Exprimer la signature de —S pour S € V —{0}.
Preuve. Puisque X—g(X) = (=1)"xs(=X) et que xs(0) # 0 il suit que (p(—5),q(=5)) = (a(S),p(5)).///
(3) En déduire que n € 2p et que les éléments de V' — {0} sont de signature (p, p).

Preuve. On remarque que V- — {0} est conneze puisque dimgr V' > 2. Ainsi la signature qui est

localement constante (i.e. en chaque point il existe un ouvert sur lequel la signature est constante)

est constante sur V- —{0}. Et puisque si S € V —{0} alors =S € V. —{0} on conclut avec la question
précédente.///

Exercice 4 Inégalités de Weyl, [F. M. 2] p. 113, [C. G.] tome 1 p. 199.
Notations. Soit (E,(.].)) un espace euclidien de dimension n. Si w est un endomorphisme symétrique (on
dit aussi auto-adjoint) de F, on note x,, € R[X] son polynome caractéristique. Alors xu(X) = [[;<;<,, (X —
Aw,i) avec Ay € R rangés ainsi : A1 > A2 > ... > Ay pn. De plus (ey,,1 < i < n) désigne une BON de
E avec w(ey,i) = Ay iCuw.i-

(1) Soit z € E avec (z|z) = 1. Montrer que Ay, < (z|w(x)) < Ay -

Preuve. On écrit x dans la BON (e ;)i1<i<n, T = Zlgign Tiey;. Alors (z|w(x)) = Zlgign Aw,it? <
Z1§i§n Aw1®i = Ay et (zlw(z)) = Z1§i§n Aw,ittf > Zlgz’gn Aoty = Xwn- ///

(2) Soit Fy, Fy, F3 des sous-espaces vectoriels de E. On suppose que dim F; + dim F, + dim F3 > 2n.
Montrer que Fy N Fy N Fy # {0}.

Prewve. Soit f : F1 X Fy x F3 — E x E définie par f(x1,x9,23) = (3 — 21,23 — x2). C’est une
application linéaire et son noyau Ker f = {(z,z,2))} | ® € F1 N Fa N F3}. Par le théoréme du rang,
dim F} x Fo x Fy = dim Ker f +dimIm f. Ainsi dim Ker f = dim F} + dim F5 + dim F3 — dim Im f >
dim Py + dim % + dim F3 — 2dim E > 0. ///

(3) Soient u,v deux endomorphimes symétriques.
(a) Montrer que u + v est un endomorphime symétrique.
Prewve. Par lunicité de l’adjoint on a que (u+ v)* =u* +v*. ///
(b) On considere pour 1 < 4,5 < n avec i+ j — 1 < n, les espaces vectoriels Ey, := @<, Reur,

E, = @jgkgn Rey j et Eyqy = ®1§k§i+jfl Reéy4y - Montrer que E, N E, N Eyyy # {0}

Preuve. On a dmE, +dimE, +dimE, , =n—i+1+n—j+14+i+j5j—-—1=2n+1> 2n.
D’ot le résultat avec la question précédente. ///

(c) Soit x € E, N E, N Eyty avec (z|z) = 1. En appliquant la question 1 aux restrictions de u, v
puis u + v a des espaces adaptés, montrer que Ayiyitj—1 < Ay + Ayj pour 1 < 4,5 < n avec
i+j—1<n.

Prewve. On applique (1) a x et a la restriction de u a E, qui est encore un endomorphisme
symétrique et les racines de son polynome caractéristique sont \y; > Ayit1 = . = Aun,



ainsi (1) Ayn < (zlu(z)) < Ayi. De méme on obtient (2) A\ypn < (zlv(z)) < Ay et en-
fin (3) Mugv,iti—1 < (z|(u 4+ v)(x)) < Augo,1- Ainsi (3) donne avec (1) et (2) Ayyv,itj—1 <
(] (u+v)(2)) = (zlu()) + (z]o(2)) < Aui + Ao ///

(4) Donner en le justifiant un énoncé type Inégalités de Hermann Weyl pour des matrices.

Preuve. On se donne S, S’ € M,(R) deux matrices symétriques, alors S définit un endomorphisme
de lespace euclidien R"™ muni de sa structure d’espace euclidien canonique et (z|S(y)) = (S(z)|y),
ainsi S est un endomorphisme symétrique et les inégalités de Weyl traduisent alors des inégalités
entre les racines des polynémes carctéristiques de S, S’ et S+ S'. ///

Exercice 5 Le théoreme d’entrelacement de Cauchy, [F. M. 1] n°42 p. 99.

Exercice 6 Matrice de Gram, inégalité de Hadamard, [F. M. 1] n°134 p. 386, [A. F. B] p. 62.
Soit (R™, (.|.)) muni du produit scalaire canonique. Soit M := (C1,...,C}) € M, ,(R), on note
Gram(Ch, ...,Cp) := "MM = ((C;|C})i,;) € My(R) la matrice de Gram des vecteurs colonnes C; € M,, 1 (R).

(1) Soit A := ()\;) € Mp1(R), montrer que ‘AGram(Ch,...,Cp)A = || di<i<p N Cil2.
Preuve. Puisque Gram(Ch, ...,Cp) := "MM et que MA =37, ;. \iCy, le résultat suit. ///

2) Montrer que Gram/(Ch, ..., C),) est une matrice symétrique positive.
»

Preuve. 1l suit de la question précédente que la matrice symétrique Gram(Ch, ...,Cp) définit une
forme quadratique Q positive. ///

(3) Montrer que Gram(Ch, ..., Cp) est une matrice symétrique définie positive si et seulement si rang M =
.
Preuve. En effet A est un vecteur isotrope pour Q si et seulement si 3y ;o, \iCi = 0. ///

(4) Décomposition de Cholesky. On suppose que rang M = p. Justifier 'existence de la décomposition
"LU” pour la matrice Gram(Ch, ..., Cp) et en déduire I'existence de T' = (t; ;) € GL,(R) triangulaire
supérieure avec t;; > 0 pour 1 < i < p telle que Gram(Ch,...,Cp) = 'TT.

Preuve. Puisque la forme quadratique Q) est définie positive il en est de méme de sa restriction auz
sous espaces de RP. Ainsi la matrice de Gram des colonnes (C1,Ca, ..., Cy) pour 1 < k < p est définie
positive et c’est la k-iéme patrice principale de Gram(Ch, ..., Cp). Puisque le déterminant d’une forme
bilinéaire symétrique est défini modulo les carrés (discriminant) et puisque dans une base orthogonale
la matrice d’un produit scalaire est diagonale a coefficients > 0 il suit que det Gram(Cy, Ca, ..., Cy) >
0 ce qui assure lexistence de la décomposition "LU” Gram(C1, ...,Cp) = LDU avec (L resp. U) tri-
angulaire inférieure (resp. supérieure) avec diagonale lidentité et D une matrice diagonale avec d; ; =
51'2,1' et §;; > 0 puisque congruente & une matrice symétrique définie positive. Puisque Gram(Ch, ..., Cp)
est symétrique l'unicité de la décomposition "LU” donne T := AU ot A est diagonale et A;; = 6; ;.
Ve
Remarque. C’est aussi une conséquence du procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Voir
exercice sutvant.

(5) Montrer I'inégalité de Hadamard ; 0 < det Gram(C1, ..., Cp) < [[;<;<,(Ci|C;) (dans le cas ot rang M =
p, on exprimera (C;|C;) en fonction des coefficients de la matrice T).
Preuwve. D’abord det Gram(Cy, ...,Cp) = det T? = [licicp t?ﬂ-. D’autre part (Ci|C;) = > 1 << tik >
t2. et donc 0 < det Gram(Cy, ...,Cp) = [Ti<icp 2. < [Ti<ic,(CilCs). ///

0,0 PR —
(6) Montrer que I'on a égalité dans I'inégalité précédente si et seulement si la famille (Cy,...,Cp) est
orthogonale.
Preuve.De plus on a égalité ssi (C;|Ci) =Y 1 cpe; t2y = tii et donc ssiT =A. ///



Exercice 7 Matrice de Gram, inégalité de Hadamard avec Gram-Schmidt, distance & une sous-variété,
[Fr. B-C-D] p. 134, [A. F. B] p. 62 et 86.
Soit (E, (.|.)) un espace vectoriel euclidien de dimension n. Pour (z1, ..., z,) une famille de E, on définit
G(z1, ..., zp) = det((zi]x;))i<p,j<p (déterminant de Gram ).
(1) Soit (e1,...,ep) (resp. (fi,...., fp)) une famille de E, M = (m;;)i; € Mpy(R) tel que e; = mq ;fi1 +
e £ my i fp pour 1 < j < p. Montrer que ((e;le;))i; = "M ((filfj))i,; M.
(2) Soit (e1,...,ep) une famille de E que I'on suppose libre. En considérant une BON du sous-espace
vectoriel V' =3"._ Re; de (E,(.|.)) déduire de la question précédente que G(ey,...,e,) > 0

(3) Soit (eq, ..., e,) une famille de E' que I’on suppose liée. Montrer que G(eq, ...,ep) = 0.

i<p

(4) (a) L’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Montrer par récurrence sur r que si (ei,...,e,) une
famille libre de E alors il existe une unique famille orthonormale (gi,...,g,) de E telle que
g1 = ai1€1, g2 = a12e1 + as262, gr = a1,€1 + a1 + ... + arr€p avec a;; > 0 pour 1 <o <.

(b) En déduire que pour toute famille (eq,...,ep) on a det((eilej))i; < []i<;<,(eile:) (inégalité de
Hadamard).

(c) Montrer que l'on a égalité dans I'inégalité précédente si et seulement si la famille (eq, ..., ep) est

orthogonale.
(5) Soit (e1, ..., ep) une famille libre de E et V :=>"._ Re; et z € E. Montrer que d(x,V)? = %%;7625)
ou d(z,V) désigne la distance de = & V (on pourra calculer G(ey,...,ep, x) en utilisant 1’égalité

(z|x) = (yly) + d(z,V)? ot y est la projection orthogonale de x sur V), [Fr. B-C-D] p.154.

i<p

Exercice 8 Le déterminant de Catalan ou de Smith, [F. M. 1] n°86 question 3 p. 245.
Soit A un anneau commutatif et ¥ : N* — A une application. Pour (7,7),1 < i <n,1 < j <mn, on définit
Mij = gkl L (k) et M = (mij)i; € Mn(A).
(1) Soit L := (¢;;)ij € Mn(A) et D € M, (A) la matrice diagonale avec d;; = ¥(i). Exprimer (*LDL); ;.
Preuve. On a (‘LDL); ; = > 1<k<n Uik il ///
(2) Déduire un choix naturel de L triangulaire supérieure strict (i.e. des 1 sur la diagonale) telle que
t _
LDL =M.
Preuve. Si L est triangulaire supérieure strict alors ('LDL); ; = 2 1<k<min(
Upi =1 sikli et 0 autrement et dy i, = V(k) conviennent. ///
(3) En déduire det M.
Preuve. det M = det' LDL = det D = [licr<n ¥ (k). ///

ij) Oy 1 by 5 ; ainsi

(a) On suppose que m; ; est le nombre de diviseurs communs a i et j. Calculer det M.
Preuve. Dans ce cas ¥(k) =1 pour k € N* convient. Ainsi det M =1. ///

(b) On suppose que m; ; est la somme des diviseurs communs a ¢ et j. Calculer det M.
Preuve. Dans ce cas ¥(k) = k pour k € N* convient. Ainsi det M =nl. ///

(c) On suppose que m; j est (,7), le pged de 7 et j. Calculer le déterminant de Catalan ou de Smith
det M.
Prewve. Dans ce cas W(k) = (k) pour k € N* ot ¢ désigne la fonction indicatrice d’Euler
convient. En effet 3y, 115 0(k) = Xk paep,y) ¢(k) = PGCD(, j). Ainsi det M = [],<j.<,, (k).
Vza

Exercice 9 Décomposition polaire dans GL,,(K) avec K = R ou C, [Fr. B-C-D] exercice 10.25 question
5 p. 148 et exercice 10.26. p. 283 pour K = C.



Rappeler le théoreme de réduction des endomorphismes auto-adjoints d’un espace euclidien et sa conséquence
sur la réduction des matrices symétriques réelles.

Preuve. Soit u un endomorphisme auto-adjoint d’un espace euclidien E, alors il existe une base ortho-
normale de E de vecteurs propres pour u. Autrement dit E = @J‘(ker(u — Md) ou X\ parcourt le spectre
de u. S1 S € M,(R) est une matrice symétrique réelle, l’endomorphisme X — SX ot X est un vec-
teur colonne de R"™ muni de sa structure euclidienne canonique est un endomorphisme autoadjoint (on a
(SX|Y) = (X]|SY)); ainsi il existe une matrice de changement de base O € Op(R) et D une matrice dia-
gonale avec S = ODO™! = OD 'O (en particulier S et D sont simultanément semblables et congruentes).
Cela montre qu’une matrice symétrique réelle est positive (resp. définie positive) si et seulement si ses
valeurs propres sont positives (resp. strictement positives). ///

(1) Décomposition polaire.
Soit S € M, (R) une matrice symétrique positive i.e. XSX >0, V!X € R™.

(a) Montrer qu'il existe S; € M,,(R) une matrice symétrique positive avec S7 = S.
Preuve. Par le théoréme de réduction des matrices symétriques réelles on a S = ODO™! ou D est
diagonale de diagonale (dy,...,dy,) et d; parcourt les valeurs propres. Si X; est un vecteur colone
propre non nul avec SX; = d; X; alors (SX;|X;) = d;(X;|X;) > 0 puisque S est positive et donc
d; > 0. Soit Dy la matrice diagonale réelle de diagonale (\/gl, - \/&n) et S1 :=0D;0O"!. On a
S2 = 0D307! = S. Puisque O™t = 'O, il suit que Sy est congruente a Dy qui est symétrique
positive ; il en est donc de méme de Sy. ///

(b) On suppose désormais que S € M, (R) est une matrice symétrique positive telle que S? = S. Soit
A (resp. Ay) le spectre de S (resp. S1) . Montrer que A € R est dans A; si et seulement si A > 0
et A2 € A.
Preuve. On a xg(X?) = det(X2Id — S?) = xs,(X)xs, (—X). Et d’autre part xs(X?) = [[,(X? —
d;). Puisque Sy est symétrique positive les racines de xs, (X) sont les racines positives de [[;(X?—
di). ///

(c) Montrer que si A € Ay alors ker(S; — M d) C ker(S — A\21d) et en déduire 1’égalité ker(S; — A\ d) =
ker(S — \2Id).
Preuve. Si S1(X) = AX, on a S(X) = S?(X) = A\2X d’ou Uinclusion. Pour l’égalité on a vu
(théorme de réduction des matrices symétriques réélles) que n = 3, dimker(Sy — Ad) et
n =3 ,eadimker(S — AId). Enfin puisque par la question précédente A = {X* | X € Ay} il suit
que dim ker(S; — AId) = dimker(S — A\2Id), d’ou l’égalité. ///

(d) Montrer 1'unicité de S’ € M, (R) matrice symétrique positive telle que S = S.
Preuve. Les mémes raisonnements qui précédent montrent que si S’ € M, (R) matrice symétrique
positive telle que S = S alors ker(S' — A\ d) = ker(S — \2Id) et le spectre de S’ est I’ensemble des
racine carrées positives des éléments du spectre de S. Ainsi S est ’homothétie de rapport \/d; sur
le sous espace propre ker(S — d;Id) de S. L’unicité suit alors de légalité R™ = @, ker(S — d;I1d)
S/

(e) Une disgression. Soit Sy une matrice symétrique réelle. En s’inspirant de ce qui précede résoudre
’équation S3 = Sy avec S; une matrice symétrique réelle.
Preuve. On remarque que la condition de positivité a disparu cependant la méme méthode fonc-
tionne puisque Uapplication x — x3 définit une bijection de R. L’équation S; = Sy avec Sy
symétrique réelle admet pour unique solution la matrice de ’endomorphisme dont la restriction
sur le sous espace propre ker(So — d;Id) de Sy est I’homothétie de rapport dg/g, l'unique racine
réelle de x> — d; = 0 et ceci pour d; parcourant le spectre de Sy.
Remarque. Sim € 2N* et S € Sym™*(R™) on note s1, ..., 8¢ les valeurs propres distinctes (elles sont
>0)deS et pi,.., e leurs multiplicités respectives et Eg s, le sous-espace propre correspondant,
alors dimEgs, = p; et £ = R" = @L1<i<tES,si- Soit B; une base orthonormale de Eg g,



et B := UB; et P € O,(R) la matrice de changement de base avec PS 'P = D et D est la
matrice diagonale qui induit homothétie de rapport s; sur B;. Soit DY™ la matrice diagonale
qui induit ’homothétie de rapport sg/n sur B;. Soit ¥ € My, (R) définie par P¥ 'P = DY™  elle
est congruente a une matrice de Sym™(R™) ; ainsi ¥ € Sym™*(R™) et par construction ¥™ = S.
Pour lunicité : soit ¥ € Sym™*(R") avec ¥™ = S. On note o1, ..., 04 les valeurs propres distinctes
(elles sont > 0) de ¥ et vy, ...,v, leurs multiplicités respectives et Ey, ,, le sous-espace propre
correspondant alors S induit I’homothétie de rapport oi" sur Ey, 5,. Puisque les 07" pour 1 <1 <r
sont deux & deuz distincts et que B :=R" = @L1<i<TEE,ai il suit que r =1 et quilte a ranger les

/n

0i, Ex 0, est le sous-espace propre Eg s;=qn ; ainsi X induit ’homothétie de rapport s;
et donc ¥ est uniquement ainsi définie. ///

sur Eg s,

(f) Soit M € GL,(R) déduire des questions précédentes qu’il existe un unique couple (O, S) avec
O € O, (R) et S symétrique définie positive tel que M = OS.
Preuve. Montrons d’abord l'unicité. On a MM = S *O0S = S?%. Puisque 'MDM est symétrique
et que ('MMX|X)=(MX|MX) >0 pour X un vecteur colonne non nul de R"™, il suit que S est
l'unique matrice symétrique réelle positive (de fait définie positive) telle que S*> = 'MM. On a
alors O = MS™Y. D’ou lunicité. Ce qui précéde donne la clé pour Uexistence. Soit S symétrique
définie positive avec S = ‘MM et O := MS™, on a 'O0 =S~ ITMMS~! = Id.

(g) Soit M € M, (R) déduire de la question précédente qu’il existe un couple (O, S) avec O € O, (R)
et S symétrique positive tel que M = OS.
Preuve. On considére la suite My = M — %Id. Pour k >> 0, 1/k évite les valeurs propres
de M, ainsi My € GLp(R) et donc My = OySk avec O € On(R) et Sy symétrique définie
positive. Puisque Oy, (R) est compact on peut extraire une suite Ow(k) convergente vers O € Oy (R).
Alors Sy converge vers S une matrice réelle symétrique et pour X wvecteur colonne de R" on a

(Sp X1 X) >0 et donc a la limite (SX|X) > 0. ///

(2) Décomposition de Cartan.
(a) Soit M € M, (R) déduire de la question précédente qu’il existe O1, Oy € O, (R) et D une matrice
diagonale a coefficients positifs avec M = O1DOs.
Preuve. On écrit M = OS et on diagonalise S dans une base orthonormée ainsi S = Oy 'DOs
alors Oy := 005" convient puisque D est positive. ///
(b) Soit M € M, (R). Montrer qu’il existe O € O, (R) telle que M — O est inversible.

Preuve. On écrit M = O1 DOy avec O1, Oz € Oy (R) et D une matrice diagonale a coefficients po-
sitifs. Ainsi cela revient a trouwver O € On(R) avec D—O7 005" inversible. Il suffit de considérer
une matrice diagonale D' avec des 1 ou des —1 sur la diagonale de facon que D — D’ soit inversible
(D' = —Id convient puisque D est positive). Puisque D' € O, (R) alors O := O1D'Oy convient.

/1

Exercice 10 Une norme d’algebre sur M, (C) qui n’est pas conditionnée & une norme de C", [Fr. B-C-D]
p'288071‘t E = M,(C)et V: E x E — C définie par ¥(A, B) = Tr( 'AB)
(1) Montrer que ¥ est une forme hermitienne définie positive. On note ||A|| := (¥(A4, A))'/2.
Preuve. La sesquilinéarité est immédiate. Si A = (a;;) € E alors W(A, A) =3, . la; j|?; ainsi ©
est une forme hermitienne définie positive.///
(2) Montrer que si U € U,(C) et A € E, alors |[UA| = ||A|| = ||AU]|.

Preuve. On a |[UA|? = Tr( {UA)UA) = Tr( LA UUA) = || A|2.///



(a) Soient D, H, deux matrices hermitiennes positives avec D diagonale. Montrer que Tr(DH) <
TrDTr H.

Preuve. Si (di,...,d,) est la diagonale de D et si H = (h;;), on a Te(DH) = ). d;h;; et
TrDTrH =3}, ;dih;; d’ou linégalité puisque d; > 0 et hj; >0.///

(b) Soient Hy, Hy, deux matrices hermitiennes positives. Montrer que Tr(Hy Hy) < Tr Hy Tr H.
Preuve. Par le théoréme spectral il existe U € Uy, (C) avec Hy = UD tU. On écrit H = UH 'U
avec H hermitienne positive. Puisque U = U~"' il suit que Tr Hy = Tr D et Tr Hy = Tr H. Alors
Tr(H Hy) =Tr(DH) < TrDTrH = Tr Hy TrHy.///

(c) Soient A, B € E, montrer que ||AB|| < ||A]||||B]l-

Preuve. On pose Hy := "AA et Hy := B 'B. Alors |AB||> = Tr( "(AB)(AB)) = Tr( ‘B 'AAB) =
Tr(B !B 'AA = Tr(H Hy) < Tr Hy Tr Hy = ||A||?|| B||? puisque TrUV =TrVU.///
(3) Montrer que ||.|| n’est pas induite par une norme de C".

Preuve. Si ||.||' est une norme sur C" on rappelle que la norme induite sur E est ||Al =
> zl=1 | 4z||" ot z € My, 1 (C). Ainsi || 1d| = 1. Or ||A| = n/?.///

Exercice 11 Base orthogonale simultanée pour 2 formes bilinéaires symétriques, [A. F. B] p. 115.

Soit K un corps de caractéristique # 2, E un K espace vectoriel de dimension n. Soit B := (e;); une
base de E et f1, fo deux formes bilinéaires symétriques sur F. Soit .S; la matrice de f; dans la base B. On
suppose que fi est non dégénérée.

’) une base simultanément orthogonale pour fi, fo. Montrer que Sy

(1) On suppose qu'’il existe B’ = (e}
est inversible et que S| 1S, est diagonalisable.

Preuve. Soit @ : E — E* définie par 0(z)(y) = f1(z,y), alors la matrice S1 est aussi la matrice
de Uapplication linéaire 8 de la base B dans la base duale de B. On a Ker@ = E+ et puisque par
définition fi est mon dégénérée lorsque E+ = {0}, il suit que c’est équivalent au fait que Si est
inversible. Si P est la matrice de l'identité de la base B’ dans la base B alors 'PS1P =: Dy resp.
tPSyP =: Dy est la matrice de fi resp. fo dans la base B’ et puisque c’est une BO pour fi et fo il
suit que D1, Dy sont diagonales et Dleg = P_lsflSQP est diagonale. ///

(2) On suppose D = S 'S, diagonalisable. On écrit E = @,.;<, Ei ott E; = ker(D — );) parcourt les
sous-espaces propres de I’endomorphisme D induit par D.
(a) Soit z; € E; et x; € E;. Montrer que fao(x;, x;) = Ajfi(xi, xj).
Preuve. On écrit [X;] pour la colonne des coordonnées de xz; dans la base B. Ainsi pour k = 1,2,
frlwi,zj) = YXi]Sk[Xj]. Par hypothése SySa[X;] = \j[Xj] et donc So[Xj] = \;S1[X,], alors
folzi, ) = N X3 S11XG] = N fa(zi, z5). ///
(b) En déduire que pour i # j on a fi(xs, ;) = fa(xs, ;) = 0.
Preuve. De méme on a fa(x;,x;) = Nifi(xi, xj) et ainsi (N; — Aj) fi(zi,z5) = 0 et donc si i # j
on a fi(zs,x;) = falzs,z;) =0. ///
(¢) Montrer l'existence d’une base simultanément orthogonale pour fi, fa.
Preuve. On considére Bl = (e;?j,j € I;) une BO de E; pour f1, alors a) montre que B} est une
BO de E; pour fy. Soit B' la concaténation des famille B'i, c’est une BO pour fi et fo par b).
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(3) On suppose que (E, f1) est euclidien.
(a) Montrer qu’il existe u € End E avec fo(x,y) = fi(u(x),y) = fi(z,u(y)).
Preuve. C’est du cours. L’application linéaire E — E* définie par x — fi, ot fi.(y) = fi(z,y)

est bijective. Puisque fa, € E*, il existe un unique u(x) € E avec fo(x,y) = fi(u(z),y). L unicité
de u(x) montre que uw € End E. Enfin fo(y,z) = fi(u(y),z) = fi(z,uly)) . ///



(b) Quelle est la matrice de u dans la base B 7 Déduire que Sy 1S, est diagonalisable.
Preuve. On a fa(x,y) = '[X]S2[Y] = YX][ tu]pSi[Y]. Ainsi Sy = [ 'u]pS) et donc S7'Sy =

[ tu]g. Par le théoréme spectral l’endomorphisme symétrique u est diagonalisable dans un BON
de (E, f1). Remarquons que cette base est une BO simultanée pour fi et fo ce qui illustre dans ce

cas l’équivalence montrée en (1) et (2). ///



