Concours Agrégation, Mathématiques générales

Lecon 62- Systemes d’équations linéaires ; opérations élémentaires, aspects algorithmiques
et conséquences théoriques

Commentaires du jury 2015 : Il semble que cette lecon soit moins choisie par les candidats depuis
I’ajout de ’aspect algorithmique dans 'intitulé. A ce sujet, il faut savoir que les techniques liées au simple
pivot de Gauss constituent I'essentiel des attendus. La legon doit impérativement présenter la notion de
systeme échelonné, avec une définition précise et correcte et situer ’ensemble dans le contexte de ’algebre
linéaire (sans oublier la dualité!). Pour les candidats chevronnés, les relations de dépendances linéaires sur
les colonnes d’une matrice échelonnée sont claires et permettent de décrire simplement les orbites de ’action
a gauche de GL(n, K) sur M,,(K) donnée par (P, A) — PA. Un point de vue opératoire doit accompagner
létude théorique et 'intérét pratique (algorithmique) des méthodes présentées doit étre expliqué y compris
sur des exemples simples ou ’on attend parfois une résolution explicite. Des discussions sur la résolution
de systemes sur Z et la forme normale de Hermite peuvent trouver leur place dans cette legon.

Commentaires du jury 2016 : Dans cette legon, les techniques liées au simple pivot de Gauss constituent
I'essentiel des attendus. Il est impératif de présenter la notion de systeme échelonné, avec une définition
précise et correcte, et de situer I’ensemble dans le contexte de 'algebre linéaire (sans oublier la dualité).
Un point de vue opératoire doit accompagner ’étude théorique et l'intérét pratique (algorithmique) des
méthodes présentées doit étre expliqué y compris sur des exemples simples ou 'on attend parfois une
résolution explicite. S’ils le désirent, les candidats peuvent aussi présenter les relations de dépendances
linéaires sur les colonnes d’une matrice échelonnée qui permettent de décrire simplement les orbites de
laction & gauche de GL(n, K) sur M,(K) donnée par (P,A) — PA. De méme, des discussions sur la
résolution de systemes sur Z et la forme normale de Hermite peuvent trouver leur place dans cette lecon.
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Développements conseillés :

(1) Sous-espaces vectoriels de K" solutions du systéme linéaire homogene A (1, x2, ..., z,) = 0 et matrice
échelonnée normalisée représentant de I'orbite de A € M, ,(K) pour I'action de GL,,(K) sur M, ,(K)
par la multiplication a gauche, [Fr. A] théoréme p. 49 et applications p. 73 et 74, 75 et exercices 1 et
2 ci-dessous. Voir aussi [C. G.]| tome 1 p. 130.

(2) L’algorithme de décomposition ” LU”, [F. M. 1] n°4. Application a la décomposition de Cholesky,
[Fr. B-C-D] p. 211. Application a la signature des matrices symétriques réelles, [F. M. 1] n°41.

(3) Le théoreme des restes chinois généralisé, [F. M. 2] p. 189 et exercice 7 ci-dessous.

(4) Théoreme des zéros et systeémes linéaires, [F. M. 2] p. 271 et exercice 8 ci-dessous.



Exercice 1 Sous-espaces vectoriels de K™ solutions du systéme linéaire homogene A *(z1, 22, ...,xp) = 0
et matrice échelonnée normalisée représentant de l'orbite de A € M, ,(K) pour 'action de GL,,(K) sur
M, ,(K) par la multiplication & gauche.

Rappel, [Fr. A] p. 47-49.

Une matrice échelonnée normalisée est nulle ou de rang r > 0 et associée a une suite 1 < j; < jo <
... < jr < n, ce sont alors les matrices N(a) = [C1,Cy, ...,Cp] € M, ,(K) de rang r telles que les colonnes
Cj., 1 <k <r—1sont les r — 1 premiers vecteurs de la base canonique (e;)i1<i<n de K", et C}, = aej,
avec a =1sir <netaec K — {0} sir=n. Les autres colonnes étant sujettes a la regle suivante : C; = 0
pour 1 <i < ji, Cj € @ ;<; Ke; pour ji <i < jipi1) et enfin C; € @, Ke; pour j, <i.

Dans ce qui suit les matrices “échelonnée normalisées unité ”sont la matrice nulle ou les matrices
échelonnées normalisées N(a) avec a = 1. Dans [Fr. A] p. 47-49, on montre que les matrices échelonnées
normalisées forment un systeme de représentants des orbites de I'action de SL, (K) sur M, ,(K) par la
multiplication a gauche.

On va montrer que les matrices “échelonnées normalisées unité ” forment un systeme de représentants
des orbites de l'action de SL,, (K) sur M, ,(K) par la multiplication & gauche.

(1) Soit A € M, ,(K) avec rang(A) < n, montrer que les orbites de A sous GLy,(K) et SLy, (K) coincident.
Preuve. On a SL,(K)A = SL,(K)N,(1) ot N.(1) est le représentant échelonné normalisé avec
a = 1 puisque rang(A) < n. Maintenant si b € K* et D, (b) la dilatation de diagonale (1,...,1,b),
alors Ny (1) = Dp(b)N,(1); ainsi SL,(K)Ny(1) = SL,(K)D,(K*)N,(1) et donc SL,(K)N,(1) =
GL,(K)N,(1) et GL,(K)A =SL,(K)A. ///
(2) Soit A € M, ,(K) avec rang(A) = n. Montrer qu’il existe P € GL,(K) avec PA = N échelonnée
normalisée unité.
Preuve. Comme rappelé au-dessus il existe S € SLy,(K) avec SA = Ny (a) échelonnée normalisée.
Ainsi P := Dy(%) convient.
(3) Mémes notations que précédemment. Montrer 'unicité d’un représentant échelonné normalisé unité
dans l'orbite GL,,(K)A).
Prewve. Soit P € GLy(K) avec PA = Ny (1), alors Dy(45)PA = Dy (545)Nn(1) est échelonnée
normalisée et S 1= Dy(q45)P € SLy(K). Ainsi Dp(535)Na(1) = Ny(a) est le représentant
échelonné normalisé dans 'orbite SL,(K)A. ///

(4) Montrer par un procédé algorithmique que deux matrices échelonnées normalisées unité sont égales si
et seulement si elles ont le méme noyau. Ainsi on retrouve la bijection entre les orbites sous GLy,(K)
des matrices de M,, ,(K) et les sous-espaces vectoriels V' de K? avec dimV > p — n; précisément si
A € M, ,(K) l'espace V correspondant est I’ensemble des solutions du systeme linéaire homogene
A Yz, 22, ...,1p) = 0.

Preuve. Soient donc N = (n;;) et N' = (n; ;) deuz matrices échelonnées normalisées unité de
rang v resp. v’ avec Ker N = Ker N'. Par le théoréme du rang on ar =1'. On note Cj,, 1 <k <r

Jk
resp. CJ,'L’ 1 <k <7 la colonne de N resp. N' qui est égale a ey,.

Ainsi ey, ...,ej,—1 € ker N d’ow ji > j1 et par symétrie ji = ji.

Soit j1 < j < j2, montrons que ni; = n’Lj et n;j = n;j st © > 1. Pour cela on remarque que
nijej, —e;j € Ker N = Ker N', il suit que 0 = N'(1 jej, — ;) = (n1,; —nq j)er + Yoy nj je; d'otle
résultat. Il suit en sus de cela que jh > jo avec égalité par symétrie.

Si j2 < j < js, alors nijej, + ngjej, —e; € Ker N = Ker N” et done 0 = (n1,; —ny j)er + (n2j —
Ny ;)€2 + D oM i€ -.ete.. . ///

(5) Déduire de la question précédente que si A, B € M, ,(K) alors Ker A = Ker B si et seulement si
il existe P € GL,(K) avec B = PA; autrement dit ’ensemble des solutions des systémes linéaires
homogenes A '(z1,x2,...,xp) = 0 resp. B '(x1,x9,...,2,) = 0 sont les mémes si et seulement si A et
B sont dans la méme orbite pour l'action de GL,,(K) sur M, ,(K) par la multiplication & gauche.



Prewve. Seule 'implication Ker A = Ker A" implique Uexistence de P € GL,(K) avec A’ = PA
mérite justification. On écrit A = UN resp. A = UN' avec U,U’ € GL,(K) et N, N’ des matrices
normalisées unité. On a Ker N = Ker N’ et on conclut avec la question précédente. Une preuve
directe est proposée dans l'exercice qui suit. ///

Exercice 2 Une variante de la derniere question de ’exercice précédent.

(1)

Si A, A" € My, ,(K) alors Ker A = Ker A’ si et seulement si il existe P € GL,(K) avec A’ = PA;
autrement dit ’'ensemble des solutions des systémes linéaires homogenes A *(z1, z2, ..., x,) = 0 resp.
A’ Y1, 29, ..., xp) = 0 sont les mémes.

Preuve. On traduit cela en terme d’applications linéaires c’est alors une application du théoreme
de factorisation : il existe une unique application linéaire v de Im A dans Im A’ telle que vo A = A’
et puisque Ker A = Ker A’, v est bijective. Il faut prolonger v en un automorphisme w de K™. Pour
cela on écrit K" =ITmA@P S =Im A’ P S’ et puisque S, 5’ ont la méme dimension on prolonge v &
S en envoyant une base donnée de S sur une base de S’.

Si K = R ou C quelle est la fermeture des orbites ?

Preuve. Soit A € My, ,(K) et r le rang de A.

Sir <n, GL,(K)A = SL,(K)D,(K*)A = SL,(K)A, ainsi l'orbite de A est dense dans l’espace
vectoriel My (K)A qui est fermé ...

Sir =mn et doncn < p on écrit A = P(I,,0..,0)Q avec P dans SL,(K) et @ dans GL,(K)
(utiliser une dilatation). Ainsi lorbite de A est homéomorphe a SL,(K)(Iy,0..,0) = (SL,(K),0..,0)
qui est fermé dans M, ,(K). ///

Exercice 3

La décomposition ”LDU” (communément dénommée " LU”), [F. M. 2] p. 28.

Soient Ly C GLy(K) le groupe triangulaire inférieur strict (/d sur la diagonale) et Us, C GL,(K)
le groupe triangulaire supérieur strict (/d sur la diagonale), D C GL,(K) le sous-groupe des matrices
diagonales inversibles et P C GL,(K) le sous-groupe des matrices de permutations Q(o) avec o € S,
le groupe des permutations de {1,2,...,n}. Enfin si M € M,(K) et 1 < k < n, on note My, la matrice
principale construite sur les k-premiéres lignes et colonnes de M et Ay (M) son déterminant.

(1)

Soit M € GL,(K), montrer qu’il existe o une permutation de {1,2,....,n}, L € Ls,, U € Us,, et
D e D avec A= Q(o)LDU.

Preuve. Cela revient a dire qu’apres permutation des lignes et des opérations sur les colonnes de la
forme Cj recoit Cj + AC; avec i < j, la matrice devient triangulaire inférieure. Comme M = (m; ;)
est inversible il existe k avec my 1 # 0. On permute alors les lignes Ly et Ly et ensuite par des
opérations convenables de la forme C; recoit Cj + X\;C1 pour 1 < j < n, onobtient une matrice
N = (n” € GL,(K) avec ni1 # 0 et ny; = 0 pour 1 < j < n; on réitére le procédé pour la matrice
(’/LZ'J),Q § i,j S n... ///

Soit M = LU avec L € M,(K) triangulaire inférieure et , U € M,(K) quelconque. Montrer que
My = LUy pour 1 <k <n.

Preuve. Le plus lumineux est de faire un produit par blocs. On écrit L = é; é;z > avec
L1,1 S M]ﬁk, L1’2 S Mkz,n—k; L271 S Mn—k,k et L2,2 S Mn—k,n—k: et de méme pour (7] Al(;rs LU =
( Li1Uig+Li12Us1 Li1Uig+ Li2Us

Lo1Uig+ LooUs1 Lo1Uig+ LaoUs
L171 = Lk, U171 = Uk, d’ou le résultat. ///
En déduire que si M = LDU avec L € Lyy,, D € D et U € U, alors M = LpD,U; et que
Ap(M) = Ag(D).

) . Puisque L est triangulaire inférieure on a L12 =0 et



Preuve. Puisque L est triangulaire inférieure il suit de la question 1) que My, = Ly (DU)y, et puisque
D est diagonale donc triangulaire inférieure (DU )y, = DyUy. Le reste est immédiat. ///

Soit M € M,(K) avec [[;<;«, Ai(M) # 0. En appliquant le pivot de Gauss aux lignes de la matrice
M, montrer qu'il existe L € Ly, U € Us,, et D € D avec M = LDU.

Preuve. Puisque m1y = A1(M) la multiplication & gauche par les matrices Biyl(—mi’l

mi,1

) pour
1 <i < n donne la matrice M" avec My triangulaire supérieure de diagonale m’ ; = m1,1, mj,. Par
la question 1 (il faut remarquer que le(—:ill) € Lsn) on déduit que Ag(M) = Ag(M') = my1mf ,,
ainsi m’272 # 0 et on reitére le procédé jusqu’a l'obtention d’une matrice triangulaire supérieure. ///

On conserve les hypotheses de la question précédente. Montrer que le triplet (L, D,U) est unique.
Prewve. Si LDU = L'D'U’ on déduit que L~'L' = (DU)(D'U’)~! est dans Ls,, et triangulaire
supérieure, c’est donc la matrice Id. Il suit que L = L' et DU = D'U’. Ainsi D™'D' = UU'~! est
diagonale et dans Us y,, c’est donc la matrice Id. ///

Dans cette question K est le corps fini & ¢ éléments. Montrer que le nombre de matrices de M, (F,)
qui admettent une décomposition ” LDU?” est (q — 1)"¢"("~1).

Preuve. Puisque décomposition "LDU” est unique il suffit de compter les choir respectivement
pour L, D et U.

Dans [C. G.] une solution par récurrence est proposée : Soit M, € My(F,) qui admet une
décomposition "LDU” et M € M, 1(Fy) une matrice dont la matrice principale construite sur
les n premiéres colonnes coincide avec M,. On montre qu’une CNS pour que M admette une
décomposition "LDU 7 est que le coefficient my, 11 n41 €vite une valeur fonction des autres coefficients.
Précisément il s’agit d’éviter les solutions de l’équation Ay,y1(M,y1) = 0. Puisque les colonnes de
la matrices M, sont linéairement indépendantes il existe des coefficients uniquement définis \; pour
i < ntels que Miny1 = > ey, AeMig (les Ni sont les solutions d’un systéme de Cramer) ainsi
det M1 = (Mptin+1 — Zk<;Akmn+1,l€) det M,,. Alors My1 admet une décomposition "LDU” si
et seulement si Mp41pt1 7 _Zk<n MMyt k- Ainsi si N, est le nombre de matrices de M, (Fq) qui
admettent une décomposition "LDU” alors Ny 11 = (¢ — 1)¢**N,,. On conclut avec Ny =q—1. ///

Exercice 4
La décomposition ” LDU” générique, [F. M. 2| p. 41.

Exercice 5 Rang, systeme linéaire et changement de base.

Soit K un corps commutatif et M = (m; ;) € M,,(K). On rappelle que le rang de M = (C1,Cy, ...,Cy)
est la dimension de l’espace vectoriel engendré par les vecteurs colonnes C, 1 < k < n de M. Soit
Is := (1,02, ...,05) avec 1 < i1 < 19 < ... < is < pet Js:= (j1,72,..,7Js) avec 1 < j1 < jo < ... < js < n
Mi, ;. € My(K) la matrice extraite de M en oubliant les lignes d’indices ¢ I, et les colonnes d’indices

¢ Js.

(1

) On suppose que le rang de M est égal a r. Montrer que pour s > r, det My, ;. = 0 (on pourra
considérer une projection linéaire convenable)
Preuve. Pour s > r les colonnes (Cj)jc, sont liées il en est donc de méme si l'on supprime les
lignes de ces colonnes d’indice ¢ I ainsi la matrice My, j, n’est pas inversible. ///

(2) En déduire que le rang de M est égal au maximum des entiers s tels qu’il existe une matrice My, ,

extraite de M qui est inversible.

Preuwve. Il faut de montrer qu’il existe un déterminant det My, ;. qui n’est pas nul. On extrait de
la famille Cy1,Cy, ...,Cy, une famille libre mazimale (Ck)rer, et puisque c’est une base de l’espace
vectoriel engendré par les vecteurs colonnes Cr, 1 <k <mn de M on a s=r. On est ainsi ramené
a une matrices M € M, ,(K) dont les colonnes sont linéairement indépendantes ; il faut en extraire



une sous-matrice de taille r X r de déterminant non nul. Pour cela on fait une récurrence sur r.
Sir =1, la matrice n’est pas nul et c’est donc fini. Supposons donc que M = (C1,Co,...,Cri1) =
Y(Ly, Lo, ..., Ly) € My ,r11(K) est de rang r + 1. Quitte a faire une permutation des lignes (donc un
changement de base a l'arrivée) on peut supposer pour simplifier l’écriture que la matrice principale
construite sur les r-premiéres lignes et les r premiéres colonnes M, = (Ci(r),Ca(r),...,Cr(1)) €
M, (K) est inversible. On suppose maintenant que les matrices M, (i) = '(L1,..., Ly, L;) =:
(Ci(r,i), Co(r,i), ..., Cr(1,4), Crp1(r,3)) € Myj1 p41(K) pouri > r sont de déterminant nul, on doit
alors aboutir a une contradiction. Puisque les r-premiéres colonnes de M, (i) sont indépendantes,
la derniére colonne (*) Cry1(7,1) =D ey MeCr(r,7) €t les Ay sont ainsi uniquement déterminés
(ce sont les solutions d’un systéme de Cramer). Si on projette cette relation (*) sur les r-premicres
lignes on obtient (**) Cri1(r) = Y 1cpey MCr(r) 0t Crya(r) == *(mi g1,y Mypy1), lam+ 1-
ieme colonne de M tronquée des lignes de rang > r. Puisque les r colonnes Cy(r) sont linéairement
indépendantes (hypothése de récurrence) cela montre que les A\ sont indépendants de i et donc que
Cri1 = Y 1<p<r MCr d’ot une contradiction. ///

Montrer que si N € M,,(K) alors det N = det 'N ou !N désigne la matrice transposée de N.

Preuve. . Onadet N =3 s €(0)Ny(1),1M0(2),2+No(n),n €t det IN = Y ves, €)1 o(1)12,0(2) Moo (n) -

I suffit de remarquer que pour o € Sp, N o) = Ng—1(j),; OU J = o(i). Ainsing 5(1)12,5(2) - Mn,o(n) =
Ng—1(1),1M—1(2) 2+ Mo~ (n)n- L€ Tésultat suit alors du fait que e(o™!) = ¢(0).

On peut donner une autre preuve. Sidet N # 0, on a vu qu’avec la décomposition N = Dy (det N) [ [;c; Bi

ou I est fini et chaque B; est une matrice élémentaire de transvection . Puisque B; est triangulaire
avec Id sur la diagonale il suit que det B; = det 'B; = 1; ainsi det 'N = det D,,(det N) = det N
puisque la matrice de dilatation est diagonale. De méme si det 'N # 0 alors comme précédemment

on déduit que det N £ 0. ///

En déduire que le rang de M € M, ,(K) est égal a la dimension de ’espace vectoriel engendré par
les vecteurs lignes de M.

Preuve. Puisque le rang de M est le maximum des entiers s tels qu’il existe une matrice My, j,
extraite de M avec det My, j, # 0 et puisque det *My, ;. = det My, ;. le rang de M est égal au rang
de M. On retrouve ainsi un résultat montré avec la dualité et la transposée d’un endomorphisme.

/1

Soient K C L, deux corps commutatifs et M = (Cy,Cy, ...,Cy) € My (K). Montrer que

dimK Zlgign KCZ == dlmL Zlgign LCZ

Preuve. La dimension dimg Y ,-,-,, KC; est le rang de la matrice M € M, (K) etdimp, Y, ;,, LC;
le rang de M € M, (L). Nous avons vu que le rang de M € M, (K) est aussi le mazimum des entiers
s tels qu’il existe une matrice My, j, extraite de M avec det My, j, # 0 c’est donc aussi le rang de
M e My(L). ///

Soient K C L, deux corps commutatifs et A, B € M, (K). On note S(K) :={M € M,(K) | AM =
MB} et S(L) :={M € M,(L) | AM = MB}. Montrer que dimg S(K) = dimz, S(L) (on pourra
considérer la matrice dans la base canonique (Fj j)1<i j<n de M, (K) de I'application linéaire px :
M, (K) — M, (K) définie par px(M)= AM — MB).

Preuve. Soit i € M,2(K) la matrice de ’endomorphisme ¢ dans la base canonique (E; j)1<i j<n-
Par le théoréme du rang dimy S(K) = n?—(®x). Puisque ®f est égal a la matrice ®;, € M,2(L) de
Uendomorphisme ¢y, dans la base canonique (E; j)1<ij<n et puisque (Pr) = (Pr) (par la question
précédente) le résultat suit. ///

On reprend les notations précédentes. Soit C' € M, (K). On note S¢(K) :={M € M,(K) | AM —
MB =C}et Sc(L) :={M e M,(L) | AM — M B = C}. Déduire de la question précédente que si
Sc(L) # 0 il en est de méme de S¢(K).

Preuve. L’ensemble Sc(K) # 0 si et seulement si C € Imyg. Soit i (C) € M2 2.1(K) la
maltrice obtenue par concaténation de ®g et de la colonne des coordonnées de C' dans la base



(Eij)i<ij<n, alors C € Impg si et seulement si Px = Py (C). Puisque la nonvacuité de Sc(L)
se traduit par @5, = ©L(C) et que @, = Pk, ©1(C) = P (C) le résultat suit. ///

(8) On reprend les notations précédentes avec K = R et L = C et on suppose qu’il existe P € S(C)
qui est inversible. Montrer qu’il existe @ € S(R) qui est inversible.
Preuve. Puisque C = R+ iR on écrit P = Py + iP> ou P; € My(R). Alors P; € S(R). On sait
seulement que det(Py + iP>) # 0 ce qui ne garantit pas que det P; # 0. Considérons le polynome
D(X) :=det(P; + X P,) € R[X]|. Puisque D(i) # 0, il suit que D(X) n’est pas identiquement nul.
Sideg D =0, Py convient et sinon puisque R est infini il existe x € R qui évite les zéros de D(X)
et alors QQ := Py + x Py convient. ///

(9) On reprend les notations précédentes avec K C L deux corps commutatifs infinis et on suppose
qu’il existe P € S(L) qui est inversible. Montrer qu’il existe @ € S(L) qui est inversible.
Preuve. On remarque que dimg S(K) < n?, que S(K) C S(L) et que dimg S(K) = dimy, S(L).
Il suit que si Py, ..., Py est une base du K-espace vectoriel S(K) c’est aussi une base du L-espace
vectoriel S(L). Soit D(X1, .., Xs) := det(X1P1 +...+ XsPs). Par hypothése il existe (z1,...,x5) € L®
avec D(x1,...,x5) # 0, ainsi D(X1,..,Xs) # 0 et puisque K est infini il existe (y1,...,ys) € L® avec
D(ys, ) £0. ///
Remarque. Le résultat est encore vrai si K est fini. En effet il existe P € S(K) qui est inversible ssi

A et B sont semblables ce qui est le cas ssi A, B ont les mémes invariants de similitude (réduction
de Frobenius).

Exercice 6 Théoréme de Rouché-Fontené, [Fr. A] p. 64. Application a 'invariance du polynéme minimal,
[Fr. A] exercice 3.5.1. p. 157.

Exercice 7

Un systeme linéaire diophantien équivalent a la généralisation du théoreéme des restes chinois, [F. M. 2]
p- 189.

On suppose donnés n entiers a; 0, 1 < i < n et n entiers ¢;, 1 <7 < n. On se propose de résoudre le
systeme de congruences en l'inconnue z € Z, x = ¢; modulo a; pour 1 < i < n. Ce systeme est équivalent
a la recherche des solutions entieres du systeme linéaire suivant :

Al(z,x1,29,....n) = Y(c1,Ca, ..., Cp) avEC

A = Matriz([[1,—-a1,0,0,..,0],[1,0,—as,0,0,..,0],...,[1,0,0,..,0, —ay]]) € My n+1(Z), et

(2, 21,2, ..., 2y) € Z"HL,

Alors qu’il y a une solution générale élémentaire avec les congruences ; les méthodes de résolution algo-
rithmique (forme normale d’Hermite ou forme de Smith) ne semblent appropriées que pour résoudre des
systemes numériques.

(1) Résolution par les congruences.
(a) Montrer qu’une condition nécessaire pour l'existence d’une solution au systeme de congruences
est que (a;,a;) divise ¢; —¢j pour tout 1 <i < j<n

(b) Réciproquement on va montrer que cette condition est suffisante. Supposons donc que les ¢;
sont des entiers tels que (a;, a;) divise ¢; — ¢; pour tout 1 <i < j < n.
On note p le PPCM des a;, 1 <i<netd;:= £,

(i) Montrer que PGCD(d;, 1 < i < n) = 1 (on pourra raisonner avec les valuations p-adiques).

(ii) Soient u; € Z avec )., u;d; = 1. Montrer que a; divise d; PGCD(a;,a;) pour j # i

(remarquer que PPCM(a;, aj) PGCD(ai,a;) = ajaj et que PPCM(a;, a;) divise p) et en
déduire que g =) <i<n c;u;d; est solution du systeme.

(iii) Montrer que xg + Zu est ’ensemble des solutions du systéme de congruences.



(2) Résolution avec la forme normale d’Hermite, [Fr. A] exercice 1.4.38 p. 103 et inspiré de [Co.].

La matrice A est de rang n puisque les a; sont supposés non nuls, alors AU = H avec U;n GL,(Z)
et H = (hij) € Myn+1(Z) est triangulaire supérieure avec h;; = 0 pour i > j, 0 < h;; <
hiit1 > 0 pour 1 < i < j < n+ 1. La résolution du systeme diophantien A *(z,z1,z2, ..., ) =
ey, ca, ...y cpn) est alors équivalente a celle du systeme H “(yo,y1, Y2, -, Un) = (c1, o, ..., cpn) avec
Yo, z1, 29, s ) = U Y(Yo, Y1, Y2, -, Yn)- On dit que H est la forme normale d’Hermite de la matrice
A et elle est unique. En d’autres termes les matrices H décrivent un systeme de représentants des
orbites des matrices A € My, ,41(Z) de rang n.

Exemple numérique avec a1 = 15, a9 = 21, a3 = 35. On suppose donc que

A := Matriz([[1,—-15,0,0],[1,0,—21,0],[1,0,0,—35]]).

Alors H = Matriz([[0, 15,10, 1],[1,0,7,1],[0,0,0,1]]) et

U = Matriz([[105,0,—-35,1],[7,—1,-3,0],[5,0,—2,0],[3,0,—1,0]) (attention Maple anglais prati-
quant les actions a gauche il faut chercher la forme normale d’Hermite de la transposée de A et on ob-
tient en transposant une matrice triangulaire inférieure ; la discussion fonctionne sur le méme mode
que ce qui suit). On doit alors résoudre le systeme diophantien Oyp+15y1+10y2+ys = ¢1, Ty2+ys =
c2, Y3 = c3 en les inconnues yo, ..., y3. Ainsi yo € Z, y3 = c3, Tya = ca —c3, 15y1 = (c1 — ¢3) — 10y9
d’ou il suit les conditions nécéssaires pour I’existence d’une solution 7 | (c2 — ¢3) et 5| (¢ — ¢3). Si
ces dernieres conditions sont satisfaites on a donc y2 = 2= et donc 15y; = (c1 — ¢3) — 10252 =
(c1—c2) —3%=% d’oti une autre condition nécessaire 3 | (c2 —c1). On a donc retrouvé les conditions
nécessaires vues dans le théoreme des chinois généralisé. Supposons donc ces conditions réalisées
alors 3y1 = % — 2% et 5y1 = % — % d’ou Y1 = 2>|<3y1 _ 5y1 — 2c1g03 _ 302;03 _ 015027
ainsi t(x, 21,10, 23) = U “(y0,y1, Y2, y3) d’ott x = 105y — 5co + 63 avec yg € Z.

Remarque. Méme si la condition nécessaire et suffisante pour l'existence d’une solution i.e.
PGCD(a;,aj) | (¢i — ¢;) est facile & vérifier cela n’est pas satisfaisant pour caractériser les n
uplets (c1, ..., ¢,) pour lesquels ensemble des solutions n’est pas vide. Dans 'exemple il s’agit de

résoudre le systeme d’équations diophantiennes co — ¢y = 3a, c3 —c1 = 5b, cg3 — cg = Tc ie.
cog = c1 4+ 3a, cg =c1 + 5b et 3a — bb + 7c = 0. Pour résoudre cette derniere équation on projette
les solutions sur la premiere coordonnée a et puisque (a,b,c) := (1,9,6) est solution il suit que

si (a,b,c) est solution alors (a,b,c) — a(1,9,6) = (0,—9a + b, —6a + ¢) est encore solution d’ou
I'ensmble des solutions (a,9a + 7d, 6a + 5d) avec (a,d) € Z2. D’ou la paramétrisation des triplets
(c1,c2,c3) pour lesquels le théoreme des restes chinois avec (aj, as, az) = (15,21, 35) a un ensemble
non vide de solutions (c1, ¢, c3) = (e, e+ 3a, e +45a+ 35d) avec (a,d, e) € Z3. C’est un sous-groupe

3 : ; s 23 Z z z
S de Z° dont les facteurs invariants sont 1, 1,105, ainsi T =~ 57 X 5 X =7.

(3) Résolution sur un exemple avec la réduction & la forme de Smith. Cas a1 = 15, a9 = 21, a3 = 35.
Par ce qui précede la CNS est (5%, 9, 2 63) € 73.

On résout le systeme A *(z,y, z,w) = (c1,c2,c3) ou

A := Matriz([[1,—-15,0,0],[1,0,—21,0],[1,0,0, 735]]) ; Maple donne

S = Matriz([[1,0,0,0],0,1,0,0], [0,0,105,0]]) (c’était prévisible avec le pged des mineurs de taille
donnée) et

U = Matriz([[0,0,1],[-3,1,2],[14, =5, —9]]) avec det U =1et

V = Matriz([[1,—35,—735,105], [0, -2, —42,7], [0, —1, —20, 3], [0, —1, —21, 5]]) avec det V = 1 et
UAV = S. Celarevient A résoudre S (X, Y, Z, W) = U (61,02,03) avec t(w y,z,w) =VHXY, Z,W).
Ainsi on obtient la CNS 1057 = 14¢; —5¢2—9¢3. On vérifie que la condition (5%, 9% 224 ¢ Z3
implique bien la divisibilité par 357 = 105 de 14¢; — 5cg — 9es (remarquer que 14¢q — 502 —9¢3 =

14(c1 — c2) +9(co — ¢3) = 14(c1 — ¢3) + 5(c3 — ¢2))...

Exercice 8 Théoreme des zéros et systemes linéaires, [F. M. 2] p. 271.



(1) Rappels.
Soit k un corps algébriquement clos, A := k[X1,..., X,,] et I C A un idéal.

(a) L’idéal I est de type finii.e. il existe Py, ..., Py € Aavec ] = ), ., AP; (propriété noethérienne
des anneaux de polynomes).

(b) Soit a := (ay,as,...,a,) € k" et eval, : A — k avec evaly(P) = P(a). Alors kereval, =
Y 1<i<n A(X; — a;). Réciproquement les idéaux maximaux de A sont de cette forme (k est
algébriquement clos).

(c) Soit I =) ;s AP et V(I) :={a := (a1, a2, ...,an) € k" |Vi, evaly(P;) = 0}. Le ”théoreme
des zéros de Hilbert” dit que P € A, P(V(I)) = 0 si et seulement si il existe t > 0 tel que
Pel.

(d) Avec les mémes notations, V(I) = () si et seulement si I = A autrement dit si il existe U; € A
avec » i, UiP; =1 (cela provient de la caractérisation des idéaux maximaux).

(2) Le probléme
On donne Ay, € M, (k) et Agni1 = (aij) € My pnq1(k) qui est la concaténation de A, pour les
n premieres colonnes et du vecteur colonne t(al’m_l, ey Qg it 1)-
Pour 1 < i < s, on définit P; := Zlgjgn a; j Xj — aipt1. Soit S(k) == {z = (z1,22,...,2n) €
k™, Vi, Pi(z) = 0}. 1l s’agit de montrer que S(k) = 0 si et seulement si il existe u; € k avec
di<ics P =1

(3) Par l’algébre linéaire

(a) Montrer que S(k) = 0 si et seulement si (As,) < (Asnt1)-

Preuve. S(k) =0 ssi t(aLn_H, wey Qg y1) Test pas dans limage de Ag,, ce qui compte tenu
de Uinclusion Im Ay, C Im Ag 41 équivaut a (Asp) < (Asnt1)-///

(b) On suppose que S(k) = ), montrer en utilisant le pivot de Gauss sur les lignes qu’il existe
pi € kavec Y e pili = 0 et Y oicg fiGiny1 # 0, oit L; est la i-ieme ligne de A, et
conclure.

Preuve. Le piwot de Gauss sur les lignes de la matrice Ag 1 aboutit a s lignes (L, a;7n+1)
ou L := 1 cicy Myl €t aj 1) = D1 <icp HiiGjn+1 avec les T premicres lignes Ly linéairement
indépendantes et les suivantes nulles, ainsir = (Asyp) et enfinay.yy 1) # 0 puisque (Asp) <
(Asnt1). Ainsi Zlgjgs Wir1 Py = — Zlgjgs Wjr+105n+1 = —a;H’nJrl % 0. On conclut donc
en divisant cette égalité par aj.,y ,41.///

(4) Par le Nullstellensatz
Preuve. Remarque. Notons que la partie d) du rappel fournit une CNS pour que S(k) = : I existe
U, € A = k[Xy,..,X,] avec Zlgigs U; P, = 1, mais il ne semble pas possible d’en déduire une
relation avec des U; € k.///

(a) Soit fi, ..., fr € A des polynéomes homogenes de degré 1. Montrer que 'idéal >, ., Af; est
un idéal premier de A.

Preuve. Quitte a réordonner on peut supposer que f1, ..., fr sont k-linéairement indépendants
et qu’ils engendrent tous les f; alors Uidéal I = > ;. fi = D 1<j<; fi- On peut alors
compléter la famille libre (Y; := f;, 1 <i <) par (Y;, r+1 < i < n) en une base du k-espace
vectoriel Hyp := ) 1 o;<, Xi des polynomes homogénes de degré 1. Alors A = k[Y1,...,Y,] et

donc ? ~ kY41, ..., Yy] est integre.///
(b) Soit P := > o1<j<n @Yy — Gint1Ynt1 € k[Y1, ..., Yoq1]. Montrer que S(k) = 0 si et seulement

si V(B) CV(Yni1).

Preuve. On a V(P;) = {(y1, ..., Yns1)} avec ynp1 =0 et do1<j<n @iy = 0 union ypiq1 # 0
et (yi/il"“’ yzil) e Sk).///




(c) En déduire que S(k) = 0 si et seulement si il existe m > 0 avec Y11 € >, Pik[Y1, ..., Yni1].
Preuve. Cela suit immédiatement de la question précédente et du Nullstellensatz qui reste
vrai st k n’est pas algébriquement clos.
(d) Déduire de a) que 'on peut supposer que m = 1
Preuve. Par a) il suit que l'idéal ) ., Pik[Y1, ..., Yny1] est premier , ainsi Y1 €

Z1§igs Pik[Yla ...,Yn+1].///
(e) Conclure.
Preuve. Ainsi Y11 =) 1<;<q U, P; avec U; € kY1, ..., Yoi1]. Parlunicité de la décomposition
en composantes homogénes il suit que Yoi1 =D 1<ics ,ulf’i ou i € k est la composante ho-
mogéne de degré 0 de U;. On conclut en spécialisant a Y41 =1.///

Exercice 9 Utilisable dans la lecon 90 Méthodes combinatoires, dénombrement : Systéemes linéaires a
coefficients entiers, le lemme de Siegel et son application & la transcendance de e et m, [Du.] p. 158-160.
Lemme. Soient A := (Ajij) € My n(Z), n > m. Soit C' € N avec max |A;;| < C. Alors il existe (z1,...,x,) €
Z" avec 0 < max; |z;| < (nC’)# et Al (zy,...,xy) = 0.

Preuve. Pour 1 < j < m, soit =V} (resp. W;) la somme des éléments négatifs (resp. positifs) de
{Aij,...,Ap;. Ona V; + W; <nC. Soit X € N et (z1,...,2,) € Z™ avec 0 < z; < X. Soit (y1, ..., ym) € Z™
avec y; = Zj Ajjz;. On a —V;X < y; < W;X. L'ensemble E des (x1,...,2,) compte (X + 1)" éléments
alors que ’ensemble F' des (y1, ..., Ym ) en compte au plus (nCX + 1)™. On vérifie que pour X = [(nC)#]
on a |E| > |F|. Ainsi Papplication (z1,...,z,) € E — (y1,...,ym) € F n'est pas injective il existe
= (2, ..., x)) # 2" = (2f,...,2]) dans F qui ont la méme image, alors x := 2/ — 2’ convient.

Application a la transcendance de e® lorsque « est algébrique sur Q.

L’idée : En utilisant le lemme de Siegel, on construit pour n € N assez grand, une fonction F,(x) =

S ocicp ocjg Wi I avee ai; € Z,p = | 2], q = [(Log n)?] et Fy(0) = F4(0) = ... = Fy")(0) =0,

Fola) =Fl(a) = ....= Fén_l)(a) =0, 0 < maz; ; |a;;| < e™. On en tire une contradiction.



