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p. 8, rajouter UeM,(K)
p- 15, complément : Monoide multiplicatif de matrices nilpotentes

Théoreme (Kothe, Levitzki) Soient k un corps commutatif, V. un k-espace
vectoriel de dimension finie. Soit ¥ une partie de End,V constituée de
nilpotents, on suppose en plus que pour tout w,ve¥,ona uved.

Alors il existe une base (eq,eq,...,e,) de V de facon que pour tout ued, la
matrice Mat(u;e;) soit triangulaire supérieure avec une diagonale nulle. En
particulier on a $"={0} , i.e. si uq,uqg, ...,u,€ &, alors ujuy... u,=0 ([F],
ex. 5.7.13. p. 236).

Démonstration
1) Si dimV=1,o0na ¥={0}, ainsi la proposition est trivialement satisfaite.

Maintenant, on suppose que n>2 et que la proposition est satisfaite pour tout
espace vectoriel de dimension strictement inférieure & n et pour tout & .

2) On suppose que dimV=n>2. Soit (V) le sous-espace vectoriel de V
engendré par {u(x)|ue¥ et xeV},ie. F(V)= > u(V).

ued

On suppose que F(V)=V . Soit donc W:=%(V) . Clairement W est stable
par tout élément de ¥, ainsi tout ue¥ induit un élément uy de End,W.
Soit Py :={uwy|ue?}. Facilement Py est un ensemble de nilpotents de
End,W etsi uy,vwe Py, alors uy vy =(uwv)w eFy . Ainsi I'hypothese de
récurrence dit qu'il existe une base (e;,ey,..., e,) de W de fagon que pour
tout uwyeSy , la matrice Mat(uy;ey,...,e,) soit triangulaire supérieure
avec une diagonale nulle.

Soit p:E—>VEV la surjection canonique, alors pour tout ue¥ il existe

uSeEndk(VEV) tel que pu=ugp . Facilementsi ue?, alors ug est

nilpotent et de plus pour u,ve¥ ona ugvg=(uv)g . Soit donc
Fg:={ug|ued} . Encore ici, on peut appliquer 'hypothese de récurrence,

ce qui veut dire qu'il existe une base (p(e,,1),p(e,,2), ...,p(e,)) de VEV de

facon que pour tout we¥, la matrice Mat(ug;p(e,, 1), ...,p(e,)) soit
triangulaire supérieure avec une diagonale nulle.

Il suit facilement de cela que (eq,...,e,,e,,1,...,e,) est une base de V et
que pour tout ued la matrice Mat(u;e;,eq,...,e,) est triangulaire

supérieure avec une diagonale nulle.
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3) Il nous reste 2 montrer que ¥(V)=V .
C'est le plus technique. Supposons le contraire, i.e. $(V)=V .
3.1) Montrons qu'il existe uy,usy,...,u,e ¥ tels que

Veuy (V) +ug(V) oot 1, (V)

En effet V=ke @ key®...® ke, etdonc e;= > u; ;(x; ;) avec I; quiest
jel 7’ ’

fini, u; ;€% , x; ;€V.Soit {uy,ug,...,u;t={u; ;| 1<i<n|jel;}.

On a donc $(V)cuy(V) +us(V) +...+u, (V) et donc

V=S V)=, (V) +ug(V) 4.1, (V) .

3.2) Soit donc T:={uq,us,...,u;} . Soit k>1, on déduit facilement de 3.1)

que
V= > a0y ...a,(V) .

(al,a2, ...,ak)eTk
En particulier, pour tout 2>1, il existe a;,ay,...a,eT avec a;ay ...a,#0.
3.3) On soubaite montrer qu'il existe a€T et zy,2y,...2,,_1€F tels que
(az1)(azy)...(az,_1)a#0 avec m>n .
Soit k:=n(n—-1)¢, par 3.2), il existe w;,wsy,...w,eT avec
wiwsg ... wp#0 .
Soit 6;:=card{je{1,2,...,k} |w;=u;} , on a donc
En conclusion, il existe i tel que 6;>n(n—1) . On note a:=y;.
Sachant que a”=0 et en regroupant les w;#a , on peut écrire
w:=wj Wy ...w;, sous l'une des quatre formes suivantes.

(1) w=a"ya"y;y...a’my, avec 1<aj<n,y;e¥,
@ w=ya®y;a®y,..a®my, avec 1<a;<n,y;e¥,
@)  w=yja™ya®y,...a’" 1y, 1a"" avec 1<a;<n,y;e¥,

4  w=a"ya®yy...a" 1y, 1a% avec 1<a;<n,y; €.
Comme aq+0g+...+0a,>n(n-1), il suit que m>n . Comme w=0, on
a dans tous les cas
(a®y))(a®yy)...(a%-1y, _1)a*m=0.
On peut donc écrire la relation ci-dessus

a(a“l_lyl)a( a“2_1y2) ... (@%m-171 m_lao‘m_l) a+#0.

En posant z;:=a%"ly, pour i<m-2 et z, ;:=a%1"ly a1

, on
obtient la formule recherchée.

3.4) Soit ¥1:=a¥, alors ¥, est un ensemble de nilpotents qui est stable
pour la multiplication. Soit X:=a(V) , facilement v(X)cX pour tout

ve ¥1. Comme a est nilpotent, ona dimX<dimV .
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Si ve¥;, on note vy l'endomorphisme de X induit par v . Soit

91 x:=lvx|ve¥;}, facilement ¥; x est une partie de EndX constituée de
nilpotents et stable pour la multiplication. Alors par hypothese de
récurrence sur la dimension, on sait en particulier que si
$1,82,,8,_1€F1 x,0na s18g...5,_1=0.S8idonc s; estinduit par ;e
ona tyty..t,_1(x)=0 pour tout xeX . Ca veut dire que
t1ts...t,_1a(y)=0 pour tout yeV.

I suit en particulier de cela que (az;)(azy)...(az,_1)a=0 puisque
m2n.

Ce qui donne une contradiction.

Commentaires

La démonstration du théoréeme de Kothe et Levitzki sur les monoides
multiplicatifs de matrices nilpotentes utilise donc des techniques
élémentaires de l'algebre linéaire.

En revanche, le théoréme de Kolchin, dont 1'énoncé est assez proche (voir
ci-apres) nécessite |'utilisation d'un théoréeme de Burnside (voir ci-apres)
dont la démonstration utilise des méthodes plus élaborées.

Le théoreme de Burnside ([F.] ex. 4.7.18. p.198) Soient k un corps commutatif,
algébriquement clos, V. un k-espace vectoriel de dimension n>1. Soit s wune
sous-algébre unitaire de End V telle que si W est sous-espace vectoriel de 'V
stable par tout élément de i, alors W={0} ou W=V . Alors A=End V.

Le théoreme de Kolchin ([F.], ex. 4.7.20. p. 200) Soient k un corps commutatif,
V' un k-espace vectotiel de dimension n>1. Soit G un sous-groupe de GC(V)
constitué d'éléments unipotents. Alors il existe une base B de V de facon que
pour tout g€, la matrice Mat(g;B) soit triangulaire supérieure avec une
diagonale qui est I, .

Bibliographie

[F.] Fresnel ]J. Algébre des matrices (Hermann 2011)

[K.] Kéthe G. Uber maximalenilpotente Unterringe und Nilringe. Math. Ann. 103,
359-363 (1930)

(L.] Levitzki J. Uber nilpotente Unterringe Math. Ann. 105, 620-627 (1931)
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Sur les endomorphismes nilpotents

Proposition 1 Soient K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel de
dimension n>1. Soient ue &na/'E , un endomorphisme nilpotent, xe E—{0} .
On suppose que E:=Klul(x)={P(u)(x) | P(X)eKI[X]} ; ce qui veut aussi
dire que E est engendré par la famille { u®(x) | k>0} .

Alorsona u™x)=0 et u" Yx)#0. De plus {x,u(x),...,u""1(x)} est
une base de E et on a

Mat(u;x,u(x),...,u” Y(x))=

cooroO
S ooroOO
l moooo
cocoococo

n

ce qui veut aussi dire que Mat(u;x,u(x),..., Y x)) est la matrice

compagnon de X".

Démonstration

Comme u est nilpotent, il existe d>1 tel que u¥(x)=0 et u? 1(x)=0.

Il suit alors que si P(X)eK[X],ona
Puw)(x)=agx+aju(x)+..+ay u® Hx)

avec a,eK puisque uz9(x)=0 on a donc u*(x)=0 pour k>d . Ainsi

{x,u(x),...,u®"1x)} est une famille génératrice de E . On a ainsi d>n .
Il reste 2 montrer que cette famille est libre, i.e.
agx+aixi+..+ay_ u? Hx)=0 implique ag=a;=...=ay_1=0.

Supposons le contraire, il existe donc #>0 avec

aul () +a,, u! T O+ +ay 1wl x)=0,a,£0 .

d—t-1

En appliquant u a cette derniere égalité, on obtient

atud_l(x):O . Sachant que a,=#0 et ud_l(x);tO , on a une
contradiction. Il suit donc que ag=a;=...=az_1=0.
En conclusion {x,u(x),...,u%"1(x)} est une base de E;ainsi d=n .
Il suit facilement que
00 00O
10 00O
Mat(u; (x,u(x),...,u™ (x)))=|01 00
00 00O
00 10

Proposition 2 Soient K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel de
dimension n>1. Soient ue &na/'E , un endomorphisme nilpotent, xe E—{0} .
On suppose que E:=Klul(x)={P(u)(x) |P(X)eKI[X]} ; ce qui veut aussi
dire par la proposition 1 que {x,u(x),..., u Y x) Y est une base de E.
Soient LeK—{0} , 0(X)eXKI[X] et v:i=u(Aldg—0(w)). Alors il existe
weGl(E) tel que v=wuw ! (ie. v est semblable 3 w).



Démonstration

On a facilement veuK[u]l et uv=vu ,ainsi v est nilpotent et plus

précisément v”=0 . Par ailleurs I'élément AIdz—6(u) est un inversible de

&' E |, en effet

A(Tdg—A~to(w) A~ 1Idg+2 " Lo(w)+ (A~ to(u)) 2 +...
+(2"to(w) ") =1dg

Il suit de cela que ©"=0 implique v"=0 et que w""'%0 implique

v" 120 . Alors il suit de la proposition 1 que {x,v(x),...,v" " 1(x)} est
une base de K[v](x).

Ainsi dimK[v](x) = dimK[u](x) . Ainsi {x,v(x),...,v" 1(x)} est aussi

une base de K[u](x). Il suit que

00 0O
10 00O
Mat(v; (x,v(x),...,v" Hx))=/ 01 00
00 0O
00 10

Ainsi les matrices de v et de v dans des bases différentes sont égales, il suit
qu'il existe weGl(E) tel que v=wuw™' . De fagon plus précise, on a
w(u®(x))= v*(x) pour 0<k<n—1.

Théoreme 1 Soient K wun corps commutatif, E un K-espace vectoriel de
dimension n>1. Soient we &ne/E , un endomorphisme nilpotent, xeE—{0} .
Soient A eK—{0} et v:i=u(Aldg—0(uw)) on 6(X)eXKIX] . Alors il existe

weGl(E) tel que v=wuw ' (ie. v est semblable 3 u).

Démonstration

Il suit du théoreme 2 ci-apres, qu'il existe x;,x,...,x,€E et des entiers

di>dy>...2d,>1 avec udi(xi)zo , udi"l(xi):tO pour 1<i<s et
E=Klul(xy) ®Kl[ul(x9) ®... K[u](x,) .

Facilement, on a  u(K[ul(x;)) cK[ul(x;) pour 1<i<s . Ainsi u induit

un endomorphisme u; de K[ul(x;)=K[u;]1(x;) qui est nilpotent.

Facilement v=2Au induit sur K[u;](x;) l'endomorphisme v;=21u; .

- 1l suit

On peut donc appliquer la proposition 2 a 'endomorphisme u; ;

donc qu'il existe w;e GO(K[u;1(x;)) avec v;=w;u;w; . Soit alors w défini
par

w(y1+yet...+¥s) =wi1(y) +waye) +... + w,(y,)
pour y;eKlul(x;)=Klu;1(x;) et pour 1<i<s . Il suit facilement que
weGLl(E) avec v=wuw™', sachant que w;eGO(K[u;1(x;)) .
Ainsi, le corollaire est démontré.
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Corollaire Soient K un corps commutatif, E wun K-espace vectoriel de
dimension n>1 , d un endomorphisme diagonalisable de E , u un endomor-
phisme nilpotent de E avec du=ud, 2eK—{0}, 6(X)eXK[X] .

Alors d+u(AIdg—0(w)) est semblable 2 d+ u modulo G, (E) ; i.e. il existe
weGl,(E) tel que d+u(Aldg—6(uw)) =w(d+uww™!.

Démonstration
Soit my(X) le polyné6me minimal de d , on a donc

mg(X) =X —uy)(X—ug) ... X—u,) avec w;eK, u;#u; si i#j.
Ainsi

E=ker(d—u;1dg) ®ker(d—uyldy) ® ... Oker(d—pu,Idg)
et d induit sur ker(d—pu;Idg) =:F;, 'homothétie u;Idp,
Comme du=ud ,ona u(F;)cF,;,ainsi u induit sur F; un endomor-
phisme u; qui est nilpotent. Cela implique que d+u induit sur F;
I'élément p,;Idp, +u; .
De méme d+u(Aldg—6(w)) induit sur F;, I'endomorphisme
pildp +u;(Aldp, —6(xw;)) .
On sait par la proposition 2 qu'il existe w;eGC,(E;) avec
(A1dgp, —6(wy) =w; uiwi_l ainsi
wildp +u;(Aldp —6(w)) =w;(u;I1dp +uy) wi .

Soit w défini par w(y+yg+...+y,) = wy (y1) +wa(yg) +... + w,(y,) , pour
y;€F; et pour 1<i<s . Il suit facilement que weGl(E) avec v=wuw™,
sachant que w;eGC(F)) .

Remarque Ce corollaire généralise un exercice sur les matrices intitulé "sur
une déformation des endomorphismes" ([Fr] ex. 5.7.34 p. 204 (version
1997) ou ex. 5.7.10 p. 234 (version 2011))

Proposition 3

Soient K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel de dimension n>1, u
un endomorphisme diagonalisable de E avec u+0 . Alors il existe une partie
finie & de K telle que pour tout \e K—F , ona ru non semblable a u ; i.e.

pour tout AeK—S, on a pour tout weGl,(E) ,dAuzwuw "’ .
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Démonstration

Comme u est diagonalisable, ona m,(X)=(X—u;) (X —pg) ... X—u,) avec
u;eK et p;#u; pour i=j . Facilement

my,(X)=X-2u)(X—2Aug) ... X—2Au,) . Facilement si Au est semblable a
u,ona {fy,lo,..,hgt={Ap1,Alg,...,Aus}.Lecas u=0 implique s=1
et u1=0 ; cela ne demande aucune condition sur A .Si w=0 , on a par
exemple ;=0 et comme Aujef{uq,lg,..., 1}, il existe i avec Au;=p;,

ainsi Ae¥:={H1 K2 Hs}  Ce qui montre la proposition.
Hi t M

Théoreme 2 Soient K un corps commutatif, E un K—espace vectoriel de
dimension n>1,u un endomorphisme nilpotent de E . Alors il existe
X1,%9,..., X €E , des entiers dy>dg>...>d,>1 avec u®i(x;) =0,
u%~Nx)#0 pour 1<i<s et

E=Klul(xy) ®K[ul(xy) ®... OK[ul(x,) .

Démonstration
C'est le théoreme 4.1.1 de [F] p. 130 (1997) ou p. 175 (2011) ou le
théoreme de [F.M.] p. 15.

[F] Fresnel J. Algébre des matrices Hermann (1997 ou 2011)
[F.M] Fresnel J. Matignon M. Algébre et géométrie Ellipses (2017)

Sur les traces d'un ensemble d'endomorphismes

Exemple 1 Soit K un corps commutatif, on note E;; la matrice dont tous
les éléments sont nuls sauf celui en position (i,j) quivautl.

Soit ¥:={E;;eM,(K)|1<i<n,1<j<n}u{0}.

Facilement & est stable pour la multiplication de M, (K) , Tr(E; ;) =6;;
(avec 6;; =0 si i#j et §; =1) et card¥=n%+1;ona donc card ¥< 2™ .

Exemple 2 Soient K un corps commutatif, A une partie multiplicative
finiede K ,i.e. que pour d,d'eA,ona dd'eA; on suppose en plus que A
contient |'élément nul de M, (K). On note encore E;; la matrice dont
tous les éléments sont nuls sauf celui en position (i,j) qui vaut 1.
Soit ¥:={dE;;eM,(K)|deA , 1<i<n,1<j<n} . Facilement ¥ est
stable pour la multiplication de M, (K)et card ¥=((cardA)—1)n?+1.

On a alors card ¥ < (cardA)™ .



-10-
Alors le théoreme qui suit, généralise ces deux exemples.

Théoreme B ([K.], p. 99)

Soient k un corps commutatif, V. un k-espace vectoriel avec dimV=n>1. Soit
S une partie de EndV avec rang¥=n2. On suppose que ¥ est stable pour la
multiplication et que A:={Tru|ue¥} est fini. Alors card #< (card A)™.

Démonstration

Soit T ¥ une partie libre 2 n? éléments. Soient A:={Tr(u) |ue¥}, A7
l'ensemble des applications de I dans A .

Soit p:¥— A7 l'application définie comme il suit. Si se ¥, alors pour tout
teJ l'application p(s) est définie par p(s)(¢):=Tr(s¢) (sachant que ¥ est
sable pour la multiplication, on a bien Tr(s¢)eA) .

On a p injectif, en effet si p(s)=p(s’) , ¢a veut dire que pour tout teJ ,
ona Tr(st)=Tr(s't) , soit Tr((s—s')¢) =0 . Il suit alors que s—s'=0 (Fr
proposition 2.1.3.2,p. 90 (a.v), p. 116 (n.v))

Ainsi card ¥<(cardA)™ .

Exemple 3 Soit K wun corps fini (donc commutatif), ¥ :=M,(K),
A:={Tru|ueM, (K)}=K ,alorsona card¥=(cardA)™ .

Bibliographie
[F.] Fresnel J. Algébre des matrices Hermann (1997 ou 2011)
(K.] Kaplansky 1. Fields and Rings The University of Chicago Press (1969)

Sur les polyndmes de la forme produit de X" -1

Proposition Soit K un corps commutatif avec car K=0 . Soient
PX)=X"-1)(X%2-1)...(X%-1)eK[ X]

avec a1>092>...2a,21, s>1.
QX)=(Xb1—1)(Xb2-1)...(X*-1)eK[X]

avec b1>bg>...>2b,>21, t>1.

On suppose que P(X)=Q(X) . Alors s=t et a;=b; pour 1<i<s.

Démonstration
Ce sera une récurrence sur s .
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A. Initialisation
St s=1,0na

(X9-1)=(X"-1)(XP2-1) ... (X%-1) .
Ainsi ay=b;+bg +... +b,, cela prouve que
(1) b;,<aq pour 1<i<t.
Soit L>K un corps commutatif qui contient toutes les racines de X*1—1
et donc aussi toutes les racines de (X%1—1)(X%2—1) ... (X% -1).
Soit G:={xeL|x=1} . Comme carK=0, les racines de X% —1 sont
distinctes ; en effet le polynéme dérivé de X*—1 quiest a;X“~! a pour
seule racine 0 parce que carK=0 et 0 n'est pas une racine de X*—1 .1l
suit de cela que 0(G)=a; . On sait alors que G est un sous-groupe fini du
groupe multiplicatif K*=K-{0} qui est cyclique ([F.M.2] corollaire
p. 122) , disons engendré par & avec o(§)=a; (si K=Q, on peut considérer

L=C ainsi G est le sous-groupe engendré par é:ei%_fr eC)

En particulier £91—1=0 et (£%1-1)(&%2-1)...(£%—1)=0.

Ce qui veut dire qu'il existe i avec 1<i<t et £%=1. Ainsi a;|b;, donc
a1<b;, et comme b;<b;,ona a;<b;.

Compte tenu de (1) , cela implique a;=51, et toujours avec (1) , comme
b;>1,o0ona t=1 etdonc P(X)=Q(X) .

B. Hérédité (passage de s a s+1).
On suppose la proposition vraie pour s , il faut alors montrer que la
proposition est vraie pour s+1.On a donc

(X-1)(X2-1)...(X%+1-1) = (XD -1)(X%-1) ... (X¥-1)
avec c1>c9>...2¢g,121 et dy>dy...2d,.>1
La encore, on considére Lo>K , un corps commutatif qui contient toutes
les racines de (X1—1)(X“—1)...(X%+1-1) donc qui contient toutes les
racines de (X%1-1)(X%-1)..(X%-1) .
Soit £eL avec £°1=1, 0(&)=cq (on utilise la méme méthode que pour
I'initialisation) . II suit qu'il existe i >1 avec &% —1=0 (de nouveau si
K=Q , on peut considérer L=C ainsi G est le sous-groupe engendré par
E= ei%ﬂe C)
On a donc
(2) cildi<dy.
De méme il existe 6L avec 0(8)=d; , en particulier 091 _1=0 et aussi il
existe i avec 0%—1=0 , ce qui implique d;|¢;<¢; et donc
(3) di<c;
Il suit de (2) et (3) que dy=c; .
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Comme L[X] est integre, on a

(X2-1)(X%3-1) ... (X%+1-1)=(X%-1)(X%-1)...(X%-1) .
Comme a gauche, on a s facteurs, 'hypothese de récurrence dit que
s=r—1 etque cg=dy,c3=d3,...,ce,1=dg 1 .
Cela montre bien que la proposition est vraie pour s+1 .

Remarque 1 La caractéristique 0 est nécessaire. En effet en caractéristique
p>2, on a par exemple

(X-1)P=XP -1, s0it X-D(X-1)... X-1)=X"-1.
Ainsi il n'y a pas unicité.

Remarque 2 Concernant |'exercice 31, p. 57 de [F.M.1] (sur un théoreme
de Brauer) on pourra utiliser cette proposition pour montrer la partie 2.4).
Soient o=cicy...cy la décomposition en cycles a supports disjoints, y
compris les cycles longueur 1 et a; la longueur du cycle ¢; avec
a;>ag>...2a,>1. Si donc 6 est I'automorphisme associé 2 ce€S,, , son
polyndéme caractéristique est défini par

1x(X)=X"1-1) (X2-1)...(X*-1).
De la méme fagon soit €&, et soient t=d;dy...d; sa décomposition en
cycles a supports disjoints, y compris les cycles longueur 1 et b; la longueur
du cycle d; avec b;>by>...>b,>1 . Sidonc 7 est l'automorphisme associé
a 1€©, , son polynéme caractéristique est défini par

2+(X)=(X01-1) (XP2-1) .. (XP-1).
On suppose que 6 et T sont conjugués modulo G ,(K) , ainsi il existe
weGl,(K) avec T=wéw !, ainsi ona X+ X) =x+X) > Le.

(X1-1) (X%2-1)...(X%—1)=(X"1-1) (XP2—1)..(X’-1) .

Il suit alors de la proposition que r=t et a;=b; pour 1<i<s . Ce qui

veut dire que o et 7 sont conjugués modulo©,, .

[F.M.1] Fresnel J. Matignon M. Algebre et géométrie 2011 Hermann.
[F.M.2] Fresnel ]J. Matignon M. Algébre et géométrie 2017 Ellipses.

p. 87 ce qui suit remplace le 5.2.1. et 5.2.2. avec quelques éléments de
démonstration



13-

5.2. Sur "l'injectivité” de I'exponentielle de matrices réelles

5.2.1. Soient N,N'eM,(R) , deux matrices nilpotentes. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes.

i) Ona N=N', ii) ona exp(N)=exp(N') .

5.2.2. Soient D,D'eM,(R) , deux matrices semi-simples, mp(T) (resp. mp/(T) )
le polynéme minmal de D (resp. D'). On décompose mp(T) sous la forme
mp(T) =U(T) Uo(T) Ug(T) Uy(T) avec

UL(T) = (T—2)(T—2g) ... (T—1,) , ipeR,

Uy(T) = (T— ) (T—fiy) (T—pig) (T— fiy) .. (T— ) (T—[i,) avec
Up=a,+iby, ap,bpeR, et b,=0modulo2rZ et b,+0,

Us(T) =(T—v) (T =) (T—vy) (T—Vg) .. (T—v)(T—7,) avec

vi=a,+iby, a;,b,eR, et by=nmodulo2rZ, et enfin

Uy(T) =(T—n)(T=n)(T—ng)(T-ny) ... (T—n,)(T—n,) avec
np=ap+iby, ap,b,eR, et b,=p,modulo2xnZ, avec 0<p<7.

Soient Aj:={ A, |1<k<r}, Ag:={u,|1<k<s}, Ag:={v,|1<k<t},
Agi={n, | 1<k<u}, M;:={e"| AcA,}.

On associe aussi & D' une décomposition analogue avec des U(T) , ainsi que
des ensembles N; et M ;.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Ona exp(D)=exp(D’),

ii) les trois propriétés suivantes sont satisfaites.
1.0na Ml UM2 :Mll UMé . Sozent meM1 UM2,

Wm::( N ) kerR(D—lIn)@( ) kerg((D—ul,)D-u)1,))),
e'=m, el e'=m,ueAh,

Wz;¢:=( . S ,kerR(D’—Mn)EB( ® ) kerg((D'—ul,) (D' — [,_LIn)) ,
e'=m, e\ é'=m,uely

alorsona W,,_W,
2.0Ona Ms=M; . Soient meMs,
W,. @  kerg(D—vI)(D-vI,)),
e'=m,vel,
W, @  kerg(D'—vI,)(D'-VI,)), alorsona W,=W,,
e'=m,veAg
3.0na My=M, . Soient meM, , m=pe°
w S kerg((D—nl,)(D-1l,)) ,

m:=
T=m,neA,

% avec 0<b<r,

e
Wno @  kerg((D'—nl,)(D'—nl,)) , alorsona W,,=W ,, et il existe
e'=m,neAy
u,, €GO(W,,) tel que (u,)*=-1dyw, ,u,D=Du,,, u,D'=D'u,,, et pour
Xekerg((D—nl,)(D-nl,)), si n=a+ibeAy, ona D X)=aX-bu,,(X) ;

et pour Xekerg(D'—n'I,)(D'—n'l,) , si n'=a’+ib'eAy, ona
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D'X)=a'X-b"u,,(X) .
(si AeM,(R), alors kerg(A) :={ZeR"|AZ=0}).

Plan de la démonstration de5.2.2.

L'implication i) =1ii)

1) Le calcul de exp(D)

Soient £eC—-R, E=a+ib, kerc(D—E1,):={ZeC"|(D-E1,)(Z)=0},
QUT) :=(T—ENT—-E)=T?-2aT+(a®+b?),

kerg @(D)=={XeR"|Q(D)(X)=0} . Alors

kerg(Q(D)) ckerg(D—u;I,) ®kerc(D—i;I,) et l'application Y+— Y+Y
est une bijection R-linéaire de kerg(D—u;I,) sur kerg Q(D) .

Soit ueGl(ker(Q(D)) défini par u(Y+Y ):=i(Y —-Y). Comme
D(Y)=¢(Y ,ona D(Y) =&Y .1l suit facilement que si £ =a+ib,ona
DY+Y)=a(Y+ Y)-b(i( Y-Y)) . Ainsi pour Xekerp(Q(D)) ,ona
D(X)=aX-bu(X) ; facilement u?=—1d et donc D(u(X))=bX+au(X)

et Du(X)=uD(X) .
Calculons exp(D)(X) pour Xekergr@Q(D). Par ce qui précede on a

:DZ(§3>>]=[1) Y ][u({g()] et donc

-k

_DkD(u((};))]= [ b _(f ]k[u({g{)].ll suit que

| exi)x(%?():j()})) ]:exp( [ Z _f ] ) ( [ u({g() ]) .

Or [Z _;] =aly+b [ 2 _01 ] , donc

exp [ Z _f ] =exp(aly) xexp(b [ (1) _01 ]), soit

exp [ Z _f ] =e%Iyx ((cosb) Iy+ (sinbd) [ 2 _01 ] ).

En résumé, on a exp(D)(X)=e%((cosb) X—(sinbd) u(X)) ,
exp(D)(u(X))=e%((sinb) X+ (cosb) u(X)) .

2) Comme D est une matrice diagonalisable de M, (C) , il suit que
exp(D) est une matrice diagonalisable de M,(C) et que l'ensemble de ses

valeurs propres est exactement M;UMyUMsUM,UM, . Les valeurs propres
réelles positives sont les éléments de M; UM, , les valeurs propres réelles
négatives sont les éléments de M3 et enfin les valeurs propres non réelles

sont les éléments de M,UM, . Il suit bien de cela que M; UM, =M’ UM},

4 4 q 1 2 1 2
M3;=Mj3,M,=M} . Enfin en considérant |'espace propre associé a ces valeurs
propres, on déduit que W,,=W,,
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3) Il nous reste & montrer la partie 3.

Soient meM,,V,,._ > kerc(D-nl1,),
e"=m,neA,

V= &  kerc(D'—nl,), alors V, est I'espace propre de exp(D)
e'=m,nely

associé a la valeur propre m , de méme V,,, est |'espace propre de exp(D’)
associé a la valeur propre m ; comme exp(D)=exp(D’) ,ona V, =V, . Il

suit de 1) que l'application Y+—Y+Y est une bijection R-linéaire, notée
u,de V,._ & kerc(D—nl,) sur

e"=m,nel,

w,. @ kerg((D—nI,)(D-nI,)). De méme l'application
e'=m,neA,
Y—Y+Y est une bijection R-linéaire de V,,.. @&  kerc(D'—nl,)
e'=m,nelAy
sur W, .. @ kerr((D'—nlI,)(D'—nI,)) , qui est aussi u,, . Il suit
e"=m,neAy

encore de 1) que u,, eGC(W,,) , (u,,)?=—1dyw, ,u,D=Du,,,
u,D'=D"u,, , et pour Xekerg(D—nl,)(D'—nl,) onapour n=a+ib,
D(X)=aX-bu,,(X) ; de méme pour Xekery((D'—nl,)(D'—n'I,)) on a
pour n'=a'+ib’, D'(X)=a'X-b"u,,(X) .

Enfin ii) implique i) est sans difficulté.

p- 89, ligne 14

. . a;—1
e;expA=e;e% (In+&+ +%
1! ((Xi— !

) . Alors la formule de 6.1. suit du fait

ligne 16

4) Montrons 6.2. . Si P(X)=(X-a;)(X—ay) ... X—a,) estle polynome
minimal de A, on sait que a@;#a; pour i=j . Il s'agit d'abord de montrer la
formule 1=u;@Q1+uyQy+...+u,Q,. Posons

RX):=u; QX)) +usQs(X) +...+u,Q,(X) , facilement, on a Q(a;)=1 pour
1<i<r ; sachant que deg@Q<r—1 et queles a; sont distincts, on a
QR(X)—-1=0, i.e. la formule de Bézout.

ligne -9
Comme (X-aq;) Q;(X)=P(X) , onadonc e;(A-aqa;I,)=0,ie e;N;=0

selon les notations de 6.1., Alors par 6.1. on a bien exp(A)=> e;e% .
i=1
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ligne -8
5) Montrons 6.3. Commeen 2) si A’=B’+C’ avec B'C'=C'B’ et

ligne -3
la formule de 6.3.

ligne -2
Application de 6.3. Soient AeM, (K) avec (A—I,)2(A-21,)=0, teK.

p. 92, ligne -8, lire
x(t) =¥ (x5 +20Log (1))
Yo A Yo

p. 147, ex. 58, complément

Par cet exercice, on sait que st G opere transitivement sur X qui est fini,
alors il existe geG tel que Fix(g):={xeX|g(x)=x}=0 ; en particulier
Fix(G) :={xeX | pour tout geG ,ona g(x)=x}=9.

Question. On suppose que Fix(G)=0 , existe-t-il geG avec Fix(g)=0 ?
Un exemple qui dit NON.

Soit G le sous-groupe de ©({1,2,3,4,5}) défini comme il suit. Pour
tout geG,ona g({1,2,3})={1,2,3} etdonc g({4,5})=1{4,5} . Ainsi g
induit un élément u(g) de ©({1,2,3}) et un élément v(g) de
©({4,5}) . On suppose que u:G— S({1,2,3}) est surjectif et que pour
tout geG,ona v(g)=(4)(5) si sgn(u(g))=1 et v(g)=(4,5) si
sgn(u(g))=-1.

Facilement Fix(G)=@ et Fix(g)#®@ pour tout geG .

p.202, ex. 82, complément

Soient k un corps commutatif, § et ' deux sous-groupes de GC,(k) et

19— un homomorphisme de groupes.
On suppose que pour tout g€%, il existe A e GO, (k) tel que

@) =AzgA ",
Alors la question est la suivante.
Existe-t-il BeGU, (k) tel que pour tout ge§, on ait

f(g)=BgB~'?

0) Si G est engendré par un élément, la réponse est trivialement oui.
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1) La réponse est oui, si G est fini.

Soit p:4—GC, (k) , l'injection canonique, i.e. p(g)=g .

Soit u:%’— G, (k) , l'injection canonique et p":=uf ,ie. p'(g)=urf(g)
pour tout ge9.

Ainsi p et p’ sont deux représentations linéaires de .

Il suit de I'hypothese sur f qu'il existe AgeGC,(k) avec p'(g)=A,8A;";
en conséquence (g (X)=2,(g) (X) , olt (g (X) (resp. x4 (X)) estle
polynéme caractéristique de p'(g) (resp. p(g)) .

Compte tenu de FM1, n°10, p. 208 et n°12, p. 208 il suit que les
représentations p et p' sont isomorphes. Ce qui veut dire qu'il existe
BeGl,(k) tel que pour tout ge9 ,ona p'(g)=Bp(g)B -1

2) La réponse est oui, si G est limite inductive de sous-groupes finis.
On fera la démonstration dans le cas plus simple ot % est réunion

croissante d'une suite de sous-groupes finis de 4, i.e. = U §; avec §; qui
i>0

est fini et §; c%4;, ; pour tout i>0 .

2.1) En considérant l'isomorphisme f;: G, — f(%4;) défini par f;(g) :=f(g)
pour ge%;, il suit de 1) qu'il existe B;eG?, (k) tel que pour tout ge%; , on
a f(g)=B;gB; " .

2.2) Soit €é;:={MeM, (k) | pour tout ge%; ,ona f(glM=Mg} . 1l suit
facilement que €; est un k-espace vectoriel et que par 2.1) , ona dimé;>1.
2.3) Facilement, si j>i,ona %J- cé; , ainsi dim%izdim%j, il suit que la
suite décroissante (dim€;); est stationnaire et donc que la suite (€;); est
stationnaire.

Ainsi, il existe & avec €;=¢€, pour tout i>k .

Il suit de cela que pour tout ge§ ,ona f(g)=B,gB;"'.

3) Un exemple avec 6=%9", un sous-groupe de Gly(k) et f:%—%G un
automorphisme du groupe G, tel que pour tout ge§, il existe Aze Glo(k) avec
f(g)=AggA;",

et tel qu'il n'existe pas BeGC,(k) avec f(g)=BgB~" pour tout geG .

Soit £ un corps contenant @ et x,yek de fagon que la famille (x,y) soit

Q-libre. Soient

$=l[o TP 1@ ez,

Facilement 'application

(a.p) [(1) ax-{ﬁy]
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est un isomorphisme du groupe additif Z% sur 4 . Comme
(a,B)— (a+B,B) est un automorphisme de 7?2 , il suit que l'application

f:9—% définie par f([(l) ax;ﬁy])::[é (oc+B)1x+[3y] est Uun

automorphisme de 4.
P

Soient (a,B)eZ?, (a,B)#(0,0) , sachant que (x,y) est Q-libre, on a
7. ox+By A — 10 '

(oot Prxt py=0 , soit dim LY et Al p): [0 d]

Sachant que (x,y) est Q-libre, on a ax+By=0 , ce qui veut dire que

A(o,B) e Gly(k) . Facilement

1 1 1
! a(x+1)+ﬁy]A(a,ﬁ):A(a,ﬁ) [0 axﬁlLﬁy] .

Il suit de cela que pour tout ge9, il existe A e Gly(k) avec
-1
fg)=A 8A,".
ab
c

d ] € Gly(k) avec

é (oc+/3)1x+ﬁy] B_B [é axﬁlLBy] .

Sachant que cette derniere égalité est vraie pour tout (o ,B)eZ?, avec
(o, f)#(0,0) , on déduit que

(1) d((a+p)x+py)=a(ax+py) ,

() c(ax+By)=0 .

Comme ax+By#0 si (a,B)#(0,0) ,ona ¢=0. Ensuite (1) pour a=1,
B=0,donne dx=ax.De méme (1) pour a=0, =1, donne

d(x+y)=ay . Ainsi dx=ax et d(x+y)=ay impliquent a=d=0 . Il suit
que BgGly(k) .

Il reste 2 montrer qu'il n'existe pas B :[

Remarque. Cette question évoque un "principe local-global” ou encore un
"principe de Hasse" pour un groupe qui s'énonce comme il suit.

Soit G un groupe, f:G—G un automorphisme. On suppose que pour
tout geG , il existe x,eG tel que f(g):acgg(xg)_1 .

On dit alors que le principe de Hasse est satisfait, s'il existe xeG tel que

1, ie f est un automorphisme

pour tout geG ,ona f(g)=xgx"
intérieur.

A ce propos on pourra consulter [K.] pour une liste de groupes satisfaisant
le principe de Hasse. Par exemple les groupes S¢, (D) ou G¢,(D) avec D un
anneau commutatif euclidien satisfont le principe de Hasse ([W. 1] , [W. 2]).
Burnside a construit un groupe d'ordre 3° qui ne satisfait pas le principe de
Hasse et Wall a construit un sous-groupe de ©g d'ordre 2° qui ne satisfait

pas le principe de Hasse ([W. 3] )
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Dans notre exemple 3) la situation est différente puisque G cGly(k) et
que l'on considere les automorphismes intérieurs de Gy (%) .

(K.] Kunyavskii Boris Local-global invariants of finite and infinite groups: around Burnside
from another side Expo. Math. 31 (2013), n° 3, 256-273.
[W. 1] Wada Hideo "Hasse principle” for S, (D) Proc. Japan Acad. Ser. A Math. Sci. 75

(1999), n° 5, 67-69.

[W. 2] Wada Hideo "Hasse principle” for G, (D) Proc. Japan Acad. Ser. A Math. Sci.
76 (2000), n° 3, 44-46.

[W. 3] Wall G.E. Finite groups with class-preserving outer automorphisms J. London Math.
Soc. 22 (1947) 315-320.

p- 209, ligne 9,
sont 0; pour 1<j<p définies par 6;(s)= [ (1) _(i ],

p. 220, ligne -8,
13.2.2.3) Conclure de 8.2. que py,p1,p2,p3,601,602,...,6,_1 sont exactement

p. 244, ligne 8,

d#n . Ainsi X, est l'ensemble des xeX pour lesquels n est le plus petit
entier m avec x€X,, , au sens de la relation d'ordre définie par d est

inférieur ou égal 3 n si et seulementsi d|n .

Complément a I'exercice 86 de FM, partie 3, p. 245
Sur la matrice des P.G.C.D.

0. Introduction

L'exemple historique est celui de la matrice de Smith (1976). Il s'agit de la
matrice M=1[m; ;1eM,(Z) avec m; j=pged(i,j) . Alors Smith ([S.]) a
montré que détM=¢(1) ¢(2)...9(n) ou ¢ est l'indicateur d'Euler. Smith
a lui-méme généralisé ce résultat au cas ot X=(xy,%9,...,%,) est une suite
de N, :=N-{0} telle que {xy,x5,...,x,} est un ensemble fermé pour la
factorisation ; ce qui veut dire que pour tout i,j le pged(x;,x;) est
élément de {xq,%y,...,x,}. Sidonc M=[m; ;1eM,(Z) avec

m; ;=pged(x;,x;) alors détM=o(xq) ¢(x3) ... p(x,,) .

En 1989 Beslin et Ligh ([B. L. 3] ) ont tout d'abord considéré la matrice ci-

dessus sans supposer que {x;,%s,...,%,} est un ensemble fermé pour la
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factorisation. Alors ils ont montré que la matrice symétrique M est
symétrique définie positive.

Pour notre complément la généralisation est assez profonde puisque 1'on
considere une suite X=(xq,%y,...,%,) , sachant que {x;,xg,...,%x,} est un
ensemble fermé ou non pour la factorisation. Ensuite, on considére une
application F: N, —A ol A est un anneau commutaif et y: N, >A est
défini par y(m) = dz| F(d)u(%) ou u est la fonction de Mébius. Et enfin

m
M (X ,F):=[m; ;1eM,(A) avec m; ;=F(pged(i,j)), qu'on appellera encore
la matrice des P.G.C.D.

Le théoreme principal dit qu'il existe une matrice rectangulaire

Z eM, ,(Z) telle que M=ZA'Z ol A est une matrice diagonale, de
diagonale (y(dy),v(dy),...,y(d,,)) , avec {d;,dy,...,d,} qui est la
fermeture pour la factorisation de {x1,x9,...,%,} .

Si de plus {xy,xq,...,x,} est un ensemble fermé pour la factorisation, alors
on peut choisir ZeG?l,(Z) .

Dans le cas ot F: N, —»Z satisfait F(m)=m (resp. y(m)=1, y(m)=m),

on retrouve le théoréme Smith et quelques autres.

Si A=R, sous la condition w(m)>0 pour tout m , on trouve que M est
symétrique définie positive. Si {x1,xq,...,x,} est un ensemble fermé pour

la factorisation, alors la signature de M est le couple (p,q) ou p (resp. q)
est le nombre de i tels que w(x;) >0 (resp. y(x;) <0).

1. La matrice des P.G.C.D.
Soient N, :=N-{0},n>1,X:=(x;,x9,...,%,) une suite finie d'éléments
de N, avec x;#x; si i#j,A un anneau commutatif, F: N, A une
application.
Soit M(X,F) = [mi7j]}§§-§26Mn(A) , la matrice définie par
m; ;:==F(pged(x;,x;)).
On l'appelle la matrice des P.G.C.D. associée a X et F .
Si u est la fonction de Mébius, alors les relations (1) et (2) suivantes sont

équivalentes
1) y(m) =d2| F(d)uC
@) F(m)=d2| v(d),

ce qui veut dire que si F: N, —A une application et si y est défini par (1),
alors F satisfait la relation (2) ; de méme si y: N, —>A est une application
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et si F est défini par (2) , alors y satisfait la relation (1) ([FM 1], ex. 86,
partie 1.2. et 1.3. p. 243).

Lemme Soient X:=(x1,%q,...,x,) une suite finie d'éléments de N, avec
x;#x; st i#j, A un anneau commutatif, F:N, »A une application, M(X,F)
la matrice des P.G.C.D. associée &a X et F comme ci-dessus.

Soient o€, une permutation, Y la suite (x(1),%5(2)5->%g(n)) €t

Q(0) =[e5(1),€5(2) >+ »Es(n)] la matrice associée & o ot (e1,¢e9,...,€,) estla

base canonique de A™ . Alors on a
tQ(G)Q(G)ZIn et M(X,F)Q(o)=Q(c)M(Y ,F) .

2. Le théoreme principal sur la matrice des P.G.C.D.

Théoreme Soient X:=(x1,x9,...,x,) une suite finie d'éléments de N, avec
X;#x; st i#j,A un anneau commutatif, F:N, A une application, M(X,F)
la matrice des P.G.C.D. associéea X et F .
Soit D la fermeture de {x1,xy,...,x,} pour la factorisation, i.e.
D:={deN_| il existe x; avec d|x;}. Notons D={dy,ds,...,d,} avec
di#d; pour i#j.
Soit Z::[Zi’j]llggféﬁeM”’m(A) avec z; ;=14 si dj|x; et z; ;=0 autrement.
Soit A la matrice diagonale, de diagonale (y(dy),y(dy),...,y(d,)) o vy
est défini en (1). Alors on a

MX,F)=ZA'Z .

Démonstration
Soit u; ; le terme en position (i,j) de la matrice ZA*Z.Ona

m
U =k§12i,kzj,k1//(dk) ;

donc
ui’j = 2 l,l/(dk) = Z W(dk) b
dp| x; dy| pged(x; , x;)
dk‘ xj

il suit alors de (2) que
ui,j:F(Png(xi,xJ‘)) .
Cela montre bien que ZA‘Z=M(X,F) .
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3. Le cas des ensembles fermés pour la factorisation

Définition 1 Soit E une partie finie de N, , on dit que E est fermé pour la

Jactorisation si pour tout x€E et pour tout deN, tel que d|x , alors
dekE .

Exemple 1 L'ensemble {1,2,...,n} est fermé pour la factorisation.

Exemple 2 Soit p un nombre premier, alors I'ensemble {1,p,p2...,p"} est
fermé pour la factorisation.

Corollaire 1 Soient X:=(xy,%9,...,x,) une suite finie d'éléments de N, avec
X;#EX; SIi£] , on suppose que {xq,%g,...,x,} est fermé pour la factorisation.
Soient A un anneau commutatif, F:N,_—A wune application, M(X,F) la
matrice des P.G.C.D. associée & X et F . Alors il existe €S, , T une matrice
triangulaire inférieure de M, (Z 1) avec des 1, sur la diagonale de fagon que
T'Q(c) M(X,F)Q(0)'T=A,

oit A est la matrice diagonale, de diagonale (y(xs1)),¥(x502)) 5. s W(Xg(n)))
etoi y est défini en (1).

Démonstration

Soient 6e€&,, tel que x5(1)<xy(2)<...<Xg(n) € ¥;:=%q( - Enfin, soit Y la

suite (¥1,¥9,--,¥,) » il suit du lemme que ‘Q(c) Q(o) =1, et

MX,F)Q(c)=Q(c) M(Y,F) .

Soit Z::[zi,j]igézeMn(A) avec z; j=1, si y;|y; et z; ;=0 autrement. Il

suit que Z est une matrice triangulaire inférieure avec des 14 sur la

diagonale.

Il suit alors du théoréme que M(Y,F)=ZA'Z ot A est la matrice

diagonale, de diagonale (yw(y;),w(y9),...,w(y,)) . Sidonc T:=Z~!,ona
T'Q(o)M(X,F)Q(0)'T=A,

ol A est la matrice diagonale, de diagonale

(W(x51)), ¥(X502)) 5o s W(Xg(p))) etoll y est défini en (1).

4. Le cas A=7 (historiquement le plus riche)

Corollaire 2 (résultat historique de H.J.S. Smith, 1876)
Soit ¢ l'indicateur d'Euler, i.e. ¢(1)=1 et pour n>2,

o(n):=card{i|0<i<n et 1=pged(i,n)}.
1. Sozt M::[ngd(i,J‘)]%Si’SnEM”(Z) , alors on a détM=¢(1) (2)...0(n) .
<J<n
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2. Soient {x1,xy...,%,} un ensemble fermé de N, pour la factorisation,
M = [pgcd(xl-,xj)]}sL'gneMn(Z) , alors on a détM=¢(x1) ¢(x9) ... o(x,,) .
<Jj<n

Démonstration
1) Soit X la suite finie (1,2,...,n) et F:N,—Z défini par F(k)=k . On

sait alors que ¢(m) = > du(%) ([F. M. 1] partie 2.3., p. 244). Ainsi la
d|

partie 1. du corollaire 2 est conséquence du corollaire 1.

2) Soit X la suite finie (x,x9,...,%,) et F:N, —>Z défini par F(k)=Fk .

On sait alors que ¢(m) = > du(") ([F. M. 1] partie 2.3., p. 244). Ainsi la
d|m

partie 2. du corollaire 2 est conséquence du corollaire 1.

Remarque 1 La matrice définie a la partie 1 du corollaire est souvent
appelée la matrice de Smith.

Remarque 2 On pourra trouver une application du déterminant de Smith
lors de la démonstration d'un théoréme Brauer ([F.M.2] théoréme 10.1.
partie 1.2.3 de la démonstration p. 162).

Corollaire 3
Soit ¢ l'indicateur d'Euler, i.e. ¢(1)=1 et pour n>2,
p(n):=card{i|0<i<n et 1=pged(i,n)}.

1. Soit M :=[m; fisizn 0l m; ;i est le nombre de diviseurs dans N_ de
’ <j<n ’

pged(i,j) . Alors détM=1.

SOit M:=[mi -]1sisn 5 Oil m; ;
»J 1<j<n 5 J

pged(i,j) . Alors détM=n!.
2. Soient {x1,xy...,%,} un ensemble fermé de N, pour la factorisation.

Soit M:=1m; jlisisn , o0&t m; ; est le nombre de diviseurs dans N, de
) <j<n ’

pged(x;, x;) . Alors détM=1.

Soit M :=[m; fisisn 0w m; ; est la somme des diviseurs dans N, de
’ <j<n ’

pged(x;,x;) . Alors détM=x1x5...x, .

est la somme des diviseurs dans N_ de

Démonstration

Il est clair que 2. est conséquence de 1.

Soient X la suite finie (x1,%9,...,%,) et y:N, —Z défini par y(k)=1
pour tout keN, , il suit de I'équivalence de (1) et (2) que F(k) est le
nombre de diviseurs de & qui sont dans N, . Il suit alors du corollaire 1 que
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détM=vy(x)y(xy) ...y(x,)=1.

Soit X la suite finie (xy,x9,...,%,) et y:N, —Z défini par y(k)=k pour
tout keN_, il suit de l'équivalence de (1) et (2) que F(k) est la somme des
diviseurs de £ qui sont dans N, . Il suit alors du corollaire 1 que
détM=vy(x)y(xy) ...u(x,) =x1%9...X,, .

5.Lecasou A=R

Corollaire 4 Soit y:N, >R une application telle que pour tout meN_ , on a
w(m)> 0. Soit F:N, >R défini par F(m)= > y(d) .
dlm

Soient X :=(xq,%g,...,%,) une suite finie de N, avec x;#x; pour i#j et
M(X,F) :=[mi,j]%§i_§neMn(R) avec m; ;j:=F(pged(x;,x;)).
sJjsn

Alors M(X,F) est une matrice symétrique définie positive.

Démonstration

Soit 0e€@, une permutation telle que x,(1)<xy(9)<...<%x5(,) et Y la
suite finie (y1,¥g,...,¥,) avec y;:=xq( » il suit du lemme que

3) ‘QUo)MX,F)Q(o)=M(Y,F),

en particulier rangM(X,F)=rangM(Y ,F) .

Soit {d;,ds,...,d,,} lafermeture de {y;,ys,...,¥,} pour la factorisation et
on choisit dy,dy,...,d, tels que d;=y; pour 1<i<n.

Soit Z:= [zi,j]}ggjggggleMn,m(Z) avec z; j=1 si d;|y; et 2z; ;=0 autrement.
Soit A la matrice diagonale, de diagonale (y(dy),w(dy),...,¥(d,,)) ou y
est défini en (1). Alors il suit du théoreme que

4) M(Y,F)=ZA'Z .

Si m>n,la matrice Z se décompose en deux blocs Z=[E;,E,] ou
E,eM, (Z),EqeM
1 sur la diagonale. Il suit de cela que rangZ=n .Si m=n, on a facilement

n.m-n(Z) , de plus E; est triangulaire inférieure avec des
rangZ=n .

Soit A; la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont positifs et
telle que (A))%=A.Soit H:=ZA,,ona rangH=n et

5) M(Y,F)=H'H,

il suit de la décomposition de Cartan ([ Fr. B.C.D.] ex. 10.18 p. 142) que
rangM(Y,F)=n .

Il suit de (5) que pour tout LeR",ona ‘LM(Y,F)L>0, ce qui veut dire
que M(Y,F) est symétrique positif, et comme rangM(Y,F)=n , il suit
bien que M(Y,F) est une matrice symétrique définie positive. Il suit alors
de (3) que M(X,F) est une matrice symétrique définie positive.



_25-

Corollaire 5 Soit la suite finie X=(x1,%,...,x,) de N, avec x;#x; pour
i#] , on suppose que {x1,%o,...,%,} est fermé pour la factorisation. Soit
F:N,_ >R wune application et y:N, —R défini par w(m) = Z F(d),u(%) ,

x:)). A[ors on a

MX,F):=[m; ]1<l<neM (R) avec m; ;:=F(pged(x;,x;

sgn(M(X,F)):(p,q) avec p:=card{i|y(i)>0}, g:=card{i| yv(i) <0} .

Démonstration
Il suit du corollaire 1 qu'il existe oce&, , T une matrice triangulaire

inférieure de M, (Z) avec des 1 sur la diagonale de fagon que
T'Q(o)M(X,F)Q(0)'T=A,

ou A est la matrice diagonale, de diagonale

(w(xg1)), ¥(%xg2)) -, W(xg5(ny)). Cela montre bien le corollaire.
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p.250, ex. 89, complément

Généralisation du déterminant de Vandermonde, applications a un
théoréme de Chebotarév, au principe d'incertitude, a la majoration de
racines d'un polynéme via la transformée de Fourier discrete

0. Introduction

Le déterminant de Vandermonde générique est le déterminant de la

matrice [(Xi)‘]]olgisrl ou X;,X,, ..,X, sont des variables sur Z . On sait
<JsSr-—

que V(Xl,Xz,...,Xr)::dét([(Xi)j]Oggil): [T X;-X)).

1<i<j<r
Une généralisation de ce déterminant consiste & considérer des polynémes
P{(T),Py(T),...,P.(T)e A[T1 ou A est un anneau commutatif unitaire

etot X;,X,, .., X, sont des variables sur A . Alors notre généralisation est
AXq,Xy,...,X,) =dét(] (Pj(Xi)]%Si'Sr) . Alors, on a
<Jsr

AKXy, Xy, X,) =V(Xy, Xy, o, X ) T(Xy, Xy, .., X,) avec

I'X;,Xs,...,X,) €eAlX;,X,,...,X,] . On peut méme calculer explicitement
I'X;,X,,...,X,) en fonction des polynémes P{(T),Py(T),...,P.(T) . La
méthode n'est autre chose que la technique de Gauss qui consiste a ajouter
a une ligne, un multiple d'une autre ligne.

Ce résultat admet plusieurs corollaires.

Le premier est une formule de Polyd et Szegdé qui permet d'évaluer
ra,i1,..,1n (r.S.J).

Le deuxi¢me corollaire s'applique aux polynémes P,(T):=T" pour
1<i<r . La encore on obtient explicitement T'(1,1,...,1) .

Le troisieme corollaire est un résultat de Chebotarév ([S. L.]). On considére

£eC* avec o(&)=p , un nombre premier et M:=[g" ]8§;<p . Alors le
<J<p

résultat est que tous les mineurs de M sont non nuls.
Une derni¢re application concerne les fonctions f: %e C et leur
p

transformée de Fourier £. Le résultat est que

card(supp(f)) +card(supp(£))>p+1, ot supp(f) (resp. supp(f)) désigne
le support de f (resp. £ ). Cet énoncé est souvent appellé le principe
d'incertitude.

Une application de ce résultat est la majoration du nombre de racines
p-e¢mes de 'unité qui sont racines d'un polyndéme unitaire a coefficients
dans C, non nul et de degré au plus p—1.
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Théoreme 1 Soient A un anneau commutatif, unitaire, X;,X,,...,X, des
variables sur A . Soient 1<m<r, 1<i;<ig<..<i,<r,k>1, on définit le
polynome Ty(X;,,X;,,....X; ) par

Tk(Xil,Xiz,...,Xim)::( > | Nm(Xil)“l(Xi2)“2... (X; )% et par
Oy ,0g,...,00 ) €
a11+oc22+...+am=k

convention Ty(X;, ,X;,,....,X; )=1.
Soient P;(X)eAlX] pour 1<i<r, t:=max degP;(X) , et

1<i<r
Pi(X)=a07i+a1’iX—|—a2,iX2+ ...—I—at,iXt.
Soient 0<k<r—1 et

t
Ry =2 apiTr p(X1,Xp,, Xp11) -

Soient maintenant
Pl(Xl) Pz(Xl) Pr(Xl)
A(X]_ ’XZ""’XF) -=dét PI(XZ) Pz(XQ) Pr(XQ) )
P(X,) PyX,) .. P(X,)

1x, x2.. x;71
2 r—1

V(X17X27”'7Xr) = ) n (XJ_XL):dét 1 X2 X2 ves X2

stejsr . . .
1X, x2.. x71

Alors, on a
AX,Xs,...,.X)=V(X,X,y,....X) [(X],X5,...,X,)

RO,l RO,Q RO
R R,, .. R
X, X, X)mdet| B B o Bu
Rr—l,l Rr—1,2 Rr—l,r
En particulier, on a T(X1,X,,...,X,) €AlX,,X,,....X,] et

@o,1 Qo2 -+ Qo

F(O,O,“.,O) ,:dét al,l al”z al,r

Q1,1 Q1,2 -+ Qg
Démonstration
1) Soient £>1,1<s<m,ona
(1) T,(X,)-T(X,)=X,) - (X)) =(X,-X,) T, _1X,,X,,) .

Soient £>1,2<s<m,ona
Q) TuXy X, Xe 1,X,) —Tp(Xy, X, oo Xy 1,X,) =
X, —X)Th (X1, Xgs e X1, X0, X)) -
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En effet
k
Xy, X oo X1, X)) =2 T oKy, X Xy 1) (X)

k
Tk(Xl,Xg,...,Xs_l,Xs):pgoTk_g(Xl,Xz,...,Xs_l)(Xs)" .

On sait par (1) que
(X)) = X)) =X, —X,) To_1(X;,X,,) -
Ainsi
T (X1, Xy, Xy 1,X,) = Th(Xy, Xy, Xy 1,X,) =
k
(X =Xo) 2 Ty Xy, Xas s Ko 1) To_1 (X, X -
Facilement
k
Tpo1(Xy X, Xy 15 X X)) =2 T Xy, X Xy 1) Ty (X, X,

2) Soient bgy,by,...,b,€A,1<m<r,

U=by+by Ty (Xy) +by To(Xy) +., b, T, (Xy)

Vbyt by Ty(X,) + by Ty(X, ) 4.y by Ty(X,) -
Il suit de (1) que
(B) V-U=(X,—Xy) (b To(X1,X,) +by T1(X1,X,) 4ot b, Ty 1 (X, X)) -
On suppose que 2<s<m . Alors il suit de (2) que
(4) V=U=(X, —X}) (by To(X1, Xy, X, X,) +

by Ty (X1, Xy, oo, Xy X)) ot b, Ty 1 (X, Xy X X)) -

3) Soient 1<k<j,
t
Qk,j,i::ékaé,iTE—k(Xlw-,Xk,Xj) 5 onadonc pour k>1 ’Rk,i:Qk,k+1,i .

Soit la matrice
P(X,) PyX,) ... P(X,)

MO — Pl(Xg) Pz(Xz) Pr(Xz)

Py(X,) PyX,) .. P(X,)

Appelons Lg,Lq,...,L,_; les lignes de M. Considérons les opérations L,
recoit L;—L,, Ly recoit Ly—Ly,..., L,._; recoit L, ;—Ly.
Soit j>1,o0na

P(X)=ay ;+ay ; Xi+ap X7+ .. +a,  X],

Pi(XJ-)=a0,i+a1,in+a2,in2+ ...+at’in .
Il suit de (1) que
Pi(X))~Py(X)) = (X;— X)) (ay j+ag T (X1, X )+ tay Ty 1(X1,X))
et donc que

Pi(X;)-P(X)=X;-X@Qq ; ;-
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Par ailleurs P;(X;) =R, ;.
Apres cette premiere étape M, devient (X,—X;)(X5-X;) ... X,—X)M,,
avec
RO,l R0,2 t RO,r
R1,1 R1,2 - Rl,r
M;=| Q31 Q31 Qus,

Ql,r,1 Q1,r,1 - - Ql,r,r,
Appelons encore Ly,Lq,...,L._; les lignes de M;. On effectue maintenant
les opérations suivantes : Lg recoit Lg—Lg, L4 regoit Ly—Lg,..., L, 4
recoit L, ;—L,.
On a

t
Q1,2,i:R1,i:gla(),i Tp_1(X1,X5)
et pour j>3

¢
Ql,j,i :(Z Qp ;i T@-l(Xl,XJ') .

1

Alors (4) dit que
Qi,j,i—Q1,2,,=X;—Xp) (ag j+az; T1(X;, X9, X)) +...+a;, ; Ty_9(Xq,X5,X)) .
Ainsi
Qi,;,i—Qi,2,,=X;~X5) Qg ; ;-
Apres ces opérations M, devient
(Xy—X1) Xg—X7) . (X, — X)) (X5—X5) (Xy—X,) . (X, —X,) M, , avec

- Boy Ros - - - By, 7
Ry By ... Ry,
Ry; Ry, ... Ry,

M2::
Qo g1 @oy - - Qay,

_QZ,r,l Q2,r,2 ot QZ,r,r,_
Alors le lecteur voit comment continuer en appliquant la formule (4) .

Remarque Le fait que I'(X;,X,,...,X,)€AlX;,X,,...,X,] peut se montrer
assez facilement.
1. On considére d'abord le cas 0t A=B avec B factoriel et on X1,X,,..., X

sont des variables sur B .
Soient P; ;(Z)eBIZ] pour 1<i<r,
P,(X)) Py(X,) .. P(X))

A(Xy, Xy, X,) i=dét| P1X2) PolXa) oo P(Xs)

)

PAX,) PyX,) .. P(X,)
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Il faut montrer que (X;-X;) divise A;(Xy,X5,...,X,) dans
BIX;,X,,...,X,]. Soit p:BIXy,X,,....,X,] »BI[Xy,Xs,...,X,] défini par
p(X;)=X; si i>2 et p(X;)=X, . Facilement p(A;(X{,X,,...,X,))=0 et
p(U)=U si UeB[X,,Xs,...,X,] . Par division euclidienne de

A (Xy,X,,...,X,) parle polyndme unitaire X;—X, en X;,ona

) A(X1,Xs,...,X,)=(X]—X5) Q(X) +R(X)

ou Q(X)eBI[X;,X,,...,X,] et R(X)eB[X,,Xs,...,X,] . En appliquant p 2
|'égalité (5) , on obtient 0=R(X) et comme p(R)=R , on a bien X;-X,
qui divise A{(X;,X,,...,X,) dans B[X{,X,,...,X,].

De la méme fagon, si i#j,ona X;—X; quidivise Aj(Xq,X5,...,X,) dans
BIX;, Xy, . X1 .

Clairement pour i<j,les X;—X; sont des irréductibles non associés de
I'anneau factoriel B[X;,Xs,...,X,]. Il suit donc de cela que l'image
canonique de V(X;,Xs,...,X,) dans B[X;,Xs,...,X,], notée
ViX1,X,,...,X,) , divise Aj(X;,Xs,...,X,) dans B[X;,X,,...,X,], ce qui
veut dire que

©) A(Xy, Xy X)) =V (Xy, Xy, oo, X) Ty (X, Xy o, X,)

avec I'1(X{,X,,...,X,)eB[X;,Xy,....X,].

2. On considere maintenant le cas oit A est un anneau commutatif unitaire

quelconque.

Soient A; ;, X, ,1<j<t ,1<i<r , 1<k<r des variables sur Z ; soit
B:=7l{A; ;, X;|1<j<t, 1<i<r, 1<k<r }]. Soient ¢:Z—A
I'homomorphisme canonique et y:B—A défini par w(A; ;) :=aqa; ;,
v(2):=¢(2) si zeZ . Alors en appliquant v 2 la relation (6) , on obtient
7) AKXy, Xy, s X,) =V(Xy, Xy ooy Xo) w(Ty(Xq, Xy s s X))

ot (I (Xy, Xy, , X)) €ALX], Xy, o, X,] .
Cela veut bien dire que V(X;,X,,...,X,) divise A(X{,X,,...,X,) dans
I'anneau A[X{,X,,...,X,].
Si l'on sait que V(X;,X5,...,X,) n'est pas un diviseur de zéro dans
AlX,,X,,...,X,], on peut en conclure que

W (X1, Xy, X)) =T(Xy, Xy, o, X, -
3. Montrons que V(X,,X,,...,X,) ne divise pas zéro dans A[X{,X,,...,X,].
Si 0=(Xy,—X1)(aoX{ X)) +a 1 X1 X0 D)+ ..+ a, X X)) avec
a,cAlX3,Xy,...,X,] . Il suit de cela que
8) O0=apXpt'+(a;—ap)(X{XP)+...+(a,—a, ) (X} X})—a, X7,
ainsi ap=a;=...=a,=0. Donc (Xy—X;) ne divise pas zéro, de la méme
fagon (X;—X;) ne divise pas zéro pour j>i , ce qui montre que
V(X;,X,,...,X,) ne divise pas zéro dans A[X;,Xs,...,X,] .
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Application a une formule de Polyd et Szego ([P. S.])

Corollaire 1 Soient A un anneau commutatif, unitaire, r>1, Ty,Ty,..., T,
des variables sur A , R(Z) €A[Z] pour 1<i<r . Soit
R(T,) R\T,) ... R(T,)

ATy, Ty,...,T,) :=dét R\(T3) Ry(Ty) ... R(Ty)

R(T,) Ry(T,) ... R(T,)
Alors on a
ATy, Ty,...,T.)=V(Ty,Ty,...,T,)F(Ty,Ts,...,T.)
avec
17, T?... T
VT, Ty, T)i= | 1L (Tj=Ty)=dét| 1 7 .. 51,
o 17, T?... T/ 1
et
F(Ty,T,,...,T.)€AIT,,Ty,...,T.].
Si Ri(1+X;):=ay ;+a; ;X;+ay ; X7+ ...+a, ; X!, alorsona
@1 Q2 - Qo

F(171,-..,1)::dét al,l al,,Z vee al,r

1,1 Q1,2 o Qo

Remarque Si A est de caractéristique nulle, on a (a; ;) B'=R®(1) ot

R® désigne la dérivée k-eme de R; .

Corollaire 2 Soient A un anneau commutatif, unitaire, r>1, T1,Ty,...,T,
des variables sur A, 0<my<mqy<...<m, des entiers. Soient
m m m,
™ T T
| T Ty L Ty
A(Tl,T2,...,T,.)=det 2 2 2 >
m m m,
™ T2 T
17, T2...
. 2 -1
V(T17T2""’Tr) = 1<i1:[j<r(Tj—Ti):det 1 Tz T2... Tg
17, T?.. T}
Alors, on a
A(Ty, Ty, ..., T,) =V(Ty,Ty,..., T,) F(Ty, Ty, ..., T.) .
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mi _ m; m;N 2 m;~N ym; : ;
Et comme (1+X;) =1+ 1‘)XJ~+( ZL)XJ.—|—...—|—(m‘i)Xj o il suit du

corollaire 1 que

- 1 1 1 -
G I G B s
F(1,1,..,D=det| ("gH) ("») .. (")

M) G2 L )
S7 carA=0,0na
n2... (r—-D!F(1,1,...,1)=V(im{,mg,...,m,) .

Corollaire 3 (Chebotarév) Soit p un nombre premier. Soient des entiers avec
0<mi<my<..<m,<p et 0<n;<ny9<..<n,<p.Soit £€C* avec o(§{)=p.
Alors

dét[&ni mj]%sig #0.

<J<r

Démonstration
Soit ¢:7Z[T¢,Ts,...,T,]1 - Z[T] l'unique homomorphisme défini par

o(T;):=T" . Soient A;(T) ::¢(A(T1,T2,...,Tr)):dét[TnimJ']%gzjgr ,
<J<r
VUT) = o(V(Ty, Ty,...,T.))= 11 (TH=T"),

1<i<j<r
FU(T) :=@(F(Ty,Ty,...,T,))=F(T™,T"™, .. T"™).

Il s'agit donc de montrer que A{(&)#0 .

Supposons le contraire, i.e. A;(§)=0. Il suit donc du corollaire 2 que
Ay(T) =Vy(T) Fy(T) et donc que 0=V,(&)Fy(&) . Or

V(&)= 1 [T (£%—&™), sachant que o(&)=p et que

<i<j<r
0<ni<ng<..<n,<p,ona Vi(&)=0 ; il suit de cela que F;(£)=0 . Soit
®,(T):=1+T+..+T?~ 1, on sait que ®,(T) est le générateur unitaire de
l'idéal des polynéme de Z[T] qui s'annulent en & ([F. 2] ex. 7.9.6 p. 280). Il
existe donc A(T)eZ[T] tel que F{(T)=A(T) ®,(T) ; en particulier
F1(1)=A(1) ®,(1) , ce qui montre que F;(1)epZ . Or il suit du corollaire
2que 112!...(r—1D!F(1,1,...,1)=V(my,mg,...,m,) ; Le.
2. (r-D!'Fy ()= [l  (m;—m;) . Sachant que r<p et que

1<i<j<r
0<my<mg<..<m,<p ,on déduit que F;(1)epZ; ce qui donne une
contradiction.
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Remarque On suit 13, essentiellement la démonstration de Dieudonné
([D.]). On notera que ce dernier ne savait pas que le résultat était déja connu

de Chebotarév.
Sur la transformée de Fourier discrete

Définition et notation Soient p un nombre premier, £eC* avec o(&)=p,
p:Z—)LZ la surjection canonique. Alors l'application w: Z—C définie par
p

u(z) :=¢&7%, induit une application v:%—> C telle que w=vp . Pour
p

simplifier les notations, oz notera v(x) par £*.

Soient f: Z C, f: Z C,défini par £(y):i= > f(x)EXY . Alors f
pZ pZ z

xe =
pZ

s'appelle la transformée de Fourier discréte de f .

Corollaire 4 Soient p un nombre premier, A et B deux parties non vides de LZ
p

avec card(A) =card(B) . Soient C4 (resp. CB) le C-espace vectoriel des
applications de A (resp. B) dans C, 6: C* > CB défini pour yeB par
0(f)(y) = ZAf(x)éxy.Alors 0 est une bijection C-linéaire de C* sur CB.

Démonstration

Ona A={ay,a9,...,a,} , B=1{by,by,...,b0} . Soit {uy,ug,...,ug} (resp.
{v1,0g,...,05} les éléments de C# (resp. CP) définis par u;(a;)=8; ; (resp.
v;(b;)=6; ;) pour 1<i<s et 1<j<s,ie. u;(resp. v;) est la fonction
caractéristique de {a;} (resp. {b;}). On a donc

; b
9(ui)(bj)= x%Aui(x)éx 7

soit donc
0(u;) (b)) =u,(a)E % I=£ % v,(b)) |
Ce qui veut dire que

s

6(u;) =2 £%% ;.

=
Il suit de cela que Mat(8;u;,v,)=[£%% l1zizs . Or il suit du corollaire 3 que

<Jj<s

dét [£ %Y l1<izs #0 5 ce qui montre que 6 est bijectif.
<J<s
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Théoreme 2 (le principe d'incertitude) Soient p wun nombre premier
VE %e C une fonction non nulle, f sa transformée de Fourier discréte. Alors
p

card(supp(f))+card(suppA(f))>p+1
ot supp(f) —{xe |f(x);t0 (resp. supp(f):= yE—If(y);tO})
Réciproquement, sozent A et B deux parties non vides de - avec
P
cardA +cardB>p+1 . alors il existe f a([: une fonction non nulle, telle

que supp(f)=A et supp(f) =B.

Démonstration X

1) Supposons que f#0 et card(supp(f))+card(supp(f))<p .

Soit donc A:=supp(f) , il existe donc une partie B de % avec
p

Bnsupp(f)=@ et cardA=cardB . Sidonc 6: C* >CB est 'application
défini par le corollaire 4, on a 6(f|4)=0 et donc f1a=0, ce qui contredit

A:=supp(f) .

2) Montrons la réciproque.

2.1) On suppose la réciproque montrée pour les parties A,B avec

cardA +cardB=p+1.

Supposons maintenant que cardA+cardB>p+1 . Soit
={(A",B")|A'cA,B'cB,A'#0 ,B'#0® et cardA'+cardB'=p+1}.

Si donc 6=(A',B’)e® , il existe fezl%eﬂj tel que supp(fy)=A" et

supp(fe)=B' .
(1)  En particulier, ona fy(a)#0 si acA’, fo(a)=0 si agA’ ; de méme
fo(b)#0 s1 be B’ et f,(b)=0 si bgB' .
Soit acA et G,:={1eC?] > 1(8) fola)=0} .
e
Il existe 6=(A',B’) avec acA’,ainsi fy(a)#0 ; cela montre que G, est un

hyperplan de C©. X
Soit beB et Hy:={2eC?| Z@?L(O) fo(b)=0} . De méme H, est un
Oe

hyperplan de C® . On sait alors que (UG U(U I Hy)# C® ([F. 1] ex

1.4.3.p. 77).
Soit donc neC® et e (U )G U (U ) Hy) .

Soient f:= Z@,u(@)fe ,onaalors f:= Z@u(e)fe.
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Il suit du choix de u que f(a)#0 pour tout aeA et que f(b)=0 pour
tout beB . Ensuite, il suit de (1) que f(a)=0 si agA et que £(b)=0 si
beB .

Alors on a bien supp(f)=A et supp(f)=B .

2.2) On suppose que cardA+cardB=p+1.
On peut trouver une partie C de % telle que
p

(2) {c}=BnC et ——BU(C {c}) .
Soit 0: CA—CC deﬁnl par 6(g)(y):= ZAg(a) EXY avec yeC.

Par le corollaire 4, on sait que 6 est surjectif, il existe donc ge C# avec
6(g) qui est la fonction caractéristique de {c} , i.e. 6(g)(y)=0 si

yeC—{c} et 0(g)(c)=1
Soit f:l%—ﬂ[: défini par f(x)=g(x) si xeA et f(x)=0 si x ¢A.

(3)  Facilement, on a 6(g)(y)=f(y) si yeC . Il suit de la définition de
f que supp(f)cA etde (2) et (3) que supp(f)cB .

Comme par 1) on a card(supp(f))+ card(supp(f))>p+1 , il suit que
supp(f)=A et supp(f):B.

k
Corollaire 5 Soit p un nombre premier et soit le polynome P(X) =2 ¢; X"
j=0

avec ¢;eC—{0}, 0<ng<ni<..<n,<p . Alors
card{zeC|zP=1 et P(2)=0}<k

Démonstration
Soit toujours p:Z— % la surjection canonique. Soit f:Z— C défini par
p

f(p(n;)):=c; pour 0<j<k et f(x))=0 pour
xe{p(0),p(1),...,p(p—=1)}—{p(ngy),p(ny),...,p(ng)} . Sachant que ¢;+0,

on a card(supp(f)) =k —1 . Il suit de la définition de £ que pour ye %
p

~ k
ona f(y)= 2> 2 flx) (%)Y avec la convention que &% signifie &% si

xel Jj=
pZ

p(z) =x . Compte tenu de la définition de f on a
~ k
fy) = Zo c; & (nj)y:P(gy) .
iz
En conséquence ye(sulclp( f) sietseulementsi P(EY)=0 . Ainsi
card(supp(f))=p—card{zeC|zP=1 et P(2)=0}.
Sachant par le théoreme 2 que

card(supp(f))+card(supp(f))2p+1 ,
on déduit que
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4) p—card(supp(f)) <k .
ce qui veut bien dire que
card{zeC|zP=1 et P(2)=0}<k.

Facilement le corollaire 5 est équivalent au corollaire 6, ci-apres.

Corollaire 6 Soient p un nombre premier, k un entier avec 1<k< p . Soient
P(X)eC[X]1-{0} un polynéme avec P(X):vo+le+...+vp_1Xp_1 . Alors
card{zeC|2zP=1 et P(2)=0}< card{jeN|o<j<p-1 et v;#0}-1.

Remarque Il s'agit de savoir si l'inégalité du corollaire 5 ou 6 est
optimale. La réponse est oui.
Soient les entiers 0<a;< ag<...< a,<p avec 1<k<p-1 et
PX):=(X-E&%)(X-&%) .. (X—E%) ou £eC” avec o(&)=p.
Clairement, on a card{zeC|z”=1 et P(z)=0}=Fk
Par ailleurs degré P(X) =k , si donc P(X)=vo+0v;X+...4+v,_1 XP"',ona
card{jeN|0<j<p—1 et v;#0} <k+1.
Il suit alors du corollaire 6 que
k<card{jeN|0<j<p-1 et v;#0}-1,
ce qui veut dire que
v,#720,01#0,..., v, %0 .
Ainsi l'inégalité du corollaire 5 ou 6 est optimale pour ce polynéme
P(X).
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p. 252, ligne 4, lire (ex. 87 p. 245 partie 1)

p. 258, ligne 3, lire l'ensemble des idempotents de B .

p. 278, ligne 15,

Montrer que (dy!)(dy!) divise (dj+dy)! (remarquer que (h+®! o

n est
(d,)(dy))

p. 279, ligne -6,
R(X):=P(z—2X)eM[X],onadonc R(y)=P(x)=0 . Montrons que

p. 279, ligne-2,
Onadonc 1=E(X)AX)+FX)BX) , QX)=SX)EX) ,

p. 282, ligne 2,
impair, p;#p; pour i#j,u>0,1>v;>0, M :=Qlcos(2%),sin(27) 1 . Alors les
n n

p.284 , il faut remplacer les lignes 10 a 20 de 2.3) par ce qui suit.

On suppose 7) satisfait. On a donc n=2%p;py...ps avec p;=1+2P si p; est
un premier impair. Il s'agit donc de montrer que Q[cos(27%),sin(2%)] est
n n

contenu dans une tour quadratique (réelle) ; ce qui veut dire qu'il existe
§>0, des corps commutatifs K; avec 0<i<s, Ky=Q,
Ks=@[cos(2ni),sin(2ni)] et K;,cK;,; pour 0<i<s—1 et [K; ;:K;1<2.
1) De la formule cos (a)z—CW—%:O , un déduit facilement par
récurrence sur u que @[COS(ZT’;)] est une tour quadratique et de la

formule (sin(27))2=1-(cos(27))%, que @[cos(27),sin(27%)] est une
2u 2u 2u 2u

tour quadratique.
2) Si p;=1+2P, on sait que @[cos(27)] est une tour quadratique (c'est la
pi
partie 2.2. du méme exercice). Sachant que (sin(2%))2=1—(cos(2%))? , il
pi by

suit que Q[cos(27),sin(27)] est une tour quadratique.
pi pi
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3) Facilement pged(2,2 2 .  7)=1, alors il suit de Bézout qu'il existe
U py Py Dy
des entiers ag,aq,as,...,a; avec l=ag%+a;t+agt+...+a,t . Ce qui
A Py by Py
veut dire que 27%=qy2%+a,2%4+ay2%+...+a,2% . Il suit des formules
n U bq bo P

trigono-métriques que cos (27) (resp. sin (2%)) est une forme polynomiale
n n

en cos(2%),cos(27),cos(2%),...,cos(2%), et aussi en
U Py Dy Dy
sin(27) ,sin(27) ,sin(27),...,sin(27). Par suite cos (2%) et sin (2%) appar-
2u P Do Dy n n

tiennent au composititum des tours quadratiques définies en 1) et 2).

Sachant qu'un compositum de tours quadratiques est une tour

quadratique, il suit que @[cos (27),sin (27)] est contenu dans une tour
n n

quadratique ; ce qui est 7z).

p. 318, ligne -9,
2) Montrons 2. Soient f:= Z>OunX”, g:= 2>0an” , on a donc
nz nz

p. 319, ligne-9,
Démonstration Soit f:= Z>OunX” ,onadonc P(X)=1+p; X+...4+p,, X"
nz

p. 329, ligne 9, lire a;=(—1)"s;(xq,%g, ..., %,)

p. 349, ligne 7, lire 0<i<d,
ligne 13, lire 0<i<d

p. 367, Commentaire sur |'ellipse de Steiner (F.M.1, ex. 126,)

Soit € ::{%eie 10<6<27r}, le cercle inscrit au triangle (1,7,j2)

Soit f la bijection affine du R-espace affine C définie par

0) fM=a, f(H)=b, f(* =c.

Onadonc f(z)=uz+vz+w,ol u,v,weC, et comme
fO)=fC1+1j+ 2D =w=ta+b+o),

cela veut dire que
(1) S3w=a+b+c.
En suivant les calculs de F.M. 1, ex. 136, on a
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%;:f(ce):w+{%uei9+%ve_i9 |0<6< 27},

En posant
) u=pie'”, v=pye'2,
on a
- (wy +ws) . .
C=f(@)=wre' T {%ple‘“+%p26_‘“|0£u< 2m}.
Soit %::{%plei“+%p2e—i“|0Su< 2w} =
{%(P1+P2)COSH+§(P1—P2)SinH|0SH<27T}-

A\

Ainsi % dans le repere cartésien orthonormé (0;1,7) est défini par le

2 2 .
)%4_%_1 avec a:%(p1+p2),ﬁ:%(p1—p2) . Ainsi % est une
o B

ellipse et on sait que les foyers sont ++/p;p, .

polynéme

. S~ (w1 + ws) . , .
Soit g:C— C défini par g(z)=w+e’ —5 ° z. Alors g est une isométrie

(positive) et € =g(%F) . Il suit de cela que € est une ellipse et que les foyers

de € sont g(v/p1py) et g(—Vpipy) ;i€

; (wy ) —— - (wy )
3) wtel T Vpipa) , w—e' B p1P2) -
Il reste & montrer que ce sont les racines du polynéme dérivé de
P(X)=(X-a)(X-b)(X~- c¢). Facilement

(4) P'(X)=3X2-2(a+b+c)X+(ab+ba+ca) .
On sait par (0) que

(5) a=u+v+w,b=uj+vj’+w, c=uj’+vj+w
Par (1) ona

Sw=a+b+c.
Ensuite
(@ +b+c)2=(a?+b% +¢?) +2(ab+bc+ca)
et donc compte tenu de (5) , on a
(6) ab+bc+ca:%((3w)2—(a2+b2—|—cz)).

Or
a’=(utv+w) =u?+v?+w? +2(w+vwtwu) ,
b2=Gu+j%v+w)?=j2u+jv?+wi+2wv+jlow+jwu),
2=j2u+jv+w)i=jul+202 1w+ 2wv+jow+jiwu) .
Ainsi par addition, on a

7) a?+b24+c2=3w%+6uv.
Il suit alors de (6) que
(8) ab+bc+ca=3w? -3uv.

Cela permet d'écrire P'(X) sous la forme
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) P'(X)=3X?2-6wX+(Bw?—-3uv).
Or, on sait par (2) que

(10) uv=p;pye’ T2

Facilement

i(w +w2)

- (wy + wy)
P'(X)=3(X—(w+e! 5 Vprpe)) X—(w—e' 25 Vpipa).
Ce qui montre bien que

(11) w+ei(u_}%2) p1pg et w—ei(wz)\/plpz
sont les foyers de € .

p. 376, ex. 131
Une formule sur le dénombrement, élémentaire et souvent utilisée
(en particulier pour la démonstration p.379).

1. Soient A,B deux ensembles, f:A—B une application.
Alors on a

(1) A=l fb)).
2. Sien plus de I'hypothese 1., l'ensemble A est fini, on a
() cardA:bZ card f~1({b})

eB

(dans cette formule le nombre de beB avec f~1({b})#¢ est fini).

3. Un cas particulierement intéressant est le suivant.

Si en plus des hypotheses 1. et 2., on suppose qu'il existe un entier g tel
que pour tout beB ,ona B=card(f~}({b}) , alors

(3 cardA=fxcardB .

p- 4306, ligne 9

peut supposer que 0el, led . Sachant que a;,—o=de+w; avec w;eW



