¢
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4. CONTRE-EXEMPLES EN TOUS GENRES AU PROBLEME DE SKOLEM.

Disons préalablement que les idées essentielles de ce
paragraphe sont dues & Michel Raynaud et qu’elles nous ont par-’
fois été aimablement commentées par Laurent Moret-Bailly.-

Dans les paragraphes 4.1, 4.2, k=L est le corps des
nombres complexes, K=C(t) est le corps des fractions ration-’

nelles sur €

S50it C 1’unique courbe projective non-singuliére, inté-

‘gre sur K dont le corps des fonctions rationnelles est K(x,y)

avec yi=(x-1)(x%-t%)...(x?-t¥%) o0 g21 ; c¢’est une courbe hyper-
elliptique de genre g. : T

Le but du paragraphe 4.2 est de montrer gue pour un
choix convenable d’ une valeur absolue |.|’ sur K triviale’
sur k (i.e.|A|’=1 pour AEXR*) que {(K,|.|?);C} ne satisfait
pas la propriété de Skolem. o

Expliquons le schéma de la démonstration. Soit J la jaco-
bienne de C, il faut d’abord montrer que le groupe J(K) est de

. type fini, donc dénombrable (proposition 2, §4.1.2). Ensuite on

considére un schéma % sur R’ (l’anneau de valuation de(K,|.]’))
dont la fibre générique €; est C et la fibre spéciale €, pst

une courbe non-singulidre de genre g(hyperelliptique), il existe
alors une jacobienne £ de ¥ dont la fibre générique %, est J _
est dont la fibre spéciale £y est la jacobienne de €, .Comme £, (k)
n’est pas dénombrable on montre gu’il existe un point fermé a

de €, qui n’est spécialisation d’aucun point fermé de ¥,=C.

C’est ce point qui permet de montrer que {(K,].[*);C} ne satisfait
pas la propriété de Skolem. : ‘ '

4.1. LE GROUPE DES POINTS RATICONNELS DE‘LA‘JACOBIENNE J DE LA
COURBE C.

Dans ce paragraphe 4.1, R est 1’anneau Cltl ere, -1.e.
la localisation de CI[t] en tLCLt].

L’idée est de construire un modéle minimal 2 sur R pour
la courbe C, cela permet 4’ identifier la composante neutre du
modéle de Néron £ de J & la composante neutre du schéma de Picard
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Pic(Z). Comme la fibre spéciale Z, est une chalne de droites pro-
jJectives qui se coupent en des points doubles ordinaires, il est
facile d’en déduire que Pic(ak)mGg (puissance du groupe multipli-
catif). Cela permet alors de montrer que la L(t)/C-trace de J est
nulle et 1’'on peut appliguer le théoréme de Lang et Néron.

4.1.1. UN MODELE MINIMAL POUR C.

PROPOSITION 9. Soient K,R,k définis selon (1),(¢(3), g2l un entier,

REXg,eeesK,y 5¥0seeesY,,,]
A= - =R[Xo,.--,xg*ljy'0’°"lyg+1]’ ol

%
x;(resp.y;) est 1’ image canontque de X; (resp.Y,;). L’algébre
R[X,Y] est gradude par deg R=0, deg X,=1, deg Y;=g+1 et 1’ idéal
homogéne A est engendré par les rolyndmes qui suivent :

X X;=t? 717X, X, ,, pour jri+i, Y, X%-Y X! pour tout i,j ;

Yf-xi(ti"lxi_l-xi)((ti'2xi)2—x§)...(xf_l-xf)(xf-xf+i)... _
nn-o(Xf“(tg—IXi+1)2)

Yo-X, (Ko=X, ) (X2-(tX, )%y ... (X2-(tEX,)?),
Yf-xl(xo-xl)(xf—xg)(xf-(txg)z)...(Xf-(tg‘lxg)2)
Y§+1—Xg+1(tﬂxg-xg+1)((tz'lxg)?-xg+1)...(X§-X§+1).

Sotent 2'¢f Proj A, S=Spec(R), f:2+S, le morphisme canoni-
que. Le morphisme f est projectif et plat, la fibre générique Zy
de Z est la courbe C (définie en (2))., ta fibre spéciale Z, de %

est un schéma réduit, ¢’ est une chaine de £+l droites projectives,
ZysZyseeasZy,, ou Z,NZ,,, est constitué de 2 points doubles ordi-

natires dans &, (et ou Z,NZ;=¢ si [i-j]=1).

Enfin & est un schéma régulier et ¢’ est un modéle minimal
de X¥(Z), le corps des fonctions d& Z.

Mewne chotue de gt1 oleiles !
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DEMONSTRATION. On a =D, (x4)UD, (x,)U..UD,(x,,,), €,(D,(x,)=

X, Yl Xio1 X341 ¥y
=R[—, 1, 0,(D, (x,;))=RI s 3 1 pour 1g£igg, 0,(D,(x,,,)~
Coxg x§T! ) x, -~ x; x§'!
Xy Yegs1
=RL s 1. I1 suit que f est plat, & régulier et que @y~C. On

Kgsr X511 |
a .?l.’k=V(tA)=Z1U...UZg+1 ol Zi=V((t,x0,...,ximz,xi+1,...,xg+1)),
1i€g+l, Zo=V((t,Xy50003X,,,:))) Zg+1=V((t,xO,x1,...,xg_l)). I1
est facile de montrer que &, est réduit, aque Z,~P., que Z,NZ; .,
est constitué de 2 points doubles ordinaires et que Z;NZ;=¢ si
{i-j|=1.
' Il reste & montrer gue % est un modéle minimal. Pour cela
on applique le critére de Casteinuovo ([Chl, theorem 3.1, p.313),
en calculant i,(Z,,Z,) la "self-intersection” de Z,. D’ abord on
montre que ik(Zi,V(tA))=0 ; en effet le diviseur V(tA) corres-
pond au faisceau inversible Z£=(tA)~, ce faisceau est donc iso-
morphe & &, (parce que Z est plat sur R). Il suit que g 'es, ~0,

: i i

donec est de degré zéro. Ensuite par linéarité on a i,(Z,,V(tA)) =
i, (2,22 )% 41 (Z,,Z,,,). Si |i-jl#1,0 on a Z;NZ;=¢, ainsi
i,¢Z;,%2;>=0, si j=i+1 ou i-1 on & i,(2;,Z;)=2 puisque Z, et Z;
se coupent en 2 points doubles ordinaires. Il suit donc que
i,¢(2,,Z2,)=-2 ou -4. Ainsi & ne posséde pas de diviseurs premiers
~exceptionnels (IChl, theorem 3.1, p.315) et comme H'(Z;,f, )=g#0,

"le schéma Z est un modéle minimal de X(Z) ([Chl, theorem 1.2,
p.310) . '

4.1.2. LE GROUPE J(K) EST DE TYPE FINI.

PROPOSITION 10. Soient K défini selon (1), C défini selon (2),
J la variété abélienne, jacobienne de C. Alors le groupe J (KD
des points de J rationnels sur K est de type fint.

DEMONSTRATION. Il suffit d’appliquer le théorédme de Lang et Néron
({Lal, theorem 2, p.139), i.e. de montrer que la C¢t)/C trace de

J est le groupe réduit a4 1°élément neutre.

Soient & le modéle minimal de C défini par la proposi-
tion 1, £ le modéle de Néron de J sur S=Spec R ([Ar]l, theorem 1.2,
p.214), alors £° est canoniquement isomorphe & Pic(z/8) ol le

“0n signifie composante neutre ({Arl, proposition 1.20, p.219),
[Del, théoréme 5.8, p.28). :

Soit £ une variété abélienne sur k, alors « 5, est un

schéma abélien, c’est donc le modéle de Néron de A g, (LArl,
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;corollary 1.4, p.215): Supposons que d(xy soit une sous-variété
abélienne de J ; comme k est de caractéristique zéro, on sait

gue le modéle de Néron de d(xy est un sous-schéma fermé du modéle
de Néron de J({B.L.R]). Comme # ;, est:connexe il suit que o g,
est un sous-schéma fermé deé £%;, donc de Pic(Z): Ainsi doné
(d.p,); St une sous- variété fermée de 910(£)k-91c(a ). Comme

- Pic(x, )°~G‘-(v01r ci-aprés) est affine, comme (d gz, ~nd €8t
projectif, on a dim «£=0 ; ‘ainsi d qul est connexe est rédult &

1’ 6lément neutre.

I1 nous reste & montrer que Fic(Z,) >GE. Soit Dk un
corps, Y=(Z,).,,, Y'2Y sa normalisation. On a la suite exacte
028341, 6%, +F+0, oh F=n a;/@ On a donc aussi* la suite exacte
o»e”eex‘*laacv)ah (Y,03)+H' (Y,63)20 donc une suite exacte
C0=G (2)*G“1(!)4Gg‘(£)ﬂ910 (wk)<e)+o. Ceci montre en- '
utilisant: ([M12], theorem 7. 5, p 191) que GixFie? (zk)

4.2.-LA COURBE HYPERELLIPTIQUE c NE SATISFAIT PAS LA PROPRIETE

DE SKOLEM.
4.2.1, LE RESULTAT PRINCIPAL.

LEMME 4. Soient K,k défznts seton (1) C selon (2). Alors il
existe une waleur absolue },|’ sur K triviale sur C dont R’
~est 1’ anneau de wvaluation et il existe un schéma € sur
S=8Spec R’ , plat, lisse, pro;ect;f, en particulier _?i est
régulier et on-a ¥(R’)#P. En plus €y (resp. €,) lad fibre
générique (resp. spéciale) est une courbe sur K (resp.k)
geométriquement intégre et géométrtquement réguztére de genre g

et on a ¥y~C, K= H°(@x,aE ).

DEMONSTRATION. Il'est'élémentaire'de'mbntfer’qUe'C ééf‘géométrif
- quement intégre et régulier ; que K= K““ﬂK(x,y) ol ¥ 2= (x~ 1)(x -t¥y...
«e o (x?-t%€), ainsi K=H°(C,0;). Il existe une algébre graduée de
type fini intégre KIlX,,...,x,] avec C=zProj(K[x,,...,%x,1). Soient
A=C[t], % le noyau de 1’homomorphisme canonique '
AlX,5+..,X I2KIx;,,..,%x. ). Soient Alxl= =A[X] /%, alors K[x] A[x]?K et
AlX] est sans torsion sur A. Soient Z=Proj(Afx1), f:2 *'SPGO A
“le morphisme canonique, il est plat. Comme Z., la-fibre_générique,
est géométriquement intégreet régulidre, il ‘existe un ouvert-
U C Spec A tel que &, soit géométriquement intédgre pour t€U
- (IGrel, th 9.7.7, p. 79 ch IV 3° partie n°28) et que &, soit
 géométriquement régulxer (EGrp], th 12.2.4, p. 183, ch IV, 3°™°

partie n*38).
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Soient u€U . ﬁn poeint fermé,'R'=an;“, ?=f"(U)'x Spec R’,
‘ e _ . 0 o

: ‘ _ R’[X] o : o A

- on a_donc_@:Proj ( ) et € -wx-c  bien entendy R’ est
- 2R’ [X1 S coe _
l’anneau de valuatlon d’ une valeur absqlue l [ définie sur K et

tritiaie_su; nt: Cpmme X(?x,a?.)_: X(ﬂk,dg > (Qaractéri#ﬁique
e - K S a - — .
d’Euler-Pdinéaré),.pomme K%Hd(ﬁx;aé ), k=H®(%,,0, ) on a
_ X o X
dimx,ﬂfch,égl)=dimk Hf(?k,ﬁgh)=gl-Uommé- ?K(K)¥C(K)¥¢ on &
fadilémént._?(ﬁ;)ig, N | . 7 |

PROPOSITION 11.'Soient. ® sur S=Spec R’ le schéma défini par le
lemme 4, ¥y (resp €,) la fibre générique (resp spéciale) de €.
Alors il existe un ?oint fermé a€¥€, tel que {a}#fyyﬂﬁk pour tout
point  y€¥, fermé dans ¥, (o {yy désigne 1’ adhérence de {y}
dans €). ' S :

- DEMONSTRATION. Scit & la jacobienne de €, c'est un schéma abé-
lien sur S8 (en particulier propre et lisse) ([Mi2], p. 192,193);
de plus £, (resp £,) la fibre générique (resp ~spéciale) de

# est la. jacobienne de ¥, (resp €y) - R '

~a) Il existe aG? (k) tel que te diviseur a-e, sur ¥, posséde la
propriéié .suivante : pour-tout - entter - d21 on a SR

d(a_ek) g U - {2} (e, est la fibre spéciale d’ un élement de -
eI (KD .

_?(R’) et (a e )Egk(k) veut d1re classe du lelseur afeg)h

o Comme 3kiest;une.v&riété abélienne suf c on‘a £y CRIxCE/A
- comme groupe (IMl, p ) o A est un réseau de C%. Il suit
que L, (k) ® Q ~ CE/A80 est un Q-espace vectoriel de dimension

2 z _ , y S -

non dénombrable. Soit {ui}iei une base de  £,(k) & 0. avee
hiégk(k).“sdii N= U {z} n gk, comme
_ _ S afg () _ , _ _
- (proposition 10), il sult du lemme 6 (c1 aprés) gue - N . est dénom-
rbrable Il suit. facilement de cela qu! 11 existe i,€I. tel que. .
~du,; €N . pour. tout d;l.. - TR :
[+]

.ZK(Kj est dénombrable

Comme gk(k) est engendré par les classes,de-diviseurs
{(x-e,3Y,¢ce¢ (x, » il existe donc a€¥, (k) tel que d(a-e,)¥¢N
Ik . ’ . .

pour tout d=1.
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B) Soit ak¥, (k) le point défini par @), alors poﬁr tout point
V€€, fermé dans €, on o A{al#{yINe,.

Supposons le contraire, i.e qu’il existe y€€,; un point

fermé dans €, avec {al={y} N €,.

Comme {y} est un fermé irréductible de codimension 1 de

€ (lemme 2, ci-aprés), comme € est un schéma régulier (lemme 4),

il existe un faisceau inversible d’idéaux & de &, tel que

Fe=O0g,x 51 x ¢ {v}, &, C f. ., si x € {y}. Il suit alors que

=

Oy avec (Fy),=0, .,

Fyx est un faisceau inversible d’ idéaux de
K K

si z#y et (Fyg), C 0, .. De méme &, est un falsceau inversible

= K

d’ idéaux de 6, avec (F,), = O, ., si x#a et (F,).C 0o ...
):4 k L k
.Soient e€¥(R’), e; sa fibre générique, e, sa fibre spé-
ciale, puisque {e }N¥, ={e,} (lemme 3, ci-aprés), on peut donc

associer aussi & {eyg} un faisceau inversible d’idéaux % de 4,

avec les mé&mes propriétés que ci-dessus.

I1 suit de ce qui précéde que %,=2(pa),%,=%(ge,) ol
Z(D) est le faisceau inversible associé au diviseur D. Ainsi
(#°% ® 8" ("P)) est de degré zéro. Il suit de cela que
S (F*I®Y*("P))  est aussi de degré zéro ([Mi21, theorem 4.2 b),
p. 108).
Posons

(4>

# = F*I®G° TP | ainsi MEPY(RY ([Mi21, p. 192).

on a le diagramme commutatif ci-aprés

P(K) ——— g(K)  ([Mi21, p. 192, 1953) dont les flaches i

i)
T i
horizontales sont bijectives.

PJ(R*)——-— g(R’) 1’identification que permettent les fléches
i ¢ horizontales 1’ élément MEL(R’) a pour image
canonique dans Z(X) (resp. (k) 1’élément

Pg (k) ————— (k) M, (resp. M,). Il suit du lemme 8 que

Ainsi aprés

M, y={u30Ng, . Par (4) M, est le faisceau -inversible associé au .
diviseur pqg(a-e,). Ce qui contredit @), ainsi B) est montré.




4.2.2. LE CONTRE EXEMPLE

THEOREME 3. Soient XK 1ie corps valué défini selon le lemme 4,
§4.2.1, C la courbe hyperelliptique de genre g2l définie selon (2).
Elle est géométriquement tntégre et le couple {(K,[.]?);C)

" ne satisfait pas la propriété de Skolem.

. DEMONSTRATION. Soient toujours €=Proj(R°I[x]) le schéma déf1n1 par
le lemme 4. On a C=Proj(K[x]), C(g)-PrOJ(K[x]) ot XK est le
complété de K, K[xJ=K®R’[x], KI[x1=K®KI[x].

R’ K

Soit r 1’application de 1’ensemble des points fermés de
C¢x, dans 1l’ensemble des points fermés de ¥, définie comme il suit.
Soit y€C g, un point fermé, alors il existe B,,B,,..,8,€K*'% avec
1=max |B,}| et un homomorphisme ®:KI[x1-K*'#[T] défini. par ®(x,)=8,T
dont le noyau ker® est 1’idéal premier homogéne correspondant & v.
Cet homomorphisme ¢ induit un homomorphisme B:kIx1-kIT] par
5(x1)=§iT, ol kIx]1=k®R’[x]. Alors le point associé & 1’idéal pre-

R .

mier homogéne kerd® est fermé et se note r(y). On sait gque 1r est

surjective ([Frl, p 325).

Soit a€¥, le point fermé défini par la proposition 11

il existe @;,2,5,+...,¢,€k non tous nuls et un k-homomorphisme

p:k[x1-RI[T] tel que o(x;)=a,;T et que ker ¢ soit 1’idéal premier

homogéne associé & a. Soit pGC(K) un point fermé tel que r(p)=a.
Ainsi p correspond au noyau d’un K-homomorphisme ®:K[x]-K*'£[T]
et on a ®(x;)=8,T, 1= max|B,| et Fi— ;- On peut donc supposer que

Bo=a,=1. !

Soient N21 un entier tel que |B;~a,|" € |t*) (on a k C K)
et 000t T i(x xs'~a, 0 )VERCC) pour 1<ign (o t°R’ est le maxi-
mal de R’). Alors on a f,€6, , | et |[f,(pP)|<L.

(K)
Montrons que {(X,|.|*);C;f,,...,f ) ne satisfait pas
" la propriété de Skolem.

Soit y€C=¥; un point fermé tel que f,€0,  , pour
K

(3> 1<i<n et gue [o(f,(¥y))[<€1 pour 1<€i<n et pour tout K-homomorphisme

@C:y

» K *le |

0:K(y)=
my
I?1 existe donec un K-homomorphisme T:K[x]=»K®*'2[T] tel gue

ker * scit 1’idéal premier homogéne correspondant 34 y¥. On a




(6)

(7)

| tion-de
trréductible, z€¥, un point fermé dans ¥y. Ators {2}1’ adhérence
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Y(x;)=%,;T o ¥ ,€K*'¥, comme f, est régulier en y on a ¥,#0,
on peut donc supposer que ¥,=1. Ainsi (B) s’ écrit '
I Cocyd-a,dF t*~! <1 pour 1<i<n.

Ceci implique lo(¥;>1<€1, pour 1<ig<n et pour tout

" K-homomorphisme ¢g:K(y)=K*!¢ (en effet |a,|<€1)

p=ker¥, on a {y}=V(pNR’[x)). Montrons que {;}ﬂ?k={a}.

Soit
appartient & {;}ﬂ@k si et seulement

Un idéal premier homogéne ¢

si g #) x,R[x] et si gIpNR* [x1+t* R’ [x1.

On a JbﬂR’[xJ+t’R’[x] C’Z xiR’[xi. Sinon il existerait M2l
. T

avec xp€PNR’ [x1+t’R’[x1, soit xVzu(x)+t’v(x) ol WEPNR’[x], VER’ [x].
On applique ¥ & cette égalité et on obtient 1=t’ V(¥ s¥,s5%,)-
Soient 0,,..,0, les K-homomorphismes distinects de

. : - s
K(y)=K{¥(:%,,.5%,) dans K*'¢. On a donc [0, (V(¥ps-23¥,))EK et
=1

s
10; (v ¥gs+57,))[€1 par (7). Ainsi 1=t** loi(v(yo,-.,Wn))
impligue 1€t*°*R, c¢’est impossible. =1 :

: On a done {?}n@kgz. Soit donc ¢ un premier homogéne avec
$ N R [xI+t*R°(x1 € ¢ C ) x,R’[x], Bn utilisant (7) on a
. =

I'I(xict(xj)-xja,(Wi))éﬁﬂR’Ex]. Comme |0,(¥,)-a,;{<1l par (8), on a

£ =1
5

l I(xiaz(Yj)“XjGe(Yi))'(xiaj-xjai)‘=z u,x’ ol u,€K et ju,| <1,

=1

ainsi u,€t’R*. I1 suit gque

9 D Z (x;a;=-x;a, )R [x]1+t’ R’ [x]. Comme z (x,a;-x;a,)kIx] est 1’idéal
i, i, :

premier homogéne de kix] qui correspond au point a, cela veut

'dire que ¢ correspond au point a. Ainsi donc {§}R€k={a}. Ce qui

est contraire & notre hypothése sur a (proposition 11).
Il suit de cela que {(K,|.[*);C;f,,..,f, > ne satisfait pas

“la propriété de Skolem.

LEMME 5. Soient K,k définis selon (1), R est un annecu de valua-
K/k, € un schéma plat sur Spec R avec 1=dim¥;=dim%,, €

de {z} dans € est un fermé irréductible de codimension 1.
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DEMONSTRATION..Soit F un fermé irréductible de € avec 2€F et
F#€ (ga existe puisque 2z est fermé dans €.). Si dim(Fﬂ?K)=1

on a FO¥, et comme ¥; est ouvert dense de € (¥ est plat sur

Spec R) on aurait F=®, c’est impossible. On a donc dim(FN¥.)=0
et FN€,={z}U® ol ¢ est fermé dans €;. Il existe Z C F un fermé
avec 2N€ =0. Alors F={z} U S U (FN€,), comme F est irréductible
on a F={z) ou F=I ou F=(FN€,). La seule possibilité est claire-
ment F={z}, ce qui montre que {z)} esi un fermé irréductible de

codimension 1.

LEMME 6. Soient K,k définis selon (1), R est un annecu de valua-
tion de K/k dont t,R est 1’ idéal maximal f:2+8z=Spec R un morphisme
.de schéma plat, p:SpecK=Z un S-morphisme, E(resp. 1) le point

fermé (resp ouvert) de 8, Zy=f ' ({n})(resp Z,=f 1 ({£})) la Ffibre
- générique (résp. spécitale) . Alors les propriétés suitvantes sont
équivalentes;

i) It existe un S-morphisme @:S+Z qui prolonge o,
ii) on a {p(n)} N Z,#83.
Si de plus & est séparé, on a card ({p(n)}NZ,)<1.

"DEMONSTRATION. i) implique ii). On a o(&)E{p(n)) et f.p(&)=f ainsi
pP(EYEX, .

ii) impligue i) Seit xE{D(nj}ﬂﬁk, on a le diagramme ci-
-contre. Soit 9 (resp.q) le maximal de
N _ & (resp.6, ,), on a qD9N6, , (c’est

‘OD('!) L,p (2

K é——— 6, ,(», x€{o(n)}) et t ,€q (c’est x€Z,). Montrons
que i.pj ,,(F, ,)=R. Sinon il existerait

‘T _ a€d, ., tel que t]'=i.e% ,,(a), il suit

[ & R

X, x
que 1-t,a€kero*Nd, ,. Or p=kerp*, ainsi

1-t,a€pNB, ,Cq d’ ol 1€H, c’est impossible. Ainsi i.p" induit un
R-homomorphisme local de O, , dans R ; le lemme 7T, ci-apreés,
montre alors gque p admeil un prolongement.

L’unicité du prolongement résulte du fait gue & est séparé

sur S. . N

LEMME 7. Soient K,k définis seZoﬁ (1), R un annead de valuation
de K/k , & un schéma sur Sz8Spec R, A une R-algébre qui est

un anneau local, & le point fermé de Spec A, p : Spec A~ Z
2+ A est un R-homomorphisme

un S-morphisme, alors p§ : 6, , .,
local. Réciproquement, sotent XEZ, ¢ : Oy, 2 A un
R-homomorphisme tocal, aleors il existe un unique S-morphisme

p i Spec A =» Z tel que x=p(&) et p=p% .




2)

‘titons d’une wvarieble. Alors il existe une rartie finie,

“Boient {f,

1’ élément & définit un point x de P}
alors il suit facilement de (1) et (2) que pout tout ZGC(K)

‘muni d’une valeur absolue discréte (i.e
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REMARQUE 1. Sotfent L=®&(C) le corps des foncticons de la courbe C
définie selon (1), |.|* la waleur absolue sur K définie selon
te lemme 4, 84.2.1, % les valeurs absolues |.| sur L proton-

geant |.|° et telles que (L,|.})/(X,].1’) soit un corps de fonc-
non vide

de ¥ Zelle que P, ne soit pas satisfaite.

C’est bien entendu le théoréme 3 et le théorédme 2, §3.4.
fy5..,f, les éléments de L définis dans la démonstra-
[£,€6c -~ ,1f,(x)<1, 1<i<n). Alors

tion du théoréme 3,U={x€C 7,
(E),sx

la réduction canonique U® de U définit un ensemble fini non vide
Q={] . lyseees].]4) @’ éléments de % tel que If;],;€1, 1<ig<n, 1<j<s
(voir la démonstration, ii) implique i) du théoréme 2, §3.4).
Montrons qu’il n’existe pas TE€EL transcendant sur K et tel gque
{] Il,...,l.ls} soient exactement les prolongements & L de la

valeur absolue de Gauss {.1, sur K(T) associée & |[.]|* et & T.

.Supposons le contraire.

Alors f, est racine d’un polyndme P, (Z) irréductible
sur K{(T) avec les propriétés qui suivent -

m

Pi(2) = vy o (T) + u, \(TIZ +...% u; ., (T)Z ' avec w,, ;(TYEKIT]

i

e, p (TX[,=1, fu; ,(T>|,€1 (parce que I£;1;€1 pour 1£j<s.)
: i

Par le lemme de Krasner il est facile de montrer qu’ il

existe £€K*'f, entier sur R’ (1’ anneau de valuation de |.|*)

avec [u; . (£)|=1 pour 1<ign.
i
L’ injection K(T)c,L définit un morphisme fini p ¢ C#PQ,
. 8Boit y€C avec o(y)=x,

f;(2z) est entier sur K°. Cela contredit

au-dessus de y 1'élément
%} ne satisfait pas la propriété

bien le fait que {(X,|.{*) : C ;

‘de-Skolem (F={Ff,,f,,.0.,f.3).

REMARQUE 2. Les notions "Trige" chez E. Lamprecht et P. Roquette

‘[La2], [Ro1l]l.

Soient (L/K,[.}|) un corps de fonctions d’une variable
|L¥|~2) tel que L/K soit

un corps de fohnctions d’une variable.

_ Selon Lamprecht ([La21, (L/K,}.|) satisfait 1& propriété
"Trage"” s’'il existe TEL-K avec |T)=1, T résiduellement transcen- -

dant sur K et [L:K(T)1=[T:K¢T51.
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Selon Roquette [Roll, (L/K,]|.|) satisfait la. propriété
“Trdge" si pour tout sous-K-espace vectoriel E de L de dimension

finie on a dim E=dim.E.

On peut montrer que "Trige* selon Lamprecht implique "Tra-
ge" selon Roquette. En revanche 1’autre implication est fausse.
Bn effet, le corps des fonctions (L/K,|.];) de la remarque 1
satisfait la propriété Trige selon Roquette et non celle selon

Lamprecht.

En revanche gi {(X,].1):;%,} satisfait la propriété de
Skolem les deux notions de "Tridge" sont équivalentes.

4.3. IL N°Y A PAS DE TRANSFERT POQUR LA PROPRIETE DE
SKOLEM. ‘

PROPOSITION 12.Soient (K,}.[|) un corps ﬁalué complet pour une valeur
absolue discréte, 1.e. |K*|~2 et T est une uniformisante, supposons
que le corps résiduel k de K soit le corps des nombres complexes.

Soient T transcendant sur K, I.I‘ la valeur absolue de Gauss sur

K(T) associée & |.| et & T. Alors le corps valué K(T),|.1,) ne
satisfait pas la propriété de Skolem. .

DEMONSTRATION. Soient L=(K(T),|.|g),L0 son anneau de valuation,
Q;R(T) son corps résiduel:
L°[X,Y,Z]

Scit A = = L°C[x,y,2z] la L°-algébre

(Y2Z-(X-2Z) (X+Z) (X-HTZ))
graduée par deg L°=0, 1 = deg x = deg vy = deg z. Soient
€=Proj(A), €, (resp. ©,) la fibre générique (resp. spéciale) ;

est une courbe elliptique sur L avec un point rationnel,

alors €,
plus

€, est une courbe elliptique sur # avec un point rationnel,
précisément il existe une courbe elliptique E sur k avec E..)=%,.

Dans cetie situation € est la jacobienne de €, €, celle
de €, et €, celle de ¥,. Comme €, a un invariant j transcendant
sur K le groupe €, (L) est de type fini ([Lal, p. 139).
On a €, ({)DE(Ck) et EC(k)~C/A comme groupe {cu A est un réseau de C).
Cela permet, comme pour la proposition 11 (§4.2.1) de montrer qu’il
existe a€¥, un point fermé tel gque {a}¢{§}n€, pour tout point

y€¥,, fermé dans ¥,.

Comme pour le théoréme 3 du §4.2.2, on peut donc montrer

que-{(L,[.!;);QL} ne satisfait pas la prepriété de Skolem.
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