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Abstract. Let k be an algebraically closed field of characterigtic- 0, W (k) its ring of
Witt vectors andR a complete discrete valuation ring dominatiigk). Consider finite
groupsG =~ (Z/pZ)", p > 2,n > 1. In a former paper we showed that a given realization
of such aG as a group ok-automorphisms of[[z]] must satisfy some conditions in order
to have a lifting as a group dgt-automorphisms oR[[Z]. In this note, we give for everg

(all p > 2,n > 1) a realization as an automorphism grougp£]] which ca be lifted as a
group of R-automorphisms oR[[ Z] for suitabler.

0. Introduction

Soitk un corps algébriqguement clos de caractéristigue 0 etC/k une
courbe lisse compléte et irréductible de gepre ¢(C). Dans cette not®
désigne un anneau de valuation discréte complet extension finie de I'anneau
des vecteurs de WitV (k) etz un paramétre uniformisant d& Ce travail

est une contribution a I'étude de la question suivante :

Relévement global.Soit G un sous-groupe fini de AytC) et soit

le revétement quotient de courbes lissesksUist-il possible de trouveR
comme au-dessus et un revétement galoisien fini de courbes relatives lisses
SurR,C — D = C/G quireléve le revétemerit — D ?

Résultats.
e Si(|G|, p) = 1llaréponse est oui pour toRt par Grothendieck, SGA I.

o If |G| > 84(g(C)—1) laréponse est non due a une contradiction utilisant
les bornes d’Hurwitz.
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e Si G est cyclique d'ordree (resp.p?e), avec(e, p) = 1, la réponse est
positive ([O-S-S], resp. [G-M 1]).

e Si G n'est pas cyclique il est facile de donner des obstructions combi-
natoires au relévement portant sur la ramification supérieure des groupes
d’inertie, ceci méme dans le cas abélien ([G-M 1], [B]) ; on est ainsiamené
a considérer la question suivante :

Relevement local.Soit G un sous-groupe fini de Agk([[z] est-il possible
de trouverR comme au-dessus et un relevement@en un groupe de
R-automorphismes dB[[Z] ? i.e. a-t-on un diagramme commutatif :

Autykl[z]] <«— AUtz R[Z]

T/
G

Dans ([G-M 1)), utilisant les techniques de la géométrie rigide, nous
avons établi un principe local-global (voir [B-M], pour une interprétation
cohomologique utilisant la théorie des déformations a la Schlessinger), ce
qui conduit & examiner seulement la question locale. Dans le césesi
cycligue on a une conjecture (cf. [O1] I.7 et [O2]) qui semble raisonnable,
en particulier aprés [G-M 1].

Conjecture. 1. SiG estcyclique d’ordrep”e, avec(e, p) = 1, laréponse
(aux questions de relévement) est positive.

2. Pour R, on peut prendréV (k)[¢,)] oU ¢, désigne une racine primitive
n-ieme de l'unité.

Dans ce travail nous nous intéressons a la forme “Galois Inverse” de
cette conjecture, elle a 'avantage d’étre encore une vraie question méme
pour lesp-groupes.

Probléme Galois Inverse Soit G un p-groupe fini, existe-t-il une réalisation
deG comme groupe dieautomorphismes ddfz] qui se reléve en un groupe
de R-automorphismes dR[[ Z] pour un anneau de valuation discr&ni
sur W (k) convenable ?

Dans ([G-M 2] II. 3.3.3) on a utilisé des groupes formels de Lubin-Tate
et leurs endomorphismes pour construire des exemples d’automorphismes
du disque sans inertie en et d’'ordre p” pour toutn ; ainsi le probléme
Galois Inverse a une réponse positive dans le cas cyclique (cette méthode se
limite au cas cyclique puisque les sous-groupes finis, pour la composition,
de I'anneau des endomorphismes d’un tel groupe formel sont cycliques!).
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Nous montrons le

Théoréme. Le probléme Galois Inverse a une réponse positive dans le cas
desp-groupes abéliens de tyge, p, ..., p).

Ce théoréme est montré dans [G-M 1,2] dans le ca&dpZ)? seule-
ment pourp = 2 ou 3.

Afin de bien situer les difficultés nous allons d’abord rappeller les obst-
ructions (sous forme de conditions nécessaires et suffisantes) au reléevement
local dans le cas oG ~ (Z/pZ)? et telles qu'elles ont été dégagées dans
[G-M1] (voir aussi [B] pour une généralisation des congruences nécessaires
dans le cas d'un groupe quelconque, et [G-M2] Chap. IV pour des exemples
non abéliens).

Dans ce qui suit on supposera glecontientz, une racine primitive
p-ieme de l'unité, alors :

Théoreme (G-M 1).SoitG un groupe abélien de type, p). SoientG;,
1<i<p+1, lesp+ 1sous-groupes d’ordrep. Supposons qué est
un groupe dek-automorphismes de[[z]] et que lesG; sont arrangés de
telle sorte que les extensiokz]% /k[z]¢ ont pour conducteurs:; + 1,
Lavecm, < my < ... < m,.1. Soitm; 4+ 1 le conducteur de I'ex-
tensionk[[z]l/k[[z]¢/, alors si 'on peut releverG en un groupe deR-
automorphismes dB[[ Z] les deux cas suivant peuvent se présenter :

ler Cas : Supposons que, < mo. Alorsmq, = —1mod p, m} = mop —
mi(p — 1), m; =my, €tm; =mq, pour2 <i < p+1
2eme Cas : Supposons qug = m». Alorsm; = m; = —1mod p, et

m;=mypourl<i <p+1
Dans chacun des cas les deux revéteme@g]¢ /R[Z]° fori = 1, 2
ont(p — 1)(m1 + 1)/ p points de ramification géométriques en commun.
Inversement siny = —1mod p et si 'on peut relevek[z]% /k[z]°
pouri = 1,2 de maniére que les revétements correspondant djent
1)(m1 + 1)/p points de ramification géométriques en commun, alors la
normalisation du compositum de ces deux revétements rgeyek[[z]°.

Contrairement a ce que I'on pourrait croire cette derniére condition n’est
pas seulement de type combinatoire puisque la géométrie des points fixes
d’'un automorphisme d’ordre p du disqueX := SpecR[Z] obéit a des
conditions métriques et différentielles (cf. [G-M 2]), par exemple suppo-
sons pour simplifier que n’est pas l'identité modular, quiilam + 1
points fixes géométriqueg = Z;, (Zo = 0 par exemple) avea: < p
alors ([G-M 2] Th. 1ll.3.1.) cesn + 1 points se répartissent em + 1
classes distinctes dans le disque fermé centré en 0 et dergyptm (p —

1), de plus si I'action des dans I'espace tangent €1} est donnée par

1SiG,=<o0;>m+1= vz(0i (z) — 2)
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o(Z —2Z) =" 7(Z — Z)ymod(Z — Z;)?, les entiers;; mod p (appelés
données d’Hurwitz) régissent les équations sur la droite affine définis-
sant ces classes modulp— 1)/ ; les solutions sont alors en nombre fini
modulo lesk-automorphismes de la droite affine. En fait les automorphismes
qui doivent rentrer en jeu dans nos réalisations sont necessairement de grand
conducteurn + 1 (voir par exemple les congruences dans le théoreme), les
possibilités géométriques pour les points fixes sont alors plus difficiles a
décrire et contraignantes. Dans le gas= 2 puisque la seule possibilité
pour les données d’Hurwitz eBf = 1 on peut espérer une solution avec
une géometrie simple; c’est ce qui se passe et c’est un guide pour le cas
général.

Je remercie Jean Marc Couveignes pour I'interét qu'il a porté a ce travail.

1. Construction de polynémes auxiliaires

Dans ce paragraphedésigne un nombre premier quelconque.

Pourn € N* on notel, = {(e1,...,¢,) € {0,1,...,p —1})" —
©,...,0}etl, :={0,1,..., p — 1}*. Dans ce qui suit nous utiliserons
les polyndmes suivants :

jTl’l(X].stn) = ]_[ Z EiXi EZ[X]_,,X"]
(€1,...,€n)€l, 1<i<n
Ad, (X1, ..., Xi .o X)(X)
= [1 X+ Y X))
(€1, \Eirenn €n)EL_1 1<j<n,j#i
€ Z[X1, ..., X; ..., X, [X;] et
M,(X1,....X,) == [ ¥ emaXi,....Xi, ..., X,)
(€1,...,€n)€l, 1<i<n
(Ad (X1, ..., Xiy oo, X)) (X0))P ™2

ol X; signifie que I'on omef;.

Avertissement. Le lecteur pourra lors d’'une premiere lecture admettre ce
lemme et se reporter directement & la condition (*) ci-dessous, I'utilité n’ap-
paraissant qu'au moment de la preuve du théoréme.

Lemme. Les polynémes
T (X1, ..., X,) et I,(X1,...,X,) € Z[Xq, ..., X\l

ne sont pas identiguement nuls modplo
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Preuve. La preuve se fait en évaluantles mondmes de plus haut deg(¢ en
Puisque AG, (X1, ..., X;, ..., X,)(X;) est modulgp un polyndme additif
enX; ([Se] Chap. 5 85),on a

n—1

Ad, (X1, ... X1 X)) (X)) = boX,, + ba XD + -+ XI'
ainsi
Ty (Xla ey Xn) = T[n—l(Xls ey Xn—l)

[T Ad,(X1.....X, 1. X)X,
1<j=<p-1

= —m_1( X1, ..., X_1)
[Ad (X1, ..., Xp1, X,)(X,)]7 " modp
= T 1(X1s o Xy )X D
D’autre part pout < n,ona:
Ad, (X1, ..., Xir .o X)(X) =

[T Adya(X1, ... Xivooo Xue)(Xi + jX0) =
O<j<p-1

[T Ad, 1(X1,.... X ..., X, (X))
O0<j=<p-1

+ .]Ad n—l(Xla AR )?i’ AR | Xn—l)(Xn)) mOdp =

- Ad nfl(X]n cee Xia cee s anl)(Xi)

[Ad 1 (X1, .o, Xiy oo, Xm)(X)1P 72+ ... modp =

Ay (X1 K X ) (X)) XYY 4 modp.
Ainsi

I1,(X41,...,X,)modp =

E 1_[ { l_[ [ Z Ei [771172(X1a ° Xia cet anl)

e,€{0,1,...,p—1} (e1,...,€4—1)€l—1 1l<i<n-1
A n—2 2
(A1 (X1, oo Ky XXX 2007 4
n—1
+ ey (T 1(X1, .., X )X P2 4 O]} et

n—1 _2
E = 1_[ [énnn—l(xlv R Xn—l)sz (=2 +...]
(€1,...,€,)=(0,...,0,¢,)€l,

d’ou le lemme par récurrence sur O

La condition (*). Unn-uplet(as, as, ..., a,) € &y satisfait la condition
(%) si:I,(ay,...,a,) Z0modp.

Nous utiliserons le lemme précédent sous la forme suivante :

Il existe une infinité de upleés, as, ..., a,) € &y satisfaisant(x) ;
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i.e. lesn éléments d&:'¢,
Tp_1(ay, ., ai, ... ,a,)(Ad ,(ax, ..., a;, ... ,a,) (a;))’~?>modp sontlinéai-

rement independants sHj,.

2. Réalisation de(Z/pZ)", p = 2,n > 1

Terminologie. Comme dans [G-M2] nous dirons qu’un revétemeritflest

de typeA,, sic’estun revétement étale de la droite affiffeavec conducteur
m + 1 alinfini.

Dans ce paragrapheest un nombre premier quelconquezet 1.

2.0. La méthode

Expliquons la genése des équations. Examinons d'abord les obstructions
présentées dans le théoreme rappelé dans I'introduction. Supposons const-
ruits deux revétements” = f;(X) pouri = 1, 2 de conducteus; + 1 =

my + 1 = m + 1 et qui satisfont les conditions du théoreme. Des équa-
tions desp — 1 autres revétements de degralans le compositum sont

YP = fi(X)fi(X)aveci = 1,..., p — 1; puisque le conducteur est aussi

m + 1; ceci impligue des compatibilités entre les données d’Hurwitz des
deux revétements, i.e. les racines feX) f1(X) = 0 de multiplicité pre-

miére ap dans le disque ouvert sont au nombresde- 1.

Dans [G-M2 chap. V] on trouve le revétemgntyclique deP* avec des
données d’Hurwitz non triviales, d’équatioit = (1 + X)(1+ o« X)"(1 +
@2X)" .. (14aP 2X)""* := fo(X) (h € N estune racine primitive — 1
ieme de l'unité modulg eta € Zy est la racingp — 1yiéme de l'unité
telle quea = hmod p); on montre que ce revétement a potentiellement
bonne reduction e du type A,_», malheureusement le conducteur est
trop petit pour satisfaire les conditions du théoréme. En fait cette derniére
équation vue modulg s’écrit (modulo des puissangeiemes) fo(X) =
[Tey @+ vX)*@ 0ouV = F, C k ety releve uneF,-forme linéaire
non nulle, c’est cette derniere forme qui se généralise pouF gkespaces
vectoriels de dimension quelconque. Les conditions combinatoires suivent
alors la combinatoire des soiis-espaces vectoriels. Précisément, nous
construisona revétements cycliques de degref; : C; — Pl s 1<ic<

n,ramifiésemr; C IP’l(Q’;,’). Les conditions combinatoires etgéométriques
que nous réalisons sonB# = p" (p — 1), #Bri, N .... N Bry) =
p"*(p — ¥ (analogues aux conditions rappelées dans I'introduction pour
n = 2), le produit fibréCy xp1 - - - xp1 C, induit aprés normalisation un
revétement galoisien intégre: C — P! de groupeZ/pZ)" ayant bonne
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réduction surR := Zy ¢l ] ou¢ estune racine primitive-iéme de I'unité,

A= —1etx?" 'P=D-1 = ) Plus précisément on obtient modutcun
revétement étale de la droite affine qui est totalement ramifié au-dessus de
I'infini (i.e. le groupe d'inertie estZ/ pZ)"). Ainsi ce revétement induit au
niveau des fibres formelles a l'infini une réalisation @& pZ)" comme
groupe der-automorphismes dB[[Z].

2.1. Bonne réduction de revétemeptsycliques déP*

Lemme 1. Soitp > 2etd := p(p — 1)/2, alors il existeH(A, B) €
F,[A, Bl homogéne de degté— p + 1tel que :

[1 (A+iB) = A%427tAd"rt2pr=24 B~ (A, B) € F,[A, B].
ie{l,...,p—1}

Preuve. C’est un cas particulier de ([G-M 2], Th. 4.2); nous en rappelons
la preuve dans ce cas. On peut supposerqyeel, B = X ; soith € Z une
racine primitivep — 1-ieme de l'unité mogb. Alors

fX= T Q+ix'= [ a+ix)"
ie{l,...,p—1} j€{0,....p—2}

modulo puissances-iemes, ainsi

h? S
(X)) f(X) = — = h% (—h? X)X
J(X)/f(X) je{O,Z,:p—Z} 1T X _,-E[o;,,_zy ( )

ke(0,...,p—4}
h? (—hI X)P—3
a1+ hiX
h? (—hI X)P—3
oy 1+WiX

+ X
jel0,...p

= 2
jel0,....p
X)P3N(X

(X) (X) ol

[T @+hiX)

 J€0p2) .
N(X) est un polynébme. Comparant les degrés a I'infini on voit &)
est une constante quivaut > h%(=h/)?2 = -1 € F,; le lemme
j€{0,...,p—2}
suit alors par intégration.o

Cette derniere somme s’exprime sous la forme

Lemme 2. Ici p est quelconque. Soient, ay, ..., a, € IF’,’,lg et

P(X):= I 1+ (Y eanX)™

(€1, ,€7)€{0,..., p—1}" 1<izn
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alors il existe
u =, 1(az, ..., a)[Ad (. ..., a,)(a)]" 2,
0(X), R(X) € F4¢[X] etm, = p"p —1) — 1tels queP(X) =
1+ X0(X))” +uX"(1+ XR(X)).
Preuve. Considérons le polynéme
Ad (X) := I1 X+ > ea),

(€2, ,€n)€{0;..., P—l}'“l 2<izn

c’est un polyndme additif; ainsi

n—

Ad (X) = boX + b1 X? + -+ X" € FU[X]

et
bO = nn—l(aZv B an);

alors

- 5 1 )

P(X)=Xx%" T[] (Ad(%)+iAd ().

ie(l,...p—1) X
Sip > 2, lelemme 1 appliqué a
n— 1 n— n— n—
A= XA () = L by X X

et

n—1

B = Ad (al)X”

montre que le mondme de plus bas degré d€) qui n’est pas une puissance
p-iéme provient de 2t A4-r+2pr=2 et c’est

27Y(d — p + boX?" A (a)P2XP" D = poAd (ay)P2X™.

. ~ 1 — 1 n—
Sip =2,PX) = X? 'Ad (f) + X27'Ad (ap) est encore de la forme

annoncée. o
Lemme 3. Soientay, as, ..., a, € Z’;’ et
P(X) := I1 A+( Y €a)’X)e

(€1,...,€2)€{0,...,p—1}" 1<i<n

alors il existeu € Z’;j avec

u= -T[n—l(a27 ey an)[Ad n(a2’ ey an)(al)]p_z mOdP,
0(X), R(X), $(X), T(X) € Z}[X]
et
m, =p"Hp—-1-1
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tels que
P(X) =1+ X0(X)" +u’X" 1+ XR(X))
+ pX " DIPS(X) + pPT(X).

Preuve. Considérons

P(X) := I1 A+ ()Y €a)X)?
(€1,...,€x)€{0,...,p=1}" 1<i<n
alors
PX"= T[] PEX).

Jj€{0,...,p—1}
Le lemme 2 appliqué mod p donne

IS(X) =1+ X0X)P+uX"(1+ XR(X))+ pS(X)
=1+ X0X)"L+uX" 1+ XR(X)) + pS(X))

ol R(X), §(X) € Z[X]. Ce qui donne

PX")= I @A+X0E X))
}

jef0,....,p—1

[T @A+u@X)™@Q+XREIX) + pSEiX))
}

je{0,...,p—1
que nous regardons moduytd. On a

[T Q+IX0X) el+ XPZX"]
j€{0,....,p—1}
et
[T @+u@X)"™ @A+ XREI X))+ pSEiX)
je{0,....p—1)
= 1 Q+u@@X)y"A+IXREXN+p Y (SE/X)
je{0,....p—1) jel0,...p—1}
[T @+uE*X)"™ @+ *XR(&* X)) modp®.
kel{0,...,p—1}.k#j

De la rationalité suZ’ de la derniére somme et de — DZYIE, X1N
ZM[X] = pZ'[X], il suit que :

> Se'x) Tl (L4 u @ X)y™ (L + "X R(*X)))

je{o,....p—1} kefO,..., p—1} k)
= 0modp.
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[T Q+u@X)™ @+ XREIX)
€ ZYIXPIN L+ X" ZyIX]) = 14 (XP) " DP 2 [XP];

le lemme suit. O

Remarques 1Le relévement simpliste du polyndme considéré dans le
lemme 2 n’est pas suffisament proche d’'une puissariéee pour induire

un automorphisme du disque ouvert sans inertie au bord.

2. Dans le cap = 2, on peut donner une autre famille de polynémes qui
donnent naissance a une meilleure approximation par une puissance 2-ieme
et conduit comme dans la construction qui suit & une réalisatiGat87.,)"

(n > 1). Précisément, on montre la proposition suivante dont la preuve est
laissée au lecteur :

Proposition 1. Soientas, ay, ..., a, € Zj et

P(X) := I A+ (Y €a)?X)

(e1,...,€5)€{0,1}7 1<iz<n
alors il existe
bo :=my(ax,...,a,) €tby,...,b,_1€Zy
tels que

PX)=1+ Y bX? 224 p2x? T mod 4z .

1<i<n-1

SoitR := Z4[x] avecr? -1 = 22 alors I'équationY? = P(X) définit
une courbe hyperelliptique ayant bonne réduction Buelativement a la
valuation de Gauss efi := (2)~%@' -V X de type4,, avecm = 2" — 1.

Proposition 2. Ici p est quelconque. Soiem, ay, ..., a, € Z) avec

Ta_1(az, ..., a)Ad (a1, as, ..., a,)" "% #0modp

et P(X) € Z))[X] comme dans le lemme 3. S@&it:= Zy1¢]n] ou ¢
est une racine primitivgp-iéme de l'unité. := ¢ — leta™ = X ou
m, = p"1(p — 1) — 1. Alors I'équationY” = P(X) définit une courbe
ayant bonne réduction s relativement a la valuation de Gauss 8n=
(A)~P/mn X de typeA,,, .
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Preuve. Dans I'estimation du lemme 3 les changements= AZ + 1 +
XQ(X) etX = (A)P/™ S donnent en réduction pour la valuation de Gauss
relative aS; Z? — Z = u” X" (noter quep/A”~1 est une unité); ainsi le
degré de la différente spéciale vaijt= (m, + )(p — 1) = p"(p —

1)? et puisque le revétement est ramifié gitl(p — 1) points au-dessus
du disque ouvertS| > 1 (noter que le degré de est multiple dep) le
degré de la différente générique valyt= p"~1(p — 1)(p — 1), le résultat
suit alors du critére local de bonne réduction ([G-M1]) ou bien; puisque la
ramification est concentrée dans la fibre formelle a I'infini, de I'égalité des
genres (géomeétriques) aux fibres génériques et spéciales.

2.2. La construction

Théoréme. Le probléme “Galois Inverse” a une réponse positive dans le
cas desp-groupes abéliens de tyfe, p, ..., p).

Preuve. Soientay, as, ..., a, € Zy satisfaisant la condition (*). Poure
{1, ...,n) on définitP;(X) := I1 A+ (Y e€apPX)ie
(€1,...,0)€{0,..., p—1}" 1<j<n

Z7[X] et soitC; — P! le revétement galoisien d’équatioif = P;(X).
Il suit immédiatement de la proposition précédente que: les/étements
C; — P! ont simultanément bonne réduction (en p) de type avec
m, = p"1(p —1) — 1 et ce relativement a la méme valuation de Gauss
définie parS := (»)"?/™ X, d’équationZ” — Z; = u,”S™ ol u, =
Tp_1(ar, ..., @i, ... ,a)[Ad,(ax, ..., 4, ..., a,)(a)]P~2modp.

Considérons alors le produit fibi@& xp1 --- xp1 C,, il induit aprés
normalisation un revétement galoisign: C — P! de groupe(Z/pZ)".
Par la condition (*) les: élémentsz,” sont linéairement indépendants sur
IF,, il s’en suit queC est integre. Montrons qu’il a bonne réduction sur
R = Z';f[n] avecr™ = \.

En effet, le degrél; de la differente du compositum desextensions
z! —Z; =u,"S" estd; = (m, + D)(p — DA+ p+p?+---+p"H =
" Y(p — D(p" — 1) (voir par exemple [G-M 1] I. th. 5.1).

D’autre part pour calculer le degde de la differente génerique du reve-
tementC — P! au-dessus du disque ouvest > 1, on remarque qu'il est
ramifié uniquementen = ( ) ¢€;a;)"” avec les; non tous nuls (ce qui

1<j<n
donne au plug” —1 points du disque ouveif| > 1 deP') et que les groupes
d’inertie sont cycliques d'ordrg, ainsid, < p" 1(p" — 1)(p — 1) = d,.
On conclut a la bonne réduction en appliquant le critére local de bonne
réduction ([G-M1]). Plus précisément on obtient modualoin revétement
étale de la droite affine qui est totalement ramifié au-dessus de l'infini (i.e.
le groupe d'inertie estZ/p7)"). Ainsi ce revétement induit au niveau des
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fibres formelles a l'infini une réalisation d&@./pZ)" comme groupe de
R-automorphismes dB[[Z]. C'est le théoréme.nO

2.3. Géomeétrie du lieu de ramification

On noteD? := SpecR[ Z] la fibre formelle a I'infini deC, alors f induit

un revétement galoisieR® — D°/G ou G =~ (Z/pZ)". Soit Ram le lieu

de ramification; st € Ram, le groupe d’inertie de est un sous-groupe
d'ordrep deG, ainsisil'onnotdG; =< o; >,1<i < (p"—-1)/(p—1)}

les sous-groupes d’'ordpede G ; on a une partition de Rare= [ [ F; par

les groupes d’inertie des points. SHit le modéle minimal semi-stable de

D? qui déploie Ram en des points lisses modulgcf. [G-M 2]); nous
représentons dans le schéma qui suit la fibre spécial¥ de’'est un arbre

de droites projectives pointées par les spécialisations du lieu ramification
Ram.

<Gp <G>

/\

1=<G>

/ 1

p-1 Pl

Ce dessin mérite quelques explications : les groupes indiqués entre cro-
chets< . > représentent les groupes d’inertie des composantes. Pour voir
que celui de la composante interne @stout entier on procéde ainsi : la
composante interne correspond a la réductiorDélgle plus petit disque
fermé dansDfy, contenant Ram ; pour des raisons de symétrie son groupe
d’inertie estG ou bien le groupe trivial. Dans ce dernier cas le passage
au quotient pax o1 > induirait a la fibre spéciale d®° un revétement
p-cyclique deP! qui est aussP!; ce qui via la formule d’Hurwitz montre
gue la ramification est concentrée au point a I'infini i.e. le point correspon-
dant a I'exterieur deb¢ dansD;’K) : maiso laisse au moins une classe de
D< fixe (celle d'un point fixe der;), d’oll une contradiction. Voyons que
D¢ est I'image inverse deX| > 1, soitx; € Ram, fixé palw; la classe
de x; dansD¢ est donc globalement invariante p@ar en particulier cette
classe contient l'orbit&5x; i.e. la fibre au dessus d’'un point de branche-
ment; ainsi par définition d®¢, dans le disque fermé quotien’/G le
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lieu de branchement Rafnt; se trouve réparti en au moins deux classes
distinctes; la seule possibilité est gi¥/ G soit le disque ferméx| > 1.

Le lieu de branchement se répartit alorspgn— 1 classes distinctes et les
classes correspondant au groupe d'inelie=< o, > sont données par
1+ (e1a1)?X =0poure; =1, ..., p— 1. llreste d montrer que les points
fixes deo; dans une méme fibre sont équidistants. Pour cela considérons
dansD¢ le disque ouverD{ correspondant a la classe.dedansD¢ ; dans

ce disque on considere le plus petit disque fefj&ontenant les points fi-

xes dev; € DY ils se trouvent répartis en au moins deux classes distinctes;
ainsi I'un des automorphismes agit non trivialement sur la specialisation et
par symetrie, les;, i > 2 agissent non trivialement.

3. Une autre réalisation de(Z/ pZ)?, p > 2

Dans ce paragrapheest un nombre premier 2.

Nous exhibons 2 revétemeniscycliques deP! qui satisfont les condi-
tions du théoreme de [G-M 1], rappelé dans I'introduction. L'intérét de cet
exemple réside dans la méthode et la géométrie qu’il induit.

Théoreme. Soith € N, une racine primitivep — 1-ieme de I'unité modulo
p eta € Z] laracine(p — 1yiéme de l'unité telle que =~ mod p et soit

foX) =L+ X)L+ aX)" 1+ a2X) .. (1+a?2X)""
=14uX"24+ pXP(X)+ X" 10(X)

weZ etP(X), Q(X) € Z[X].

Pouri = 1, 2, considérons les deux revétemeyits C; — Pb"*[c] d’équa-
. p
tion

X
Y =14+ X" et ¥ = foO(A+ )" —uX")

(A = ¢ — 1 et¢ est une racine primitivep-ieme de l'unité), alors ces
deux revétements ont simultanément potentiellement bonne réduction pour
la valuation de Gauss ef si S := A~?/?~DX respectivement de type
Ap, (ma = p—1) etA,, (my = 2p — 2); les deux revétements ont
en commuri(my + 1)/ pl(p — 1) points de ramification; ainsi le produit
C1 x%p C, des deux revétements induit aprés normalisation un revétement

galoisien f : C — P! de groupe(Z/pZ)? qui a potentiellement bonne
réduction et induit par restriction a la fibre formelle a I'infini une réalisation
de (Z/pZ)? comme groupe deR-automorphismes d&[[Z] pour R :=
Zyielouort =¢ — 1.


Matignon Michel
$f_1$ est défini par $Y_1^p=1-X^{p-1}=(1+X)(1+\alpha X)\cdots (1+\alpha^{p-2}X)$
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Preuve. Lestimation fo(X) = 1+ uX?"? 4+ pXP(X) + XP~1Q(X) a été
expliquée au lemme 1.
Nous allons en déduire une estimation du méme type pour

X p p—2
fo(X) == fo(X)((A+ 7) —uX""0);
posons pour cel¥ = 67, avec) = 07~ ainsi p/6"—1? est une unité,

X -1 ; -2
—0S, A:=pXP(X)+XP10(X) ie fo(X)=1+uX"2+A,

N
X
B =1+ ~1=(1+65)" -1

Nous mettrons dans B&?~Y* poubelle” les termess Z?fg[S] dont les co-

efficients sont en valeur absolue strictement plus petit$)gue= [97P~D].
Suivant ce principe on peut écrite= 0?P~Y(Q(0) + poubelle), alors

X X
fo0 =1+ )"+ (fo(X) = H(d+ )" = uX"? fo(X)
= (14+68)" +uXP 2+ AA+B) — L+ uXP 2+ Aux’?
= (14685 + 6P V(Q0)S" 1+ uS? 2 + poubelle).
Sil'on poseY, = 0771Z 4+ 1 + 6S I'équation deC, devient

OP1Z 414685 —(1+6S)"

0r(—D = Q(0)SP™1 + uS?~2 + poubelle

e R[S]

qui est a coefficients entiers et donne moduald’équation Z? — Z =
Q(0)SP~t +uS?~2j.e. un revétement étale de la droite affine de type
(m2 = 2p — 2)

Maintenant, nous remarquons que le revétenfemst ramifié unique-
ment au-dessus des racines 1-ieme de-1 ainsi qu’au dessus des racines

X . . e
de(1+ =)? —uXP~2 ce qui donne 2 — 1 points de ramification et prouve

gu'il y a potentiellement bonne réduction relativement a la valuation de
Gauss erf. Pour le reste du théoréme on vérifie facilement les conditions
du theoréme de [G-M 1] rappelées dans l'introduction. On peut vérifier cette
fois que I'arbre de la réduction d& qui déploie le lieu de ramification de
f>a2bouts. O
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3.1. Géométrie du lieu de ramification

Comme dans le paragraphe Il, nous représentons la fibre spéciale du modéle
minimal semi-stable qui déploie le lieu de ramification en des points lisses.

<G>

<G>

<G>

Remarque.La méthode que nous venons d'utiliser pour passefyd¥) a

f»(X) a eu pour effet de grossir le lieu de ramification tout en conservant la
potentielle réduction (du typg,_, au typeA,,_»), elle peut étre reitérée
sous une forme adaptée afin de produire des automorphismes dpoddre
disque dont le modéle semistable minimal qui déploie les points fixes en
des points lisses induit un arbre de longueur arbitrairement grande (notons
gue des arbres de longueur arbitrairement grande sont aussi exhibés via les
groupes formels de Lubin—Tate dans [G-M 2] II. 3.3.3).

4. p-Groupes finis et Autz R[[Z]]

Dans ce paragraphe nous montrons que pegtoupe fini peut étre réalisé
comme sous-groupe de AWR[Z] pour un anneau de valuation discrete

R fini surZ, convenable. Bien que ces realisations mettent en évidence la
richesse de AWR[ Z] nous sommes loin de répondre au probléme Galois
inverse, puisque elles correspondent a des actions libres sur le disque ouvert
qui induisent I'identité moduler.

Théoreme. SoitG un p-groupe fini alors il existe un anneau de valuation
discrete fini suZ, et une injectiorG — Autz R[[Z]] qui induit une opéra-
tionlibre deG surSpecR[[Z] x K etl'automorphisme identité moduto, en
particulier I'extension d’anneaux de valuation discrétQZ]](ﬂ)/R[[Z]]g)
est férocement ramifiée.

Preuve. Fixonsasy, ..., a, un systéme de générateurs @eavecg > 2.
Quitte a grossig on peut supposer qu'il existe une courbe propre et lisse
C surF, de genreg telle que lep-rang dem1(C x Fj’,’g) soit nul i.e.

C x IF‘;,’g n'admet pas de revétement étalecyclic (on peut prendre pour

C par exemple un revétemeptcyclic étale de la droite affine de conduc-
teurm + 1 > 2 & linfini avecm suffisament grand). Considérons une



108 M. Matignon

courbe relative su?., propre et liss€ qui releveC (SGA 1); puisque la
fibre génériqgue géometriqud; est une courbe propre lisse de gegren
caracteristique zeéro il suit que;(Cy;) est le compléte profini du groupe
< aip, by, ..., a4, b, | [] [a;i,b;] = 1 >; ainsi il existe un homomor-
1=<i=<g
phisme surjectifo : m1(C;) — G (envoyer par exemple; et b; suro;).
Soit f : Dxy — Cx), le revétement Galoisien étale de groupele Cy
correspondant & il est défini sur une extension fini€ deQ,, on noteR
'anneau de valuation d&. NotonsD la normalisation d€ dans le corps
de fonctions déDx,. Quitte a grossiR, on peut supposer que la fibre spé-
ciale D, deD est réduite (cf. [E]); d’autre part puisqugest unp-groupe
il résulte de [R], cor. 1 p. 181, quB, est géométriguement unibranche et
donc en particulier intégre. Saile point générique d®, dansD et C G
le groupe d'inertie em; montrons qud = G. En effet si ce n'est pas le cas
on peut trouved C H C G avecH # G normal dansG et d’indicep;
alorsD/H — C x R est étale par le théoréme de pureté; ce qui contredit
la nullité du p-rang der;(C x F%*). Quitte & grossik, on peut supposer
gu'il existe un point lisse € D, ; alorsG est groupe d&-automorphismes
de@D,Z, I'anneau local complété ende D qui est isomorphe R[[Z]]. Par
construction I'extensioR[Z]/R[Z]° est uniguement ramifiée €n) et
G est le groupe d’inertie efr). O

Remarque.Dans le cas des-groupes abéliens, on peut montrer le théoréme
en utilisant des groupes formels de dimension 1 (cf. [H] p. 465), nous en
esquissons la preuve. Soigkitune extension finie d@,, R 'anneau des
entiers dek et F(X, Y) € R[X, YT, un groupe formel sur de hauteur:.

On noteF (K“¢) 'ensemblem(K“'¢) c K¢ des éléments topologique-
ment nilpotents (i.e. les éléments Ké's de valuation strictement positive)
muni de la loi de groupe induite p&i( X, Y). SoitA C F(K“¢) son groupe

de torsion. Pour € A N R on definit unR-automorphisme d&[[Z] par
o0(Z) := F(Z,a);onremarque que I'applicatichNR — AutgrR[Z] ainsi
definie estun homomorphisme injectif ([H] p. 465). Comme: (Q,/Z,)"

([H] p. 462), cela donne plein de réalisations gegroupes abeliens comme
sous-groupes de ARIR[[Z] pour R etk suffisament grands, malheureuse-
ment ces groupes d’automorphismes comme dans la construction précédente
donnent l'identite modular (dans un groupe formel on&(Z, 0) = Z).
D’autre part il est facile de vérifier que I'extensi®i{ Z1/R[Z]° est uni-
guement ramifiée e@r).
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