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Similitude simultanée et extensions de corps
avec un théoréme de Lang sur les groupes algébriques sur les corps finis

0 Introduction

Le probleme de la similitude simultanée et de l'extension de corps peut
s'exprimer comme il suit.

Soient KcL deux corps commutatifs, M,,(K) la K-algébre des matrices & n lignes
et n colonnes i coefficients dans K . Soient (Aq,Aq,...,Ay) eM, (K)*,
(B{,Bg,...,By) eM,(K)®. On suppose qu'il existe PeGCl,(L) , i.e. une matrice
inversible & n lignes et n colonnes a coefficients dans L , telle que

PA,P~'=B, pour 1<0<s.

Existe-1-il QeGl,(K) , tel que QA,Q =B, pour 1<0<s?

C'est la question posée par de Seguin Pazzis en 2009 (Q 648, RMS 119-3).
La réponse positive admet une démonstration élémentaire si le corps K est
infini, ou tout au moins s'il possede assez d'éléments.

La réponse a la question est toujours oui. En 2010 [Sel] de Seguin Pazzis a
publié une démonstration de cela qui est valable pour tous les corps
commutatifs, en particulier pour les corps finis. Il utilise essentiellement un
résultat de Kronecker-Weierstrass qui caractérise un systeme de représentants
des couples de matrices (A,B)eM, ,(K)? sous l'action de I'équivalence
simultanée ; de fagon simple (A’,B’) est équivalent 2 (A,B) s'il existe
PeGl,(K),QeGl, (K) et AA=PAQ~!, B'=PBQ!.

Toutefois la démonstration de Kronecker-Weierstrass concernait la situation
ot K=R,C. Dans son article, de Seguin Pazzis donne bri¢vement une
démonstration de la réduction de Kronecker-Weierstrass qui fonctionne pour
tous les corps commutatifs.

Curieusement, la RMS a continué a éditer cette méme question. C'est encore
de Seguin Pazzis qui y a répondu en 2020 en disant que le probleme de la
similitude simultanée et de |'extension de corps n'est autre chose qu'un lemme
de Noether-Deuring. Ce lemme a I'énoncé suivant.



2.

Soient KcL deux corps commutatifs, sl (resp. B) une sous-K-algébre unitaire de
M, (K) . On suppose qu'il existe PeGC,(L) tel que A— PAP™" soit un
isomorphisme de A sur B .

Alors il existe QeGl,(K) tel que A—s QAQ™ soit un isomorphisme de A sur B .

A cette méme époque, on avait suggéré une solution utilisant un théoréeme de
Lang sur les groupes algébriques sur les corps finis [Lal] .

Ici, on reprend cette idée sachant que l'on démontre de fagon presque
élémentaire le théoreme de Lang adapté a cette situation.

1. Similitude simultanée et extensions de corps

Soient KcL deux corps commutatifs, Ay ,B,e M, (K) des matrices carrées & n
lignes et n colonnes pour 1<0<s. On suppose qu'il existe PeGC,(L) tel que
PA,P~'=B, pour 1<0<s.

Alors il existe QeGl,(K) tel que QA,Q ~'=B, pour 1<0<s.

Démonstration

1) On suppose que K est infini.

Alors I'ensemble des coefficients de P engendre un sous-K-espace vectoriel de
L qui est de dimension finie. Soient (eq,es,...,e,) une base sur K de ce sous-
espace vectoriel. On a donc Py,P,,...,P,,eM,(K) avec

P=Pie;+Pyey+ ...+P,e,,.

De la relation PA,=B,P , il suit que P;A,=B,P; pour 1<0<s et 1<i<m.
On considere le polynéme de K[X;,Xs,...,X,,] défini par

S(X{,Xy,..,X,,) :=dét (P;X;+PyXy+..+P, X,) . Ona

S(eq,eq,...,e,)=dét (Pye;+Pgeg+...+ P, e, ) =dét P=0 ; cela montre que
S(X,{,Xy,...,X,,)#0 . Sachant que K est un corps infini, il existe
L1ty s €K avec S(uq,pg,...,i,,) 20 ([Fre] corollaire 2.5.13, p. 103).

Soit @ :=Puqy+Pypug+ ...+P,, 1, , il suit de ce qui précede que dét@Q=0 , que
Q €GlL(K) et que QA,Q =B, pour 1<(<s.
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2) On suppose que K est le corps fini F, a q éléments (avec q=p° oi
p:=car(K)).

Soit K:=(F,) ¢ une cloture algébrique de F, . Montrons qu'il existe
P,eGl,(K;) tel que P{A,P, 1=B, pour 1<0<s.

En effet, soit L;:=LK; le compositum de L etde K;. On a donc
PeGl,(Ly) tel que PA,P~1=B, pour 1<¢<s. Sachant que K; est infini, la
démonstration utilisée en 1) montre qu'il existe @ eGl,(K;) tel que

QA,Q 1=B, pour 1<0<s.

3) Il nous reste donc a considérer le cas suivant avec K= F,>L=(F,) alg
Ay,,BpeM, (K) pour 1<C<s avec PeGl,(L) tel que PA,P -1=-B, pour
1<0<s.

Soit F l'automorphisme de L défini par F(x):=x9 ; en particulier, on a
F(x)=x si et seulement si xeF, . On note aussi F:M,(L) - M,(L)
I'automorphisme d'anneau défini par F([x; ;1; ;) :=[F(x; ;)1; ;; bien
entendu F induit un automorphisme de G¢,(L) toujours noté F . En
particulier F([x; ;1; ;)=Ix; ;1; ; sietseulementsi [x; ;1; ; eM,(K) .
Par hypothese, ona PeGC,(L) tel que PA, =B, P pour 1<¢<s. On a donc
aussi A)P~1=P~1B, et F(P)A,=B,F(P) .
Soient G(L):={UeGl,(L)|UA,=A,U pour 1<0<s}, c'est un sous-groupe
de G0, (L) etona P~'F(P)eG(L) .
Soit f:G(L)—G(L) l'application définie par f(U):=U"1F(U) .
On sait par le théoreme de Lang ci-apres que f est surjective . Ainsi il existe
UeG(L) tel que f(U) =P lFP), il suit que urP-l=FuP 1Y, ce qui veut
dire que @:= UP~1eG?,(K) . Ensuite pour 1<(<s ona

QB,=UP B,=UA,P 1=A,UP1=A,Q.
Il suit que QA,Q ~1=B, pour 1<l<s et QeGl,(K).



4
3. Un cas particulier du théoréeme de Lang sur les groupes algébriques

Théoreme de Lang (cas particulier, [Lal], [Bor] p. 211, [Ser] p. 118)

Soient p un nombre premier q=p® avec a>1, F, lecorpsa q éléments, L une
cloture algébrique de F, et AyeM,(F,) pour 1<C<k.

Soit F [automorphisme de L défini par F(x):=x?. On note aussi
F:M,(L)—M,(L) l'automorphisme d'anneau défini par F(Im; ;1) :=[F(m; ;)].
Soient G(L) :={UeGl,(L) |UA=A,U pour 1<C0<s}, c'est un sous-groupe de
GO, (L). Soit f:G(L)—G(L) lapplication définie par f(U):=U-'F(U).

Alors lapplication f est surjective.

Démonstration

3.1) Construction de l'idéal premier 3 .

Soient X,,X; ; pour 1<i,j<n, 1+n?variables sur L et notons
L[X,,X; ; | 1<i,j<n] l'anneau des polynémes sur L en ces variables.
La lecture des relations matricielles [X; ;1; ;Ay—A,[X; ;1; ;=0 pour
1<0<s , en chaque position (i,j) définissent n®xs polyndémes P; ; , qui
sont homogenes de degré 1 ou nuls.

SOit SE l'ldéal de L[XO7Xi,j | 1SZ,]S7’L] Cngendré par XOdét([Xl,j]L,J )— 1 et
les n®xs polynémes P; ; ;. Assez facilement 8 est un idéal premier.

A LX), X, S|B1gi,jgn]

dans I'anneau integre A .

Soient et xo (resp. x; ;) l'image de X, (resp. X; )

3.2) La construction de gy:A—A

Soient YG?,(L) , Fr(A) le corps des fractions de A et

(1) [x l=lx; 17 'Y[F(x; )1eM,(Fr(A)) .

Montrons que [x] ;1 €M, (A) . En effet, ona xydétlx; ;1=1 et donc

) La 17 =xolAlx; )]

olt A(x; ;) est le coefficient en position (i,j) de la transposée de la comatrice
de [x; ;1; ;,ainsi [x] ;1eM,(A).

(3)  Soit x:= F(xo)déltydét[xi, i1 eAx,

Ensuite il suit de (1) , de xdét[x; ;1=1etde détYeL que
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4) xpdétlx; ;1 -1=0

Par ailleurs, sachant que [x; ;1A,—A,[x; ;1=0, que F(A,)=A, pour

1<0<s, il suit que

) [x; JA;—A,lx} ;1=0 pour 1<0<s.

Soit 6:L[X,,X; ;| 1<i,j<n]l —A défini par 6(Xy) :=xj et 6(X; ;) =%/ ; .

Il suit facilement de (4) et (5) que ¥ cker6 , ainsi 6 induit un
homomorphisme gy:A—>A et comme gy(A) est integre, il suit que ker gy
est un idéal premier de A .

3.3) Montrons que ker gy= {0}
Soient G:=Frac(gy(A)) et E:=Frac(A) , montrons que EG=E .

On aE:Frac(A)=L(xi,j |1<i,j<n) parce que xo:dét[lxi,j] >
G=Frac(gy (A)) =L(x; ;|1<i,j<n) parce que xg :dét[lxl’-,j]'

Ona E9=L((x; ;)9 1<i,j<n) ,alors EIG=L((x; ;)?, x{ ; |1<i,j<n) .
Comme [x] l:=[x; 17'Y[(x; )% ,0ona E‘G=E .

Il suit alors du corollaire de la proposition 1 ci-apres que E est algébrique fini
sur G . Cela montre que dimA=dim gy (A) (la dimension de Krull) ; ainsi

ker gy={0} .

3.4) Montrons que fy (Spm(A)) N f; (Spm(A)) =0

En effet Spm(A) désigne I'espace topologique constitué des idéaux
maximaux de A et fy(M):=gy 1(M) eSpm(A). 1l suit de la proposition 2, ci-
apres qu'il existe aeA—{0} tel que fy(Spm(A))>D(a) ou

D(a) :={NeSpm(A) | ag} et que D(a)=9 .

Sion remplace Y par I, , etdonc gy (resp. fy) par g; (resp.f; ) on montre
aussi qu'il existe beA—{0} tel que f; (Spm(A))>D(b) ou

D(b) :={ieSpm(A) |be I} .

En résumé fy (Spm(A))>D(ab) et f; (Spm(A))>D(ab) et comme

ab=0,ona D(ab)=D ([Fre] corollaire 6.5.3.2). Ce qui est 3.4).



3.5) La conclusion
Soit MeD(ab) ,onadonc M=fy(W;) avec M;eSpm(A), |g,
Le M=gy (M) .

b

X

. . A
Soit u:A—L un L-homomorphisme avec keru=33, alors l
il existe un L-homomorphisme v:A—L tel que )
kervy={; et que u=v,g8y. -

m,

Soient U:=lu(x; ;)1 et Vi:=[v(x; ;)] ,alors U,V;eG(L).
Par ailleurs, il suit de la relation u=v;gy que U=V{'YF(V;).

De la méme fagon, en remplagant Y par I, , on adonc M=f; (Vy) avec
NyeSpm(A) , ie. %:gl_nl(fmg) . On déduit donc qu'il existe V,eG(L) avec
U=Vy'I F(V,) .

11 suit alors de 1'égalité¢ Vi 'YF(V)) =V, 'I,F(Vy) que

Y=(VoViH) 'F(V, Vi) . Ainsi pour tout YeG(L) il existe ZeG(L) avec
f(Z)=Y . Ce qui est le théoreme.

Proposition 1 Soient GcE deux corps commutatifs avec carE=p wun nombre
premier. On suppose que E est de type fini sur G, i.e. E=G(xq,%y,...,x,) et qu'il
existe un entier m>1 avec EIG=E ou q:=p™.

Alors E est algébrique fini sur G .

Démonstration

1) Soient GoFcE trois corps commutatifs, on suppose que E est de type fini sur
G, que E est algébrique sur F , donc fini sur F et que carE=p wun nombre
premier. Soit m>0 un entier. Alors on a [EG:FIG1< [E:F].

Comme x+ x? est un homomorphisme injectif de E dans E, il suit que
[E9:F9) = [E:F].On adonc

(1) El=Fl¢;®F%¢,®... ®F e, avec r=[E:F] .
Il suit facilement que

) E?G=F%Ge;+F9Gey+... +FiGe,,

ainsi

(3) [E9G:FIGl<r=|E:F].
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2) Soient G et E qui satisfont les hypotheéses de la proposition 1.

On souhaite montrer que E est algébrique sur G.

Supposons le contraire, on a donc dim,;,(E/G)=s>1 . On a donc une famille
(¢1 ,%9,...,t5) de E qui est algébriquement libre sur G, i.e. G(¢;,¢y,...,¢)
s'identifie au corps des fractions rationnelles sur G 4 s variables et de plus E
est fini sur G(¢; ,tg,...,t,) .

Facilement

(4) (G(ty,tg,...,t)IG=G(t/, t], ...,tsq)

et

(5) [ Gty by, ...t :G(t], t], .. ,tDH]=q" .

Il suit de 1) avec F:=G(¢; ,ty,...,t;) que

(6) [E9G: (G(ty ,tg,...,t))IGI< [E:G(ty ,ty,...,t)] .
Compte tenu de EYG=E , et de (4) , la formule (6) devient
7) [E:G(t], t)],...tDI < [E:G(ty ,tg,...,t)] .
Enfin

®) [E:Gt], t)],...tDH]1=

[E:G(ty ,ty,...,t) Gty , by, ..., 1) 1G], ], ..., tD].

Enfin compte tenu de (5) , (8) est en contradition avec (7).
Ce qui veut dire que seule I'hypothese E est algébrique sur G est a retenir.

Remarque On pourrait ajouter que E est séparable sur G . La proposition 1
se trouve essentiellement dans [La2] proposition 4.9, p. 366.

Proposition 2 Soient K un corps commutatif, A une K-algébre de type fini qui est
un anneau integre, 8:A—A un K-homomorphisme injectif. On suppose que Fr(A)
est algébrique fini sur Fr(g(A)) . Soient Spm(A) [espace topologique constitué des
idéaux maximaux de A , f:Spm(A) — Spm(A) [application continue définie par
FO) =g~ XM . Alors il existe acA—{0} tel que D(a)c f(Spm(A)) o
D(a) ={MeSpm(A) | agIN} est ['ouvert principal associé & a et on a D(a) =D
([Fre] corollaire 6.5.3.2).



Démonstration
On a donc A=Klt;,ty,...,t,1=g(A)[t1,ty,...,t.]1 et t; est racine d'un
polynéme de la forme by ;+b; ;X+...+b, ;X% ,avec by, ;eg(A) et by ;#0.

Soit b:=by 1bg, 9...bs ,,onadonc b=g(a) avec acA . Il suit donc que
A [i] est entier sur g(A [%]) . Si donc I est un maximal de A [i] , l.e. un
élément de D(a) , alors g() est un maximal de g(A [i]) et il existe un
maximal ¢, de A[%] avec M;Ng(A [%])=g(§m) ([Fre] théoréme 8.2.4). Cela
montre bien que D(a) c f(Spm(A)).

Remarque La proposition 2 est un cas particuli¢rement simple d'un théoreme
de Chevalley qui décrit I'image d'un morphisme de variétés algébriques ([Har]

3.19 p. 94)
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