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Ecoulements géophysiques

Motivation

L’eau recouvre 71% de la surface terrestre, il est important de comprendre les écoulements
géophysiques pour :

@ Prédiction de I'évolution de la qualité de I'eau (polluants, salinité...) ;

@ Production d’énergie (marée motrice, refroidissement des centrales nucléaires,
barrages hydroélectriques...) ;

@ Evaluation des risques et conséquences de catastrophes naturelles (inondations,
tsunamis, rupture de barrage...);

@ Anticipation de I'évolution du littoral et de I'écosystéme marin en réponse au
réchauffement climatique ;
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Ecoulements géophysiques

Différentes classes de modéles

Plusieurs types de modéles peuvent étre considérés a différentes échelles :

@ Modele particulaire (échelle microscopique) : chaque particule est considérée
individuellement (position + vitesse), et il faut résoudre toutes les collisions (trés
colteux);

@ Modele cinétique (échelle mésoscopique) : hypothése de continuité (nombre co de
particules), fonction de distribution des particules se déplagant a une vitesse donnée +
opérateur de collision;

@ Modele macroscopique : hypothéses de continuité et de libre parcours moyen nul
(équilibre hydrodynamique toujours atteint), EDPs sur les quantités d'intérét
observables;

Dans la suite, on s’intéresse plus particulierement au cas des écoulements cbtiers =
modéles particulaires inadaptés pour dériver des méthodes numériques.
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Ecoulements géophysiques

Equations de Saint-Venant

surface libre ¢;

fond rigide z ;

hauteur d'eau h = ¢ — z;
vitesse horizontale u;
débit g = hu;

Systéme de Saint-Venant :

oth+90,hu =0
{ d:hu + 0y (hu? + gh?/2) = —ghdxzp (SV)

@ Décrit un écoulement fluide incompressible sans phénoméne de dispersion ;

@ Dérivé a partir des éqg. d’Euler a surface libre par moyennation verticale (voir par ex.
D. Lannes. From the swell to the beach : modelling shallow water waves.) ;
@ Hypothéses requises :
o HIL<x1;
o la vitesse horizontale du fluide est bien approchée par sa moyenne verticale ;
e Jzp = —pg (approximation hydrostatique) ;
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Ecoulements géophysiques

Equations de Saint-Venant

Le systeme (SV) peut étre mis sous la forme d;U + 0,F(U) = S(U) avec la variable
U=(h,q)7, leflux F(U) = (q,g?/h + gh?/2)T et le terme source S(U) = (0, —ghdxz,)".

Valeurs propres du systéme : 1. = u = +/gh (stricte hyperbolicité si h > 0).
L’unicité de la solution est obtenue en imposant I'inégalité d’entropie non conservative

Oi[n(U) + ghzp] + 0x[G(U) + 9qz,] < 0 1)
avec n(U) = (g?/h + gh®)/2 et G(U) = (g°/h® + 2ghq)/2.

Nombre de Froude : 3t = [ul/ \/gh

Rapport entre la vitesse des ondes matérielles et celle des ondes de gravité.

Pour un écoulement cétier, &t < 1. Typiquement, u est petit et h est grand = écoulement
proche d’un état d’équilibre (lac au repos).

On s’intéresse donc a des schémas conservatifs, positifs, préservant les états d’équilibre, si
possible admettant un équivalent discret de (1), et efficaces méme lorsque &r devient petit.

Stratégie : exploiter une représentation cinétique pour dériver un schéma macroscopique.
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Représentations cinétiques

Fonction de distribution et équilibre hydrodynamique

On considére f : (t, x, &) — R? la densité des « particules » qui, au temps t et au point x, se
déplacent a la vitesse v(&). Ici, & € (=, d¢) est appelé paramétre cinétique. On peut alors
définir Uy(t, x) := [ f(t, x, &) d€.

Si la bathymétrie est plate, f vérifie :
Q[f](t, x,
[f1( £) @)

Oif + v(£)Okf
&

@ Q est un opérateur de collision modélisant les transferts de particules (changement de
vitesse résultant d’'une collision).

@ creprésente le libre parcours moyen entre deux collisions. Plus ¢ est petit, et plus un
nombre important de collisions a lieu sur un intervalle de temps donné. La densité f
tend alors formellement vers un équilibre hydrodynamique M :

U — U, F(1X6) — M(Ueq(1,X). ) 3)

L’opérateur de collision est choisi de sorte a vérifier Q[f] = 0 & f = M(Ueq. ¢).
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Représentations cinétiques

Fonction de distribution et équilibre hydrodynamique

A la limite € — 0, I'éq. (2) devient :

9M(U, &) + v(£)0xM(U, &) = Q(t, . &) (4)

On relie cet équilibre au systeme (SV) en imposant les relations de moment :

L M(U,£) dé = U, f V(E)M(U, ) dé = F(U) (RM)

Sil'on pose Pipe = (? 8) on a le résultat suivant :

Lemme (Représentation cinétique des éq. de St-Venant)

Soit M vérifiant (RM). Alors U est solution faible de (SV) ssi M(U, &) vérifie I'équation
cinétique 0;M + v(€)0xM + g(0x2Zp) PiopoM = Q(t, X, &) avec fE Q(t, x, &) dé = 0 pour presque
fout t, x.
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Représentations cinétiques

Entropie cinétique

Comment choisir la Maxwellienne ?
Soient U, D, R? deux convexes tels que Vt, x,& U(t, x) € U et M(U, &) C De.

Définition (Entropie cinétique)

H: D, x = — R est une entropie cinétique associée a M si H(-, &) est convexe sur Dy et :

ﬁ H(M(U,£),6)dé = n(U) YU € U (EY), f H(M(Uy. £),£) dé < f H(f.)devE  (E2)

—> (E1), (E2) et la convexité de H(-, &) permettent de retrouver l'inégalité d’entropie.

Deux possibilités pour choisir M :

@ Connaissant H, on détermine M en minimisant la fonctionnelle f — fz H(f, &) d¢ sous
les contraintes (RM). L’égalité (E1) peut étre vue comme une définition de n.

@ Connaissant 1, on choisit M telle que pour presque tout & € =,
M(-, &) e M7 := {M: U — R2, (M')T5” est semi-définie positive sur U}. Ceci garantit
I'existence d’une entropie cinétique.
Pour plus de détails, se référer a :

Francgois BoucHut. “Construction of BGK Models with a Family of Kinetic Entropies for a
Given System of Conservation Laws.” (1999)
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Représentations cinétiques

Dérivation d’'un schéma cinétique

Choix des paramétres cinétiques :
@ = =R avec d¢ la mesure de Lebesgue.

° V(&) =& MU.8) = L (;) (2gh - (£ - u)?),.

Remarque : le choix de la Maxwellienne minimise I'énergie f — fE (‘%2 fo + ’%fg’ + gzbfo) d¢
avec f = (1,£)"fy sous les contraintes (RM).

Benoit PertHAME et Chiara Simeont. “A kinetic scheme for the Saint-Venant system with a
source term.” (2001)

Plut6t que de dériver un schéma macroscopique directement basé sur I'équation cinétique,
on fait une approximation de type BGK : d;f + v(£)0,f = (M(Uy, &) — )/ e.

Il s’agit de I'équation (2) avec Q[f] = M(U;, &) — f (opérateur BGK).

Discrétisation :

@ Discrétisation uniforme du domaine [Xmin, Xmax] Par N cellules (C;)1<i<n centrées en
(Xi)1<i<n- L'interface entre les cellules i, i + 1 est notée Xj,12.

@ U approximation de la moyenne de U sur C; au temps t", M?(&) := M(U', ).
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Représentations cinétiques

Dérivation d’'un schéma cinétique

s . - Of = (M(Uy, &) - f)/e (5a)
Mise a jour basée sur le splitting BGK :
O f +v(€)oxF=0 (5b)

Etape 1 : relaxation
Partant de U(t", ), toutes les collisions sont effectuées de maniére instantanée (¢ — 0 dans
(5a)) et I'état d’équilibre est immédiatement atteint : f(t", x, &) = M(U(t", x), £).

Etape 2 : convection
On détermine f(t™'~, x, £) la solution au temps At" de (5b) couplé & la donnée initiale
M(U(t", x), &).

La 2°me étape est approchée a I'aide d’un schéma volumes finis décentré amont :
_ At : - VM., (&) siv(E) <0
n+1 _ n _ = [EN _En n - i+1
fi (é:) - Mi (5) Ax [FI+1/2 Fl—1/2]’ F1+1/2 { (?;:)Mn(f) si V(f) >0
La mise a jour est obtenue au niveau macroscopique grace aux relations de moment :
n+1 n+1— n Atn n n
Ui = _ fl ( )df U [chethue(u U,+1) cmethue(u/ 1 U )]

avec Foingique (U], Ufy) = [ VEM( ,+1,§)d§+fv v(E)M(U}, &) d.
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Représentations cinétiques

Dérivation d’'un schéma cinétique

Gestion de la topographie : reconstruction hydrostatique au niveau macroscopique.

@ Reconstruction U;,, ,,

@ Permet un décentrement du terme source S/.

de la solution au voisinage gauche/droit de I'interface i + 1/2.

@ Préservation des états d’équilibre.

At" ~
U,'”+1 = U,n - E[Fcinétique(u,qsz, U£1/2+) - Fcinétique(uirl”gfa U,',I1/2+)] + Atns/'n

Emmanuel Aupusse et al. “Kinetic entropy inequality and hydrostatic reconstruction scheme
for the saint-venant system.” (2016)
Avantages de I’approche cinétique :

@ Outil puissant pour dériver des schémas numériques.

@ Positivité, préservation des états d’équilibre, entropie cinétique.
Inconvénient : condition CFL trop restrictive lorsque &r <« 1 :

At" < mi ( ) ( Ax )<< min Ax
1<:<N U]+ w /gh” 1<1<N [u?l(1 + w/Er) 1<isN (U]

w dépend du support de M (dans notre cas w = V2).
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Splitting des ondes

Coordonnées (£, q)

Objectif : On cherche a avoir des pas de temps
plus grands. Pour y parvenir, on aimerait impli-

&
et T _____ .
zl,<z)J h(z,z)] E o 88 citer le traitement des ondes de gravité.
M —> nécessite un splitting d’ondes.

Réécriture des équations de Saint-Venant en coordonnées (¢, q) :

0l +0,xq=0 3
{ G + 0T /(L — 2) + 912 - 9L2) = ~0LDy2s (SV-9)

On peut mettre (SV-¢) sous la forme 6;U + 0, Fy (U) + 8,F_(U) = SL.(U) avec U = (£, q)",
Fu(U) = (0,0°/(C = 2) + 92%/2)T, FL(U) = (. —9¢2)" et SL(U) = (0, -9dx2p)"

Remarque : ;U + 0xF.(U) = S, (U) correspond a la linéarisation des éq. de Saint-Venant
autour d’un lac au repos.

. . , _ 0 0 s _ [ 01
On note ensuite que les Jacobiennes F, (U) = (gg i 2u)’ F/(U) = (—gz 0)

admettent respectivement pour valeurs propres Ay, (U) € {0, 2u} et A7 (U) € {+ /=gZ)}.
= Fy. décrit un phénomeéne de convection, F_ décrit la propagation des ondes de gravité.
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Splitting des ondes

Schéma macroscopique avec splitting d’'ondes
On s’appuie donc sur le splitting d’ondes :
{6,U+<9XFNL(U) =0 (6a)
0:U + 6,F (U) = S_(U) (6b)

Intégration en temps : Euler explicite pour (6a), implicite pour (6b). Impliciter le terme
source est important car il s’agit d’'un terme raide. De plus, ceci permet au schéma de
préserver les états d’équilibre avec un traitement centré de S, (U).

Uin+1/2 - U,n _

At" E n n = n n
Ax [Fa(UF, UL4) — P (UL, UD)]

+ Atn = n+ n+ = n+ n+ Atn n+
an+1 - Uln 1/2 _ H[FL(U, 1,U* 1) _ FL(UI*_11,U(- 1)]+ HSLJ1

i+1

avec §" = (0, 9L Az, ;)" et Azy; = (Zo41 — Z5i-1)/2. Pour le flux numérique, on choisit
par exemple le flux de Rusanov :

. 1 N
Fin(Us, Up) = E[FL/NL(UG) + Func(Up) — aunc (Ub - Ug)], aynL = Eiagfll(/l[/m)ﬂ

Georgij Bispen et al. “IMEX Large Time Step Finite Volume Methods for Low Froude
Number Shallow Water Flows.” (2014)
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Splitting des ondes

Résultats numériques
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Splitting des ondes

Interprétation cinétique

Interprétation cinétique du schéma précédent ?
Une approximation cinétique BGK pour chacune des deux parties du splitting d’'ondes :

Oifur + WNL(E)OxFuL = [MNL(Up , &) — fuLl/e (7a)
{ath + VL(E)OxFL + 9(0xZo) Propof. = [ML(Uy ,€) - fL]/e (7b)
Choix des parameétres cinétiques :
@ Modeles a deux vitesses : = = {—1, 1}, d¢ mesure de probabilité uniforme sur =.
@ Vitesses cinétiques : WL (€) = écn, VL(E) = écy.
@ Maxwellienne choisie comme combinaison linéaire de U et Fn (U) :
Minc (U, €) = aunc (U + Bunc (§) Func (U) (8)

Les relations de moment imposent : apn () = 1 et Bunc(€) = 1/vun(é)-

L'existence d’une entropie cinétique est conditionnée par o- (M, (U, ¢)) C R,
= o(F/ . (U)) € [-cune. cunc]-
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Splitting des ondes

Interprétation cinétique

Schéma en trois étapes :

@ Relaxation d;fyL = [My(Uy, . &) — ful/« vers I'équilibre hydrodynamique ne tenant
compte que du phénoméne de convection.

@ Evolution de la distribution des quantités d'intérét liée au transport cinétique :
OrfuL + WNL(E)OxfuL = 0.

© Relaxation et transport cinétique simultanés pour la partie linéaire du splitting des
ondes (7b).

Les deux premiéres étapes sont traitées explicitement et correspondent au schéma avec
splitting BGK pour la partie non linéaire du splitting des ondes :

At"
U,-n+1/2 = U,n - E[FNL,cinétique(Uina U,n+1) - FNL,cinélique(Ufn_1a U,n)]

avec  Fnicinetique(Ua, Up) = f
v(£)<0

WNL(E) ML (Up, &) dé + f WNL(E)M\L(Ug, &) dé

v(€)>0

1 1
= 5[_CNLUD + Fau(Up)] + E[CNLUG + Fau(Us)]

On reconnait le flux de Rusanov pour ¢y = maxi<i<n [(Ax, )71
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Splitting des ondes

Interprétation cinétique

Traitement de la partie implicite : sans splitting BGK.

fll_qﬂ B fl?,i VL) f|2711/2 - flfﬂ1/2 %P et _ ML(U271’ £) - f[’f ©9)
ING L Ax Iax ol = :

1
T2

ou U= [ (e

On souhaite passer a la limite € — 0. On réécrit pour cela le schéma (9) sous la forme d’'un
systeme 4N x 4N :

. X " fort siv(é)>0
[f£i1(_1) + f£i1(1)] et flf,i+11/2 = { fbﬁ sinon
1
Anv£+1 -B"+ ZRVSH (10)

avec le vecteur d’'inconnues V™' définit par blocs de taille 4 :
(VI Daiasiai = (175501, 15(=1), 175501, 5h(=1)) V1<i<N

& L.g.i L.g.i
-1 1 1/c. 1/cL
. . 1 -1 -1 /C|_ -1 /C|_
La matrice R = diag(R;, ..., Ry) avec: R, =
oA W "T-gzilc.  —9zilc -1 1
gzvi/cL  gzvi/cL 1 —1

Equivalent discret de f.(t, x.£) > My (Usq(t. x).£) - si la limite V™' =% V™" existe, il
faut que V""" € ker R.
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Splitting des ondes

Interprétation cinétique
Les matrices R; sont semblables & diag(—-2,-2,0,0) = 3P ¢ R*"*N R = PDP".
- - 1
Le schéma (9) est donc équivalenta: A"W™' = B" + Q—DWQ*1 (11)
E

avec W/ = P~V A" = PTA"P, et B" = P'B".

En introduisant 7 = {j € [1,4N], D; # 0} et J = [[1,4N] \ 7, 'équation (11) se décompose
a la limite comme :

an —n+1_-n
Arg Wy =By (12)
W, -0

Algorithme 1 : Schéma cinétique implicite pour les ondes de gravité

An
1 Assembler ijy

2 Déterminer W™ solution de (12);

—n+1

3 Calculer V;m =PW; ;

et B",};

. . . —h+l . . .
4 Appliquer les relations de momenta V,  pour obtenir la solution macroscopique ;
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Splitting des ondes

Interprétation cinétique

On peut finalement montrer le résultat suivant :

Proposition

Supposons Z\gx 4 inversible. Alors W' solution de (11) converge et sa limite vérifie (12).
De plus, le schéma décrit par I'algorithme 1 est équivalent au niveau macroscopique au

schéma : Af? A
Ut = U - TR U - FuUn U + 1S

i+1

avec F; le flux de Rusanov associé a F;.

Points problématiques :
@ Positivité ?
@ Décentrement local plutét que global ?

@ Conditions aux bords ?
Alternative : traiter la partie implicite par un splitting BGK.
_ At" _ _ Az, _
71 = MUUP™2,8) = @I — 2] — 9A 2 Prgo

— on perd I'équivalence avec le flux de Rusanov au niveau macroscopique.
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Splitting des ondes

Alternative avec splitting BGK
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Conclusion et perspectives

Pour résumer :
@ Approche cinétique intéressante pour dériver des schémas.

@ Les schémas explicites induisent un pas de temps trop restreint lorsque r <« 1.
Solution : splitting d’'ondes.

@ Nouveauté : interprétation cinétique du splitting d’ondes.

Pistes a explorer :
@ Procéder sans splitting d’'ondes = une seule représentation cinétique au lieu de deux.
@ Représentation cinétique a 4 vitesses v(&), 1 <i < 4.
@ Modele cinétique continu.

v(l) v(2) v(3) o)
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