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— Exercice 1 eoco == Un systéme 2*2 et une matrice inverse
On permute les deux lignes, et on applique le pivot de Gauss (qui ne comporte ici
qu’une seule étape) :

{x+my=b

T+my=>
—
mx + Y =a Lo«—Ly—mL;

(1-m2)y=a—mb

On doit distinguer selon que 1 —m? = 0 ou 1—m? # 0, c’est-a-dire selon que m € {—1,1}

ou pas :
b—m

e m¢ {—1,1}. On a alors y = ‘f:;’ig puis z = b —my = 7=5. Ainsi, le systeme a

b—ma a—mb)
1-m2°’ 1-m?2 /"

rTt+y=a
r+y=>
* Sia # b, le systéme est incompatible et n’a pas de solution.

une unique solution : le couple (

e m = 1. Le systéme devient { . On distingue alors deux cas :

* Sia =0, les deux lignes sont égales, et le systéme a une infinité de solutions :

S = {(z,—z + a),z € R}. Cet ensemble coincide avec la droite de coefficient
directeur -1 qui passe par le point (0, a).

e m = —1. Le systéme devient { ; . On distingue alors deux cas :

* Sia # —b, le systéme est incompatible et n’a pas de solution.

* Sia = —b, les deux lignes sont égales, et le systéme a une infinité de solutions :
S = {(z,z + a),z € R}. Cet ensemble coincide avec la droite de coefficient
directeur 1 qui passe par le point (0,a).

On sait que la matrice M est inversible si et seulement si pour toute colonne B = ch) ,

le systtme M X = B a une unique solution, qui est alors M ~'B. D’aprés I’analyse
précédente, c’est le cas si et seulement si m ¢ {—1, 1}, et la solution est alors

b—ma
1 ma — b
_ [ 1-m2 | _
x=(58) == ()

On déduit que M est inversible si et seulement m ¢ {—1,1}, et la matrice inverse se
déduit des solutions du systéme :

= Exercice 2 eoo === Inverser une matrice
Apres inversion selon une des méthodes du cours, on trouve

24 -4 -5
At= 8 -1 -2
-13 2 3

Voici les détails, par exemple par un algorithme de Gauss-Jordan sur la matrice A,
augmentée de la matrice I3 sur laquelle nous répercutons les étapes de l'algorithme
transformant A en I3 :

1 2 3[1 0 0 1 2 3|1 00
(A|Ls) <= [ 2 7 8|0 10 — 0 3 2]-210
34 8(00 1 /23 \o0 —2 —1]-3 0 1
123/ 1 00
— 03 2| -2 10
Lz—Ls+2Ly 0 0 % _L33 % 1

On effectue alors un deuxiéme algorithme du pivot en partant du bas :

12 3/ 1 00 1 2 0 40 -6 -9
0 3 2| -2 10 LS 0 3 0|24 -3 —6
00 §|-% 3 1/ \0 0 5]-8 35 1
1 0 0| 24 -4 -5
— 0 3 0|24 -3 —6
S AU

On conclut en effectuant des dilatation sur les lignes :
1 0 0] 24 —-4 -5 1 0 0| 24 -4 -5
0 3 0|24 -3 —6 — 01 0] 8 -1 -2

1 13 2 LyoiL

00 5({-%5 35 1 LoodL. 11-13 2 3

On déduit la valeur de A~! annoncée.
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= Exercice 3 ee0 === Un outil pour les suites récurrentes linéaires (TD 13
exo 23)

1. On associe a la suite (up)n>0 'équation caractéristique
P=2r—2 <= r*—2r+2=0.
Le discriminant vaut A = —4, on a donc deux racines complexes conjuguées :
rir=1—17 et ro =1+1.
La suite (u,) vérifie alors
VneN, wu,=arl+p8ry, (a,B)eC?

Si on veut une expression réelle, on met les racines de I’équation caractéristique
sous forme exponentielle :

r = \/567

[Ny

et rg = \@ei%,

et on a alors

VneN, w,= ()\cos(n4 )+ usm(nZ) V2, (A p) e R2

Afin de trouver les valeurs des deux constantes, on utilise les conditions initiales :

A=1 — A=1
(AcosZ + psin T)y/2 =2 n=1
Ainsi on a

VneN, w,= (cos(@) + sin(

™) 4 sn("T) V.

4

2. Le but dans les questions suivantes est de retrouver lexpression de (u,) par un
calcul de puissance de matrice. En particulier, on évitera de se servir de la question
1.

a. On a X, 11 = [ ntl . Aprés lecture des combinaisons
+ 2 2
Up 42 Unp41 — 2Un

linéaires intervenant dans X, 1, on introduit la matrice A = ( 02 2) On a
alors X, 11 = AX,,.

b. Par une récurrence directe, on a
n
X, =A"X,.

c. On montre la propriété par récurrence.

e Initialisation. Pour n = 0, la formule proposée donne

Vv2cos(%)  sin(0) . 0
< 2cos(”4) ﬁsin(f{)) =l =4

et 'initialisation est bien vérifiée.

Hérédité. Supposons la propriété vraie au rang n. On a alors
+1 i
A = A x A" — ( 0 1) " V2" 2cos( ntlnyy ﬁ?sm(—ﬂ-)
-2 2 V2" cos(Z nd2 ) No sin(2H )
_ (\/in+2 cos(“2) N sin("fw))

Tn+1 Yn+1

+u>

Ou par soucis de lecture, les coefficients de la deuxiéme ligne sont donnés
séparément par

Tnyl = \/§n+1 (—2 cos("Jrl )+ 2\/5(:05(”““2 ))
Y1 = V2" (=2sin(§) + 2v2sin(2Em))

Les coefficients de la premiére ligne sont ceux attendus, il reste a travailler
sur les expressions des coefficients de la deuxiéme ligne. Commencons par
faire apparaitre la bonne puissance de V2 en mettant 2 en facteur :

Tns1 = V2 (= cos(ZH7) + V2 cos(2E27))
Ynt1 = \/§n+2 (—sin(%7) + v/2sin( 2 7))
Or on a avec les formules d’addition

n+1 7r) \/§ (n+1 ) \/§ . (n—i-l
T+ —) = —cos ) — —sin T
4 4 2 4

cos( ) = cos(

et donc

2 1 1
ﬁcos(njl— ﬂ):cos(njl_ ﬁ)—sin(njl— )

On déduit que

2 1
fcos(n ) Jr\/icos(nJr ) = fsin(nJr )
et finalement, avec la formule cos(6 + 5) = —sin6 :
1 1 +3
—sin(n+ W):cos(n+ 7T+%):COS(n4 ).

. 3 . .
On obtient que z,11 = \@WF co&(””w) ce qui est bien la valeur at-
tendue pour que la propriété soit héréditaire. Par des calculs similaires
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(le mécanisme est le méme en remplgant cos par sin dans la plupart des
. 2 .
formules), on obtient y,11 = \/§n+ sin(2+27). On obtient au final :
1

n+2 n+1 .
A V2 +3 cos(ZE27) /2 +2 sin( 2 )
V2" cos( o3 o) V2" sin(2 nt2ny )’

et I’hérédité est prouvée.

On déduit la propriété annoncée par principe de récurrence.

d. On déduit des questions précédentes que

n+1 n4+1 n . no
X, =A"Xo = \/§n+2 cos(* izW) \7/31 Sm(4+1) (;)
V2 T cos(ZE27) V27 sin(ZHn)

4

En prenant la premiére ligne de cette relation, on retrouve
+1 n+1 .n
un = V2" cos( 1 ) +2v2" sm(zﬁ)

—-v2" (\/5(\2@ cos(gw) - g sm(4 ) + 251n(z ))

=+2" (cos(4 ) + sin(gﬂ))
On retrouve la valeur trouvée avec la méthode utilisant ’équation caractéristique.
—— Exercice 4 eco === DL a l'ordre 1 (TD 14 exo 1.2)  On pose f(z) =

Arctan(xz + 1). La fonction f est définie et dérivable sur R. On peut donc écrire la
formule de Taylor-Young a 'ordre 1 en O :

f(@) = f(0) + zf'(0) + of).

On a f(0) = %2. De plus, par dérivée d’'une composée on a :
VeeR, f(x)= _

’ 1+ (1 +2)?

et donc f/(0) = 1.
Ainsi, on a
0
f@) -5 =2 4 ola)
On déduit que
T x
i e

- Exercice 5 eoo
1. Onae“*—1 ~ u.

u—0

= Un équivalent pour une puissance (TD 14 exo 2.2)

Inax

2. On passe sous forme exponentielle en écrivant zv—1=¢% —1.Or limg o Inz _ q,

3 1 .
Ainsi on peut appliquer I’équivalent de la question précédente avec u = % :

—— Exercice 6 eco === DL d’un inverse (TD 14 exo 7.1)
faire le DL du dénominateur en 0 & l'ordre 3 :

On commence par

2 3
x x
T=1l4z+ =+ = +o(z*

5t Tol)
et donc

22 28 3

1+e"=2+x+ -+ — +o(z°).
2 6

Puisque cette fonction ne s’annule pas en 0, on peut faire le développement limité de
I'inverse, en mettant en facteur le coefficient dominant :

1
1+e®

1
2+ o(a3))

1
C2(14 L2

Or on a le développement limité suivant :

1
= 1—u+u*—u®+o(u?).
1+ u u—0
Ainsi, onposeu=§+%+%+o(:r3)—x( +2 +ﬁ+0( )).Avant de se lancer,

on forme les développements limités de u? et u> en fonction de z, en gardant en téte
qu’on arréte les développements limités & l'ordre 3 : :

1 x x? 2 1 1 x x? x3
2 2 2 3
= + — +—+ = —+2X =X -+ = — 4+ — 4+ .
U T (2 1 2 0( )) x (4 X 5 X 1 o(x)) o(x )

et

22 3 23
u = 2® (;4-4—1—12—1—0( )) :xS(%+o(1)):§+o(1‘3).

Par ailleurs, puisque © ~ o 5, on a pour une fonction g quelconque :
~T—>
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Ainsi, on a

1 x 2 x3 x? x3 x3
= 1— 2_ .3 3 = 1—(=2 bl bl s
[T UHw —wtolw) S 1=-(G+r+p)+r+T -3
3
_ . 3
x:Ol 2+24+0(:r).

+ o(2®)

Remarquez que tous les termes de reste ont été regroupés en un seul. Finalement :

1 1 x oz 3
T3eroo02 4 ag o0

= Exercice 7 ee0 == Une étude locale (vue en PTSI1)

1. On a, en 0, le déveoppement suivant :

x?2 ot

hiz) =1+ =+ = 4.
ch(x) +2+24+0(x)
Par composition de DL, on a également en 0 :

2 4

1+ a2 =1+%—%+0(:¢4).
Ainsi on a, en 0 :
x? 1
che —/1+22 = 5t o(zt) = x4(6 + o(1)).

Ainsi il existe un voisinage de 0, noté V, telle que

Ve e W{0}, chax —+/1+22#0,

de plus, celle fonction reste du signe de é sur V, donc positive.

. La fonction f est bien définie sur V\{0} comme quotient de fonctions dont le déno-
minateur ne s’annule pas.

. On a déja le DL du dénominateur en 0, avec un coefficent dominant de degré 4. On
va donc faire un DL du numérateur, qui est clairement C® sur R et admet donc un
DL a n’importe quel ordre en 0. Pour connaitre 'ordre du DL & effectuer, on fait
I’analyse suivante sur le DL du numérateur : si 'ordre dominant est inférieur ou égal
a 3, la fonction ne sera pas définie en 0, tandis que si le coeff dominant est supérieur
ou égal 4, on pourra simplifier avec le DL du dénominateur, et on aura le DL a
Iordre 1 du quotient en allant & I'ordre 5 pour le numérateur. Cette analyse faite,
lancons-nous en faisant les DL des différents termes & 'ordre 5, puisque 1’énoncé
suggeére que le quotient admet un DL. On a par composition de DL, en O :

(0 (o) (o) (20

5
2 6 24 o o)

e =1+2x+

et donc, les autres DL faisant partie de la liste des DL a savoir, on a en O :

2 =14 2¢ + 202 + 42 4 20 4 A2y o(45)
cosle—”—?-i-gi—ko(x‘r’)

sinx:x—%+%g+o(3:c5) \ . i
In(l-2)=-2-%—-% - % — % +o(x°)

En ajoutant tous ces DL, on constate que les terme d’ordre inférieur ou égaux a 3
se simplifient, et on obtient en O :

2 : 54 32° 5
e —cosx—2smx+5ln(l—x)+5x:—gac —T-FO((E ).

On va également pousser le DI du dénominateur a 'ordre 5 afin de faire le quotient.
Cela ne nécessite pas de calculs : puisque la fonction est paire, on sait qu’il n’y pas
de termes d’ordre impaire, et donc on a en 0 :

che —v1+2% = %4 +o(z°) = x4(} + o(x))

Ainsi, on obtient

gt 320 4 005
f(z) = 8334(% ﬁoz;))( ) (—g - %x) x %O(x) = (—% - gx)(l +o(z))
15 9
=—7 3% + o(x)

. Le DL précédent indique que f admet une limite en 0 :

15
li = ——
lim f(z) = -,
ainsi on peut prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) = —%. De plus,
9

toujours avec le DL, on voit que f est dérivable en 0, avec f/(0) = —3.
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