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Exercice 1. (1) Calculer l'inverse de 13 dans l'anneau Z {57Z.

(2) On pose P pXq � X5 � X � 1 et QpXq � X3 � 1. Calculer l'inverse de QpXq dans
l'anneau QrXs{xP pXqy.

(3) On pose P pXq � X5 �X � 1 et QpXq � X3 �X � 1. Calculer l'inverse de QpXq dans
l'anneau pZ {2ZqrXs{xP pXqy.

Exercice 2. Soit K un corps.
(1) Soient P pXq et QpXq dans KrXs. Montrer que P pXq et QpXq sont premiers entre eux
si et seulement si P pXq �QpXq et P pXqQpXq sont premiers entre eux.
(2) Trouver P pXq, QpXq P KrXs tel que pgcdpP pXq, QpXqq � pgcdpP pXq�QpXq, P pXqQpXqq.

Exercice 3. (1) Trouver tous les x P Z {24Z véri�ant 7x � 2.
(2) On pose P pXq � X4 � 2X2 � 1 P pZ {7ZqrXs. Trouver tous les QpXq P pZ {7ZqrXs
véri�ant pX2 � 1qQpXq � X3 � 2X � 2 mod P pXq.

Exercice 4. (1) Calculer dans QrXs le reste de la division euclidienne de pX � 3q2016 par
X2 � 6X � 8.
(2) Calculer dans QrXs le reste de la division euclidienne de X2016 par X2 � 2X � 1.

Exercice 5. Soient K un corps, P pXq P KrXs non nul et QpXq un diviseur de P pXq.
(1) Montrer qu'il existe des polynômes F pXq, GpXq P KrXs véri�ant P pXq � F pXqGpXq,
F pXq et GpXq sont premiers entre eux, QpXq divise F pXq et tout facteur irréductible de
F pXq divise QpXq.
(2) En déduire que le morphisme canonique pKrXs{xP pXqyq� Ñ pKrXs{xQpXqyq� est
surjectif.

Exercice 6. Trouver tous les couples px, yq P pZ {10Zq2 véri�ant 2x� y � 1 et x� 2y � 3.

Exercice 7. Quels sont dans pZ {3ZqrXs les polynômes unitaires irréductibles de degré 2 ?

Exercice 8. L'anneau pZ {2ZqrXs{xX4 �X2 � 1y est-il un corps ?

Exercice 9. Quels sont les éléments inversibles de l'anneau pZ {2ZqrXs{xX3 � 1y ?


