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Dans l'intitulé du cours, « élémentaire » signifie qu’on étudie des figures « simples »
comme des droites plans, polygones, polyédres, coniques, etc, ce qui ne signifie pas « facile »
pour autant.

On va étudier la géométrie affine réelle et la géométrie euclidienne réelle. On refera de la
géométrie du Lycée, mais d'un point de vue plus moderne, en utilisant ’algebre linéaire.

1. ESPACES AFFINES REELS DE DIMENSION FINIE

1.1. Espaces affines réels. Lorsqu’on fait de la géométrie, on manipule des points et des
vecteurs (ce n’est pas la méme chose...) La notion suivante enrichit celle d’espace vectoriel
€en ce sens.
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Définition 1.1.1. Soit F un R-espace vectoriel ®. Un espace affine de direction E est la
donnée d'un ensemble & non vide et d’'une application

EXE—&
(a, %) —a+7
telle que
(i) Mae&)a+0=ua;
(i) (Va e &) VT, YEE) (a+Z)+y=a+ (T+Y);
(i) (Va,be &) A e E)b=a+ 7.
Les éléments de & s’appellent des points.

a. Une grande partie de ce qui suit se généralise & des espaces vectoriels sur des corps quelconques.

Remarque. (a) Dans cette définition, on a commis l'abus (systématique par la suite)
de noter de la méme fagon la loi d’addition de F et 'application & x £ — &. 1l est
toutefois important de ne pas les confondre.

(b) L’espace vectoriel E n’est qu'une partie de la donnée de l’espace affine &.
(c) On ne peut pas additionner les points.

Notation. (1) Sia,b € &, 'unique vecteur F tel que b = a + & se note ab, voire b — a.
(2) Si & € E, on pose

Tz & — &
a—=a+7

c’est la translation de vecteur #. C’est une bijection de & dans lui-méme (et on a
—1
T; =T_z).

Proposition 1.1.2. Sia,b,c € &, on a :
(1) ad = 0;
(2) bd = —ab;
(3) ab +bé = ac (regle de Chasles).

b

A

Démonstration. (1) ad est Punique (¢f (iii)) vecteur Z € E tel que a 4+ Z = a, c’est donc 0
en vertu du point (i).

(2) D’apres (ii) on a b+ (bd +ab) = (b+bd) +ab =a+ab="b = b+ 0, de sorte que
bd + ab = 0 d’apres (iii), et donc bd = —ab.

(3) Dapres (ii) on a a + (ab+b¢) = (a +ab) + b = b+ b = ¢ = a + aé, de sorte que
ab + bl = a¢ d’apres (iii). O

Exemple 1.2. (1) Soit £ un R-espace vectoriel. On peut le munir (canoniquement)
d’une structure d’espace affine sur lui-méme grace a sa loi d’addition. Cet exemple
est un peu déroutant, puisque les éléments de E sont vus a la fois comme des points
et comme des vecteurs.

(2) Soient E un R-espace vectoriel, F' un sous-espace vectoriel de F et a € E. Alors
a+ F ={a+ ¥, &€ F} est un espace affine de direction F' (c’est la situation qu’on
rencontre dans la pratique).



Géométrie élémentaire, licence 2°™° année 3

(3) Soit & le plan (celui du lycée). Un bipoint est un couple (a, b) de points de &. Deux
bipoints (a,b) et (a’,b") sont dit équipollents (et on note (a,b) ~ (a’,)) si [ab/] et
[a’b] ont méme milieu, soit encore si abb’a’ est un parallélogramme. C’est une relation
d’équivalence (exercice facile). Si F = & x &2/ ~ désigne I'ensemble quotient, il est
facile (bien qu'un peu fastidieux) de montrer que E est naturellement un R-espace
vectoriel (de dimension 2), et que & est un espace affine réel de direction E. Bien
entendu, le vecteur ab n’est autre que la classe du bipoint (a, b).

(4) L’ensemble des solutions d’une systéme d’équations linéaire avec second membre est
un espace affine de direction 'espace vectoriel des solutions de 1’équation homogéne
associée.

(5) Dans le méme ordre d’idées, ’ensemble des solutions d’une équation différentielle
linéaire d’ordre n est un espace affine de direction ’espace vectoriel des solutions de
I’équation homogeéne associée.

Définition 1.2.1. (Vectorialisation d’un espace affine) Soient & un espace affine réel de
direction F et a € &. L’application

©,:8—F

b— ab
est une bijection (par définition). Par transport de structure, il permet de munir & d’une
structure de R-espace vectoriel, isomorphe a E. Bien entendu, cet isomorphisme et la

structure de R-espace vectoriel qui s’en déduit dépendent du choix de a : en général il
n’y a pas de structure naturelle d’espace vectoriel sur &.

Définition 1.2.2. La dimension de 'espace affine & est dimg(FE) € NU{+oo}. Les
espaces affines de dimension 0 sont réduits & un point. On parle de droite (resp. de
plan) affine.

Définition 1.2.3. Soit & un espace affine de direction E. Un repére de & est la donnée
d'un couple B = (w, (@)iel) ou w € & (origine du repére) et (@)ia est une base du
R-espace vectoriel E. Pour tout point m € &, il existe (\;)ies € R unique tel que
WM = Y  Ni€, te. m o= w+ y_. ;N6 La famille (\;);e; s’appelle les coordonnées
cartésiennes de m dans le repére ‘B.

1.3. Barycentres. Dans tout ce paragraphe, & est un espace affine réel de direction E.

Soient n € Nyg et (a1, \1),...,(an, A\n) des points affectés de coefficients (c’est-a-dire
ai,...,a, € & et A,..., A\, € R). On leur associe I'application
p: & — F

n

—>

a > g \;aa;
i=1

Pour a,b € &, on a p(a) — ¢(b) = (Z?Zl )\Z)EE. Il y a deux cas :

e Si)y ", X\ =0, alors ¢ est constante.



4 Géométrie élémentaire, licence 2°™° année

e Sidy ' A\ #0, alors ¢ est bijective.

Définition 1.3.1. Avec les notations qui précédent, si > ., A; # 0, il existe donc un
unique point g € & tel que ¢(g9) = Yo, \iga; = 0. On lappelle le barycentre de
(a1, A1), ..., (an, A\n). On le note

Bar ((a1, A1), - . ., (an, An))

En fixant une origine w € & (ce qui permet de vectorialiser &), on peut déterminer g grace

a la formule p(w) = p(w) — ¢(g) = (Z?:l Ai)@, de sorte que

(%) = 3 1/\ Z)\Zwaz

Proposition 1.3.2. Soient (a1, A1),. .., (an, A,) des points affectés de coefficients tels

que Z?:l Ai # 0.
(1) (Homogénéité) Si A € R alors

Bar ((a1, A1), ..., (an, AN,)) = Bar ((a1, A1), .. ., (an, An))
(2) (Associativité). Soit p € {1,...,n — 1} tel que 37 Ai#0et Y77 A #0. On
pose g1 = Bar ((a1, \1), ..., (ap, Ap)) et g2 = Bar ((aps1, A\p+1), - - -, (an, Ay)). alors

Bar ((a1, A1), - -+, (an, A\n)) = Bar <(g1,z>\z>, (gg, Z i ))

i=p+1

Démonstration. (1) résulte immédiatement de la formule (x).
Pour (2), posons g = Bar ((a1, A1), ..., (an, A\n)). On a

1= 3 g = (Sonam) + (3 aam) (S + (3 a)ams

i=p+1 i=p+1

ce qui équivaut a l’égalité annoncée. O]
Notation. Lorsque > ; \; = 1 et seulement dans ce cas, on écrit g = Y. | N;a;.

1.4. Sous-espaces affines. Dans tout ce paragraphe, & est un espace affine réel de direc-
tion E.

1.4.1. Définition, premiéres propriétés.

Définition 1.4.2. Une partie % C & est un sous-espace affine si elle est non
vide et stable par barycentre, i.e. pour tout systéme (ai, A1),...,(a,, \,) de points
affectés de coefficients tels que ai,...,a, € F et Y ., A # 0, on a encore
Bar ((a1, A1), .-, (an, \n)) € ZF.

Exemple 1.5. &, {a} poura € &.

Proposition 1.5.1. (1) Si elle est non vide, l'intersection d'une famille de sous-
espaces affines de & est un sous-espace affine de &.
(2) Si A # @ est une partie de &, il existe un plus petit sous-espace affine de & qui
contient A. On 'appelle le sous-espace affine de & engendré par A.
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Démonstration. (1) Soient {.%; }ic; une famille de sous-espaces affines de & et F = N;c;1.%;.
Soient (a1, A1), .., (an, \y) un systéme de points affectés de coefficients tels que Y1 | A\; # 0
et ay,...,a, € F,et g=Bar((a1,\1),...,(an,\n)). Pouri € I,onaay,...,a, € ¥ C F,
donc g € .%;. Comme c’est vrai pour tout i € I, on a g € Nie;.%; = F.

(2) C’est I'intersection de tous les sous-espaces affines de & qui contiennent A. O

Définition 1.5.2. Si le sous-espace affine engendré par une partie A C & est & en entier,
on dit que A est affinement génératrice. Cela signifie que tout point de & peut s’écrire
(pas de fagon unique) comme un barycentre d’éléments de A.

Théoréme 1.5.3. Soit .% C & non vide. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) F est un sous-espace affine de &';
(ii) (3a € F) {am, m € F} est un sous-espace vectoriel de E;
(iii) (Va € F) {am, m € F} est un sous-espace vectoriel de F.
Si .Z est un sous-espace affine de &, alors le sous-espace vectoriel F':= {am, m € F}
de FE est indépendant de a, et 'application . x F' — F induite par & x £ — & définit
sur % une structure d’espace affine réel de direction F'.

Démonstration. On a bien str (iii)=-(ii). Supposons (ii) : soient a tel que
F,:={am, me F}CFE

soit un sous-espace vectoriel de E. Soit (ai, A1), ..., (a,, A,) un systéme de points affectés de
coefficients tel que a1,...,a, € F et Y . | \; = 1. Posons g = Bar ((a1, A1), ..., (an, \p))-
On a

n
ag=>»_\aa; € F,
i=1

parce que (Vi € {1,...,n}) aa; € F, et F, est stable par combinaisons linéaires. On a donc
g € . par définition de F,, et ¥ est stable par barycentres : ¢’est un sous-espace affine
de &.

Supposons (i), et soit a € Z (il en existe vu que .# est supposé non vide). Comme
précédemment, posons F, = {am, m € #} C E. Montrons que F, est un sous-espace
vectoriel de E. Soient ¥,y € F, : il existe b,c € .F tels que ¥ = ab et § = ac. Soient
A, i1 € R. Montrons que A+ py € F,. Soit g = (1 —A—p)a+ Ab+ pc € F le barycentre de
((a, 1= X=p), (b, A), (c,pt)). On a alors g = a + AT + pif de sorte que AT + g = ag € F, :
on a montré (iii).

Supposons que % soit un sous-espace affine de &. Soient a;,as € % : on dispose des
sous-espaces vectoriels F,, et F,, de E. Si T € F,,, il existe m € .Z tel que & = a;m. On a
alors & = aym — aza; € F,, parce que a;,m € #. On a donc F,, C F,,. Par symétrie, on
a aussi l'inclusion inverse, et F,, = F,,. O

Remarque. (1) Il résulte du théoréme que les sous-espaces affines de & sont les parties
de la forme .% = a+ F ot a € & et F est un sous-espace vectoriel de F (c’est alors
la direction de .%).

(2) Si ag,ay,...,a, € &, le sous-espace affine de & engendré par {ag,as,...,a,} n'est
autre que ag + V ou V = Vect (ao—al’,...,M) CE.
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Définition 1.5.4. (1) On dit que n + 1 points ag,aq,...,a, € & sont affinement

indépendants lorsque le sous-espace affine engendré par {ag,ay,...,a,} est de di-
mension n. Cela équivaut au fait que la famille de vecteurs {aoal, e ,aoan} est

libre dans E.
(2) Si & est de dimension n, une base affine de & est une famille de n + 1 points
affinement indépendants de &.

Remarque. Si {ag,...,a,} est une base affine de &, alors (ao, (aoai)KKn) est un repére
(cartésien). -
Théoréme 1.5.5. Supposons & de dimension n et soit {ag, a1, ...,a,} une base affine

de &. Alors pour tout point m € &, il existe (Ao, ..., \,) € R™™! uniques tels que

m = Bar ((ao, o), .-, (@, X)) et D> A=1
=0

Démonstration. Comme (aoal, cee aoan) est une base de F, il existe A\, ..., A, € R uniques
tels que

n n
agm = E AiGoQ; = g )\i(aom + mai)
i=1 i=1

de sorte que Y. \ima; = 0 avec \g = 1 — PR O
Définition 1.5.6. Les scalaires (), ..., \,) € R"™ s’appellent les coordonnées barycen-
triques de m (dans la base affine {ag, a1, ..., a,}).

Remarque. Les coordonnées cartésiennes de m dans le repére (ao, (aoai)l < <n) sont alors
Ay An).

Le dessin suivant indique le partitionnement du plan suivant le signe des coordonnées
barycentriques (ici M = oA+ B +~C).
a<0,8>0y<0

a>0,8>0~v<0
a<0,8>0vy>0

a>08>0~y>0

a>0,0<0vy<0

a>0,0<0y>0

a<0,8<0,y>0

1.5.7. Parallélisme, intersections.

Définition 1.5.8. Soient .#; et %, deux sous-espaces affines de &, de directions F} et
F5 respectivement. On dit que :

(i) F1 est paralléle & Fy si Fy C Fy;

(i) 7 et Py sont paralléles si Fy = Fs.
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Théoréme 1.5.9. Soient %1 = a1 + I et %5 = ay + F5 deux sous-espaces affines de &.
Alors %1 N Py # D < ajay € F) + F». Dans ce cas, %1 N %, est un sous-espace affine
de direction Fj N F5.

Démonstration. Si a € F, N Fy, on a a1as = 4,0 + aas € Fy + F». Réciproquement, si
aras € Fy + By, il existe & = aymy € Fy et §f = agms € F, tels que ajas = & — 7, i.e.
mimeg = Mi1a] + a1ay + agmg = 0 soit my = my € %1 N %y : ce dernier est non vide.

Si 71 NFy # D, s0it a € F1N.Fy:ona. ¥ =a+ Fy et Fy=a+ Fy, de sorte que
ﬁlﬂﬂgch—FlﬂFQ. O

Théoréme 1.5.10. Soient %, = a; + F et %5 = as + F5 deux sous-espaces affines de
& tels que Fy @ Fy, = E. Alors % N %, est un singleton {a}, et pour tout point m € &,
il existe m; € Z, et may € 5 uniques tels que am = am,; + ams.

Démonstration. Comme F} @ Fy = F, on a ajas € Fy + F», de sorte que %1 N %y # O : soit
a€ F1 NP OnaF=a+F et Fo=a+F,, donc F1NFy=a+FNF,={a}. O

Définition 1.5.11. Sous les hypothéses du théoréme précédent, m, s’appelle le projeté
de m sur .#; parallélement a F5.

1.6. Applications affines. Dans tout ce paragraphe, & et .# désignent des espaces affines
réels de direction E et F respectivement. On se donne une application f: & — .%.

1.6.1. Définition, premieres propriétés.

Définition 1.6.2. L’application f est dite affine si pour tout n € N+, ay,...,a, € &
et Ai,..., A\, € Ravec )" A\ #0,0ona
f(Bar((a1, A1), .., (an, An)) = Bar ((f(a1), M), .-, (f(an), \n))

Lorsqu’on se restreint aux coefficients tels que > . ; A; = 1, la condition qui précede
s’écrit plus simplement

f (Z )\iai) = Z )\if(ai)

Remarque. Il résulte de la définition qu’une application affine conserve ’alignement. Le
théoréme fondamental de la géométrie affine fournit une réciproque partielle : dim(&’) > 2,
toute application bijective & — & qui conserve 'alignement est affine.

Notation. On note Aff(&,.%) I'ensemble des applications affines de & dans .#. Lorsque
& = Z, on note simplement Aff(&).

Exemple 1.7. (1) Si & € F, la translation 7z: € — &; a — a + Z est affine : si
ar,...,an € & et Ap,..., N\, € Rsont tels que > '\, =1, ona

Tf( zn: )\iai> — (zn: Aiai> v F= (zn: )\ial) + Xn: AE = zn: Nilag + %) = zn: Nira(as)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
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(2) Si . # = a1+ Fy et %5 = as+ Fy deux sous-espaces affines de & tels que F1 & F, = E,
on a vu que .#; N.%, = {a}, et pour tout m € &, il existe m (m) € .F; et my(m) € F
uniques tels que am = ami(m) + amy(m). Alors les applications 7 et m, sont affines
(exercice).

Proposition 1.7.1. Supposons f affine. Si &’ est un sous-espace affine de &, alors f(&”)
est un sous—espace affine de .Z. Si .#' est un sous-espace affine de .7 et si f~1(.F') # @,
alors f~1(.Z') est un sous-espace affine de &.

Supposons & de dimension n, et soit (ay,. .., a,) une base affine de &. On pose
o: Aff(&, F) — F"H
f = (f(GO)a- . 7f(an))

Proposition 1.7.2. L’application ¢ est une bijection.

Démonstration. Soit b = (bg,...,b,) € F". Un point m € & s’écrit de fagcon unique
m= Y1 o Na; avec g, ..., A, € Rtels que > | A = 1. On pose ¢y(m) = Y " Aib;. Cela
définit de fagon unique une application ¢,: & — %, qui est affine en vertu de 'associativité
du barycentre. On dispose donc de I'application
v FrH o AE(E,.F)

b— vy
Par construction, elle vérifie ¢ o ¢ = ldagr(s,7) et ¢ 09 = ldznt1, ce qui prouve que ¢ est
bijective, d’inverse . O

Théoréeme 1.7.3. L’application f est affine si et seulement si
(Bp e Z(E,F)) (Va,b € &) f(a)f(b) = ¢(ab)

L’application ¢ est alors unique : on 'appelle application linéaire associée a l’application
affine f, et on la note f.

Démonstration. e Supposons f affine. Fixons w € &. Si ¥ € E, posons

p(T) = flw)flw+T) e F
On a donc f(a) = f(w) + ¢(wa) pour tout a € &. Si Z,j € E et A\, u € R, on dispose du
barycentre (1 — A — p)w + ANw +7) + plw+¢) = w + AT+ py € & : comme f est affine,
fl@ A+ pg) = (L= A= p)f(@) + M (W+T) + pf(w+7)
f(@) + AT+ pg) = (1= A = p) f(w) + A(f (W) + @(Z)) + u(f(w) + ¢ (7))
PN + pg) = Ap(T) + ne(y)

ce qui implique que ¢ est linéaire. Si a,b € &, on a f(a)f(b) = —f(w)f(a) + f(w)f(b) =
—p(wa) + go(aTJ?)) = (ab), ce qu’on voulait. Remarquons que ¢ est entiérement déterminée
par la formule du théoréme.

e Réciproquement, supposons 'existence de ¢ € Z(E, F) telle que (Ya,b € &) f(a)f(b) =
o(ab). Solent ay, ..., a, € et Ar,..., A\, ERtelsque Y A =1:s0itg=> 1" Na; €&

le barycentre associé. On a

0= ¢(0) = (lega@) = D" elgm) = Y- \f (o) f ()
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ce qui veut dire que f(g) = Bar ((f(a1),A1),...,(f(an), \n)), et donc f est affine. O

Corollaire 1.7.4. Une application affine préserve le parallélisme.

Exemple 1.8. (1) Si & € F, 'application linéaire associée a la translation 7z est ldg. En
effet, si a,b € &, on a Tz(ab) = (b+ T) — (a + T) = ab.
(2) Si F# = a1+ F) et #5 = as+ F, deux sous-espaces affines de & tels que F1 & F, = E,
on a #; N F, = {a}, et on dispose des applications affines m; et my. Alors 7 (resp.
o) est le projecteur sur Fj parallelement a Fy (resp. sur Fy parallélement a Fy).

Proposition 1.8.1. (1) Si festaffinectw € &, ona (Ym € &) f(m) = f(w)+f(@m).
(2)Sif: & = F et g: F — ¢ sont des applications affines, il en est de méme de
go f (la composée de deux applications affines est affine), et ona go f = go f.

Démonstration. (2) La premiére partie de I’énoncé est triviale. Soit w € & : si m € &, on

—

a f(m) = f(w) + f(wnl), donc

g(f(m)) = g(f(w) + f@m) = g(f(w)) + g(f(@m))

ce qui prouve que go f est affine (ce qui résulte d’ailleurs immédiatement de la définition),
d’application linéaire associée g o f. U

Proposition 1.8.2. Supposons [ affine. Alors f est bij@)ive si et seulement si f est un
isomorphisme. Dans ce cas f~! est affine elle aussi, et f~! = 1.

Démonstration. Si T € Ker (ﬂ, ctwe &, ona flw+d) = f(w)+f(&) = f(w), de sorte que
w7 = w par injectivité de f i.e. # = 0 : Papplication fest injective. Soient a,b € .% :on a
f~Ya), f71(b) € & Comme f est affine, on aab = f(f~1(a))f(f71(b) = f(f_l(a)f_l(b)).
Cela implique que f est surjective, donc un isomorphisme.

Réciproquement, supposons f bijective. Soit w € &. Si m € .#, on a

— —

fla)=m & f(w) + f(@d) = m & f(@d) = fw)m & bd= [ (f(w)m)
Sa=w+ f(flw)m)

ce qui montre que f est bijective. D’aprés ce qui précéde, on a
fHm) =w+ T (f(w)m)

.
pour tout m € .Z, de sorte que f~! est affine, et f~1 = f7L. O

Exemple 1.9. Si ¥ € E, alors 7z est bijective (d’inverse 7_z). On a Tz = Idg.
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Théoreme 1.9.1. L’ensemble des bijections affines de & dans lui-méme est un groupe
pour la composition : on 'appelle le groupe affine et on le note GA(&’). L’application

U: GA(&) — GL(E)
fef
est un morphisme surjectif de groupes. Son noyau est le sous-groupe
T(&) = {mz, T € L}

des translations de &.

Démonstration. Le fait que GA(&) soit un groupe et que I'application ¥ soit un morphisme
de groupes résulte des deux propositions qui précédent. Soit ¢ € GL(E). Fixons w € & et
posons

P E—E
a— w+ p(wad)

C’est une application affine, d’application linéaire associée ¢ : elle est donc bijective puisque
 l’est : cela prouve la surjectivité du morphisme W.

On a Ker(¥) = {f € GA(&), f = Idg}. On a déja vu que les translations sont dans ce

— —
noyau. Réciproquement, supposons f = ldg. Fixons w € & et posons ¥ = wf(w) € E. Pour
a € &,ona

fla) = f(w) + f(@ad) = f(w) +@d = f(w) +wflw)+ fwa=a+7
de sorte que f = 7z. O
Remarque. L’application naturelle
E— 7(&)
T Tz

est un isomorphisme de groupes (exercice trivial).

Définition 1.9.2. Soient w € & et A € R*. L’homothétie de centre w et de rapport A
est 'application affine

for: & =&

m— w -+ wm

On a bien sir EW\ = \ldg.

Définition 1.9.3. Soit 7 (F) = {\ldg, A € R*} < GL(FE) le sous-groupe constitué des
homothéties de rapport non nul (on a évidemment J#(F) ~ R*). Alors #°.7 (&) =

U1 (A (E)) est un sous-groupe de GA(&) appelé groupe des homothéties-translations
de &.

Remarque. On a .7 (&) = 7 (&) [[{hor, w e &, A € R\{0,1}} (exercice).

Remarque. Expression analytique d’une application affine. Supposons f affine et & et

# de dimension finie. Fixons (ao,...,a,) et (bo,...,b,) des repéres affines de & et &
respectivement. Notons M € M, ,,(R) la matrice de f dans les bases (aoal, . ,aoan) et

(be_I, . bEb_;) Sia € &, soit X € R" (resp. Y € RP, resp. Yy € RP) le vecteur colonne
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des coordonnés de a (resp. f(a), resp. f(ao)) dans le repére cartésien (ao, (aoay, . . ., aoan))

(resp. (bo, (Fob_f, e FOE;))) Alors
Y=Y+ MX
1.9.4. Points fizes d’une application affine. On suppose désormais que f: & — & est affine.

Définition 1.9.5. On dit que a € & est un point fivze de f si f(a) = a. On a alors
(Vm € &) f(m) =a+ f(am). On note Fix(f) Pensemble des points fixes de f dans &.

Remarque. Soit a € &. Il existe 7 € T (&) et f,: & — & affine uniques tels que a € Fix(f,)

et f = 1o f,. En effet, §'ils existent, on doit avoir 7(a) = f(a), de sorte que nécessairement

T =T et fa= 771o f. Comme f,(a) = 771(f(a)) = a, ils répondent bien a la question.

Théoréme 1.9.6. Supposons & de dimension finie.
(1) Sil¢Sp (f), alors f admet un unique point fixe.
(2) Sil € Sp ( f‘>, alors Fix(f) est soit vide, soit un sous-espace affine de & de direction
Ker (f—1dg).

Démonstration. Soit w € & :on a (Ym € &) f(m) = f(w) + f(cﬁ) Le point m est fixe
sous f si et seulement si m = f(w)—i—f(m) i.e. si et seulement si f(w)w = (f— ldp ) (wml).
eSil¢gSp (ﬂ, Papplication f — Idg est bijective (car dimg(F) < +00) : ce qui précede

: N o 1 :
équivaut a wm = (f — |dE) (f(w)w) On a nécessairement

m=w+ (f—1dg) " (fw)w)
ce qui montre que f admet un unique point fixe.
eSile Sp (f), et Fix(f) n’est pas vide, fixons mg € Fix(f) : d’aprés ce qui précede,
m € Fix(f) si et seulement si

(f =g ) (@me) = fl@)w = (f— 1dg ) (@)

ce qui équivaut a (f— ldg ) (Wt — wmg) = 0, soit encore (f— ldg ) (memt) = 0, i.e.
mom € Ker (f— Idg ). On a donc

Fix(f) = mo + Ker (f— ldp )
U

Exemple 1.10. (1) Si# € E\ {0}, on a Fix (1z) = @.
(2) Si # = a+F) et F5 = a+F, deux sous-espaces affines de & tels que F1® Fy, = E, on
dispose des projections m et mo (¢f plus haut). Alors Fix(m) = % et Fix(m) = F».
(3) Si f est une homothétie-translation de rapport A # 1, alors Sp ( f‘> = {\}, de sorte
que f admet un unique point fixe w. Pour tout m € &, on a f(m) = w + A\om i.e. f
est I’homothétie de centre w et de rapport A.

Définition 1.10.1. Supposons qu’il existe une décomposition £ = F} & Fy, a € & et
A € R tels que

(Vm € &) f(m) = a+ am(m) + Aame(m)
On dit alors que f est I'affinité de base %, = a+ F}, de direction F, et de rapport A. Si
A # 1, on a Fix(f) = #. Lorsque A = 0, on retrouve la projection sur .#; parallélement
a F. Lorsque A = —1, on I'appelle la symétrie par rapport a .#; parallélement a Fs.
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mom) 7

1.11. Un exemple : le théoréme de Thalés. On va utiliser les notions introduites pour
démontrer un théoréme de géométrie plane du Collége.

Définition 1.11.1. Soient A, B et C trois points alignés distincts et @ un vecteur

directeur de la droite qu’ils définissent. II existe A € R tel que AB = M : la mesure

algébrique AB = X\ dépend du choix de @, mais le rapport % € R™ n’en dépend pas.

Théoreme 1.11.2. (Thales). Soient ¥, 9" et 2" trois droites paralléles, et Ay, A,y
deux droites non paralléles aux précédentes. Pour i € {1,2}, on pose A; = Z N A,
Al =9'NA;, Al = 2" N A, Alors

et réciproquement, si M € A, vérifie

alors M = A.

Ay Ao
Ay Ao 2

Ay Ay

Ai/ A/2/\ .Oj//
Démonstration. On note f la projection sur A, parallelement a 2. Alors f(A;) = Ay,
F(AY) = Ay et f(AY) = Af. Si AjA] = MA A}, on a f(A A7) = )\f(AlA’l), i.e. AgAY =

AAy Al ce qui prouve le sens direct. La réciproque en résulte elle aussi. O

Corollaire 1.11.3. Soient Z et 2’ deux droites paralléles et A, Ay deux droites sécantes
en A, non paralléles & 7. Pour i € {1,2}, on pose A; = ZNA;, A, = P'N A, supposés
distincts de A. Alors

Démonstration. On fait passer par A la droite D” paralleéle a & : le théoréme de Thales

implique \ = g = %; si g désigne I’homothétie de centre A et de rapport A, on a
1 2
g(Ay) = Al et g(Ay) = A, ce qui implique Az = ). 0

A A,
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1.12. Convexité. Dans tout ce paragraphe, & est un espace affine réel de dimension finie
n fixé. On note F sa direction.

Définition 1.12.1. (1) Une forme affine est une application affine ¢: & — R (o

R est muni de sa structure d’espace affine réel naturelle. Si (ag, ay, ..., a,) est un
repére affine de &, alors (52‘ = aoai)1<i<n est une base de FE. Il existe aq, ..., q,, 8 €
R tels que o
n
‘P(ao +sz€z> = 01T + - +anxn +B
i=1
pour tout xy,...,x, € R (les a; ne sont autres que les coordonnées de J dans la

base duale de (gi)1<z‘<n)'

(2) Un hyperplan affine de & est un sous-espace affine H de dimension n — 1. C’est
donc une partie de la forme ! ({0}) avec ¢ une forme affine non constante (elle est
alors uniquement déterminée & multiplication par une constante non nulle prés).
En particulier, si on fixe un repére affine comme précédemment, H a pour équation
cartésienne

a1x1++anxn+5:0

(3) Un demi-espace est une partie de la forme {m € &, ¢(m) > 0} avec ¢ une forme
affine non constante. En particulier, un hyperplan affine définit deux demi-espaces
{m e &, p(m) >0} et {me &, ¢(m) <0}.

Remarque. On peut aussi! écrire I'équation d’un hyperplan affine en termes des coordon-
nées barycentriques (on parle alors d’équation barycentrique).

Définition 1.12.2. Une partie C' C & est dite convexe si
(Va,be C) (Vt € [0,1]) ta+ (1 —t)be C

Remarque. Une partie est convexe si et seulement si elle est stable par tout barycentre a
coefficients positifs (I’équivalence résulte de 'associativité du barycentre).

Exemple 1.13. (1) Les parties convexes de R sont les intervalles.
(2) Tout sous-espace affine de & est convexe (stable par tout barycentre).
(3) Tout demi-espace est convexe (exercice facile).

Proposition 1.13.1. (1) Toute intersection de parties convexes est une partie
convexe.
(2) Si C C & est convexe et f: & — F est une application affine, alors f(C') est
convexe. Idem pour I'image inverse.

Définition 1.13.2. Soit A C &. L’enveloppe convexe de A, notée conv(A) est l'intersec-
tion de toutes les parties convexes qui contiennent A. D’aprés la proposition précédente,
elle est convexe : c’est la plus petite partie convexe de & qui contient A.

1. Et c’est d’ailleurs un bon exercice.
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Théoréme 1.13.3. (Carathéodory). Si A C &, alors conv(A) est 'ensemble des bary-
centres a coefficients positifs ou nuls de familles de n + 1 points de A.

Démonstration. Soit B I'ensemble des barycentres a coefficients positifs ou nuls d’au plus
n + 1 points de A. On a bien stir B C conv(A). Soit m € conv(A) : il existe p € N,
ap, a1, ..., ap € Aet Ao, Ai,..., A, € Rsg tels que m = >"" N et D7 A\ =1

Sip <n,onam € B. Supposons désormais p > n. Comme & est de dimension n, la
famille (ao, ..., a,) est affinement liée : un de ses points est barycentre des autres. Quitte
a changer les indices, on peut supposer que c’est ag : il existe pu1,...,40, € R tels que

P i =1let ag =0 | wia;, t.e. Y 0| japa; = 0.Sit € R, on a alors

mz(i)\iai)— (ZM:GOG) )\0+tao+z —tu;)a
=0

On veut Ao+t > 0et (Vi € {1,...,p}) \i — tp; > 0, et nul pour au moins un indice 1.
Comme Ep—1 p; = 1, 'ensemble I = {i € {1,...,p}, ;i > 0} est non vide : on prend

t—ml}’l{ L} >0.0naXN+t>0,sipu; <0,ona\—tu >0etpouri €, ona 1>t
1€

donc \; — tu; > 0. En outre, il existe ig € I tel que A\, — tp;, = 0. Le point m est donc
barycentre a coefficients positifs ou nuls de p éléments de A. En recommengant un nombre
fini de fois, on voit que m € B. O

Corollaire 1.13.4. Si A est compact, alors conv(A) est compact.

Démonstration. Soit A = {(Xo, ..., A\n) € RES', Ao+ -+ + A, = 1}. D’aprés le théoréme
de Carathéorody, I'application

v A" A — conv(A)
(a0, -y an), Aor- -, X)) = > Ny
=0

est surjective. Comme A et A sont compacts, il en est de méme de A" x A. Comme ~y
est continue, conv(A4) = v(A" x A) est compact. O

Théoréme 1.13.5. (Hahn-Banach, version « analytique »). Soient p: E — R une sous-norme, i.e. une application telle
que :

(i) (Vo € E) (YA € Rso) p(Az) = Ap(a);

(i) (Vo,y € E) p(z +y) < p(x) +pY);
F C FE un sous-R-espace vectoriel et ¢: F — R une forme linéaire telle que (Vz € F) ¢(z) < p(z). Alors il existe une
forme linéaire ¥: E — R telle que :

(a) (Vo € F) (x) = p(a) (i.c. ¥ prolonge ¢);

(b) (Vz € B) ¥(z) < p(x).

Démonstration. Comme F est de dimension finie, il suffit de traiter le cas ot F' est un hyperplan de E. Soit zg € E\ F : on a
E = F®Ruwo, et ¢ est entiérement déterminée par le fait que 1| = ¢ et sa valeur en . Il s’agit donc de choisir Y(zo) €R
de sorte que (Vy € F) (VA € R) ¥ (y+Azo) < p(y+Azo). Cest toujours le cas lorsque A = 0 par hypothése. Supposons X # 0 :
il existe z € F tel que y = |A| z, d’aprés (i), I'inégalité qui précéde équivaut a ¢ (z + exo) < p(z + exp) avec € = ﬁ € {£1},
soit encore (z) + ey(xo) < p(z +€xp), i.e. (Vz € F) p(z) — p(z —x0) < Y(zo) < p(z+ o) — ¢(2). Un tel choix est possible
si et seulement si (Vz1,22 € F) ¢(z1) —p(z1 —z0) < p(2z2 + z0) — p(22), soit encore p(z1) + ¢(22) < p(z1 — zo) + p(22 + z0),
ce qui est le cas vu que ¢(z1 + 22) < p(z1 + 22) < p(z1 — zo) + p(2z2 + xo) (d’aprés (ii)). O
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Corollaire 1.13.6. (Hahn-Banach, version « géométrique »). Soient 2 C & un ouvert non vide et .# un sous-espace affine
de & qui ne rencontre par ). Alors il existe un hyperplan affine /# qui contient .# et qui ne rencontre pas 2.

H

Démonstration. e Soit w € Q : rappelons qu’on dispose de la bijection
0,8 > E
m — om
Cela permet de poser
po: EFE—R
#+— inf {a € R>o, Oula i) =wta lZ e Q}

(c’est la jauge de ). On a Q = w+ {Z € E, pa(F) < 1}. En effet, si m € Q, on a w + (1 + r)m € Q pour r € Ry assez

petit (parce que €2 est ouvert), et pq(Z) < 1_1?

et par convexité de Q, onam =w+& = a(w+a"17) + (1 — a)(w +0) € Q.
e L’application po est une sous-norme de E. La propriété (i) est évidente : montrons (ii). Soient Z,% € E. Sir € R>po, on a

Lz A=ty
W+ + @+ T pa@+r

€ Q, ce qui implique que po(Z + %) < pa(Z) + pa(¥) + 2r. Comme c’est

< 1. Réciproquement, si p(Z) < 1, il existe a €]0,1] tel que w4+ a~17 € Q,

€ Q : par convexité de 2, pour tout ¢t € [0,1], on a w + € Q. Appliqué avec

]
o (¥)+r
, on obtient w +

PRGET
— o (E)+r T4y

T pa(@)+pa(y)+2r o (Z)+pa(¥)+2r
vrai pour tout r € Rx¢, on a bien (ii).
e Ecrivons % = a + Fp, et posons F = Fy @ R@a (on a wd ¢ Fp car 2N .F = &). On note ¢ la forme linéaire de F telle
que Ker(p) = Fy et <p(z,7i) = 1. Montrons que pour tout & € F, on a ¢(Z) < po(Z). Ecrivons ¥ = ¢ + \d, avec § € Fp et
A € R : il g’agit de voir que A < po (7 + A\@d). Comme pq est & valeurs positives, c’est évident pour A < 0 : supposons A > 0.
En divisant par ), il s’agit de voir que 1 < po(A~1§ +&d), ce qui est le cas, puisque w + A" 1§+ @d = a + A71§ € .F, qui ne
rencontre pas = w + {f € E, pa(%) < 1}.
e On peut donc appliquer le théoréme de Banach (version analytique) : il existe ¢: E — R une forme linéaire qui prolonge
¢ (en particulier ¢ # 0 vu que ¢ # 0) et telle que ¥ < pg. Soit # = a+ {Z € E, Y(&) = 0} D a+ Fop = F. Cest un
hyperplan affine de &. Soit m € 2 : on a y(am) = 0, donc ¥(wm) = Y(@ad) + Y(am) = p(@wd) = 1, donc 1 < po(wm).
CommeQ:er{fEE,pg(:i’)<1},onaQﬂjf:®etonaﬁni. O

Définition 1.13.7. Soient C' C & une partie convexe et ¢ € C. On dit que c est extrémal
lorsque C'\ {c} est encore convexe.

Remarque. Avec les notations de la définition précédente, c est extrémal si et seulement
si (Va,b e C) (Vt €]0,1]) c =ta+ (1 —t)b = a = b = ¢ (exercice).

Théoréme 1.13.8. (Krein-Milman). Une partie compacte convexe est ’enveloppe
convexe de ’ensemble de ses points extrémaux.

Démonstration. Admis. O

2. ESPACES AFFINES EUCLIDIENS DE DIMENSION FINIE

Jusqu’a présent, on n’a pas utilisé la notion de distance (hormis lorsqu’on s’est restreints
a une droite, avec la « mesure algébrique », c¢f le théoréme de Thalés). Pour ce faire, il est
nécessaire d’enrichir la structure d’espace affine.

2.1. Rappels sur les espaces vectoriels euclidiens (de dimension finie). Dans tout
ce paragraphe, F désigne un R-espace vectoriel.
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2.1.1. Produit scalaire et norme.

Définition 2.1.2. Un produit scalaire sur E est une application
(J): ExE—=R

qui est :

(i) bilinéaire : (Vx,y,z € E) (VA € R) (z+ Ay|z) = (z|2) + A (y|2) et (z]lx + A\y) =

(zlz) + A(zly);

(i) symétrique : (Vz,y € E) (z]y) = (yl|z);

(iii) deéfinie positive : (Vz € E) (z|x) > 0, avec égalité si et seulement si x = 0.
Un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire s’appelle un espace vectoriel euclidien.

On suppose désormais F muni d'un produit scalaire (.|.). On pose

|||| EF— RZO

x = A/ (x|T)

Définition 2.1.3. L’application ||.|| s’appelle la norme associée au produit scalaire (.|.).

Proposition 2.1.4. La norme vérifie les propriétés suivantes :

(1) (Vx € E) ||z|]| =0 2 =0;

(2) (Vo € E) (VA € R) [[Az]| = [A]|[z]];

(3) (Vx,y € E) [{x|y)| < ||z] |y||, avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires
(inégalité de Cauchy-Schwarz);

(4) (Vz,y € E) ||z +y|| < ||lz]| + |ly|| (inégalité triangulaire);

2 2 2 2 2

(5) Vz,y € E) (zly) = 3(lle+yl” = 21" = llylI”) = 3(llz+yll® = = —yl")

(formules de polarisation).

Démonstration. (1) résulte de (iii). Pour (2), on a

[Az]] = (Az[Az) = /A2 (zfz) = |Al[|]

(3) Pour tout A € R, on a ||z 4+ Ay||” > 0 avec égalité si et seulement si z + Ay = 0. On a
donc

(z + Mylz + My) = (z]z) + X (zly) + A (ylz) + N (yly)
= |lz)|® + 2X (z|y) + N |jy||* > 0

C’est un trindéme du second degré en A qui ne prend que des valeurs positives : son discri-
minant est négatif, i.e.

2 2 2
{ly)” = [l lylI” < 0

ce qu’on voulait. Il y a égalité si et seulement si ce discriminant est nul, 7.e. si et seulement
si (3N € R) z + Ay = 0 soit encore si et seulement si x et y sont colinéaires.

(4) On a [lz +y|* = ||f702||2 +2(ly) + lyl? < Nzl + 2] Iyl + |yl dapres (3), i.e.
|z + sz < (H:L’H + HyH) , ce qu’on voulait.

(5) On e+ ylP = ol + 2 oly) + Iyl done x4yl ~ [l — Iyl = 2 (), et
|z —ylI” = |lzl|” — 2 (z|y) + [ly|°, de sorte que ||z + y||° — ||z — y||” = 4 (z|y). O
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Définition 2.1.5. On dit que x,y € E sont orthogonaux si (x|y) = 0. Plus généralement,
deux parties A, B C E sont orthogonales lorsque (Vz € A) (Vy € B) (z|y) = 0.
Si A C E, on pose

At ={y e E, (Vxec A (z|y) =0}

c’est un sous-espace vectoriel de E, qu'on appelle I’orthogonal de A.

Exemple 2.2. On a E+ = {0} et {0}* = E.

Corollaire 2.2.1. (Pythagore). Deux vecteurs z,y € E sont orthogonaux si et seulement
. 2 2 2
si lo —yll” = llzll” + llyll™.

Démonstration. Résulte du point (5) de la proposition qui précéde. U

On suppose désormais E de dimension finie.

Proposition 2.2.2. Si F' est un sous-espace vectoriel de F, alors £ = F @ F*. En
particulier, on a (F*)! = F.

Démonstration. Six € FNFL on a (z|r) =0 donc z = 0, de sorte que F N F+ = {0}. En
particulier, on a dimg (F) + dimg (F+) < dimg(E) i.e. dimg(F+) < dimg (F) — dimg (F).
Considérons I'application

p: E— FY

Elle est linéaire, et par définition, on a Ker(p) = F*. D’aprés le théoréme du rang,
on a dimg(Ker(p)) + dimgr(Im(p)) = dimg(£) : comme dimg(Im(p)) < dimg(F), on a
dimg (F*) = dimg (E)—dimg (Im(p)) > dimg (E)—dimg (F). Il en résulte que dimg (F+) =
dimg (E) — dimg(F), ce qui implique bien que £ = F @ F*.

On a bien siir F' C (F1)% : c’est une égalité pour des raisons de dimension d’aprés ce
qui précéde. O

Définition 2.2.3. (1) La projection orthogonale sur F' est le projecteur de E sur F,
parallélement a F*.
(2) La symétrie orthogonale par rapport & F' est la symétrie par rapport a F' paralle-
lement & F'*.

Proposition 2.2.4. L’application
E — EY

est un isomorphisme.

Démonstration. Appelons-la p. On a Ker(p) = E+ = {0} et p est injective. Comme
dimg (EY) = dimg (F), c’est un isomorphisme. O

Remarque. (1) On sait que tout espace vectoriel de dimension finie est isomorphe a
son dual, mais non canoniquement. L’énoncé qui précéde implique que lorsqu’on
considére un espace vectoriel euclidien, le produit scalaire fournit un isomorphisme
canonique. En particulier, si (e;)1<;<, est une base de E, la base duale est donnée
par (W {es].) )19@.

(2) Un hyperplan est le noyau d’une forme linéaire non nulle : dans un espace euclidien,
il est commode de l'interpréter comme 1'orthogonal d’un vecteur non nul.
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Définition 2.2.5. Une base (¢;)1<i<n de E est dite orthogonale (resp. orthonormale)
lorsque (Vi,j € {1,...,n}) i # j = (eile;) =0 (resp. et (Vi € {1,...,n}) [le] =1). Si
(€;)1<i<n est orthonormée, on a

(Ve e E)x= Z (e;]|) e;

i=1

Proposition 2.2.6. L’espace vectoriel euclidien de dimension finie £ admet une base
orthonormée.

Démonstration. On procéde par récurrence, le cas de la dimension 0 étant trivial (base
X

vide). Supposons n = dimg (E) > 0 : il existe x € £\ {0}. Posons e¢,, = %= : on a |le,|| = 1.

o]
Soit ' = Re, : on sait que £ = F @& F*. Comme dimg(F+) = n — 1, il existe une
base orthonormée (e;)1<i<n_1 de F*. Il est facile de voir qu’alors (e;)1<i<, est une base
orthonormée de F. O

2.2.7. Isométries vectorielles.

Définition 2.2.8. Soit (F, (.|.)) un espace vectoriel euclidien. Une application linéaire
f: E — F est une isométrie (vectorielle) lorsque (Vz € E) | f(z)||» = ||z]| 5. C'est une
similitude (vectorielle) lors que f = As avec A € R™ et s: E — F une isométrie.

Proposition 2.2.9. (1) Les similitudes (‘en particulier les isométries) sont injectives.
(2) Une application linéraire f: F — F' est une isométrie si et seulement si

(Ve,y € B) (J(@)|f(y)p = (xly)g

Démonstration. (1) Une homothétie de rapport non nul est bijective : il suffit de traiter le
cas des isométries. Si f est une isométrie et f(xz) =0, on a ||z||, = || f(2)|| = [|0] =0
donc z = 0, et Ker(f) = {0}.

(2) Si f est une isométric et x,y € E, on a ||f(z+y)|5 = ||z +yl%, donc || f(z)]% +

2(f(@)f @) + 1 W)l = 125 + 2 {aly) p + |12l et done (f(2)|f(y))p = (z]y)  puisque
N f(@)|l=llzllg et |f(w)]z = llyllz- La réciproque s’obtient en prenant y = x. O

Remarque. Il est clair qu'un composé d’isométries (resp. de similitudes) est une isométrie
(resp. une similitude). Par ailleurs, si f est une isométrie (resp. une similitude) bijective,
alors f~! est une isométrie (resp. une similitude).

Exemple 2.3. Soit I un sous-espace vectoriel de F : on dispose de la projection orthogonale
m de E sur F, et de la symétrie orthogonale ¢ de F par rapport a F. Alors ¢ est une
isométrie. En effet, si # € F, on a x = 7n(x) + (v — n(z)) € F ® F*, de sorte que
|z = lm(2)|* + | — 7(2)||*. On a donc

lo(@)II* = |z = (z = n(@)I* = |7 @)]* + llo = 7 (2)|* = |||

e [lo(@)[] = =[]

Définition 2.3.1. L’ensemble des isométries de F dans lui-méme forme un sous-groupe
de GL(E) : on le note O(E) (on I'appelle le groupe orthogonal de E). L’ensemble des
similitudes vectorielles est le sous-groupe R* O(F) de GL(E). Lorsque £ = R™ muni de
son produit scalaire canonique, on note O, (R) au lieu de O(R").

Remarque. Le choix d'une base orthonormée de E fournit un isomorphisme (non cano-
nique) O(EF) ~ 0,(R).
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Proposition 2.3.2. On a O,(R) = {Q € M,(R), ‘MM = MM = 1,}.

Démonstration. On représente les éléments de R™ par des vecteurs colonnes : si X, Y € R",
ona (X|[Y)="XY e R.Si M e M,(R),onaMe O,(R) siet seulement si (VX,Y €
R") (MX|MY) = (X|Y), i.e. (MX)MY ="'XY, soit ' X'MMY ="'XY, ce qui implique
MM =1, soit M inversible et M~ = M, donc aussi MM = 1,,. O

Corollaire 2.3.3. Si f € O(E), on a det(f) € {£1}.

Démonstration. Quitte a fixer une base orthonormée de E, on peut supposer £ = R". Si
M € 0,(R),on a ‘MM = l,, donc 1 = det(l,) = det(*‘M M) = det(*M) det(M) = det(M)?,
i.e. det(M) € {£1}. O

Définition 2.3.4. Le groupe spécial orthogonal est
SO(E) = {f € O(E), det(f) = 1}

(lorsque £ = R", on note SO, (R)). C’est un sous-groupe (comme noyau du morphisme
det) de O(E) (resp. de O,,(R)). Lorsque n # 0, il est d’indice 2 dans O(FE).

2.3.5. Cas des dimensions 2 et 3.
Proposition 2.3.6. On a SOx(R) = { By := () i), 6 e R }.

. ‘ . 242 gbted
Démonstration. Soit M = (CCL g) € SO3(R). On a *MM = (Zbigd 22]:22>, donc

a2+ =1
P+d>=1
ab+cd=0

D’aprés les deux premiéres égalités, il existe 0,60 € R tels que

{a = cos(0) ot {d = cos(¢)
¢ = sin(h) b = sin(¢)

La troisiéme égalité s’écrit alors cos(f) sin(6’) + sin(0) cos(0') = 0, i.e. sin(f + ') = 0. Par
ailleurs, on a det(M) = ad — be = cos(0) cos(0) — sin(0) sin(0’) = 1, i.e. cos(@ +0') = 1
Cela implique que 8 + 6 =0 mod 27 Z : comme 6 et 6’ sont définis modulo 27, on peut
supposer §' = —6, et M = Ry. Réciproquement, on a Ry € SO5(R) pour tout 6 ¢ R. O

Définition 2.3.7. La matrice Ry s’appelle la matrice de rotation d’angle 6.

Proposition 2.3.8. L’application
0 — Ry

est un morphisme surjectif de groupes. Son noyau est 27 Z. En particulier, SO(R) est
commutatif.

Démonstration. La surjectivité résulte de la proposition précédente. Pour voir que c¢’est un
morphisme de groupes, il s’agit de montrer que (V0,0 € R) Ry, ¢ = RyRy ce qui résulte
cos(f) =1

S 0=0 d2nZ. O
sin(6) = 0 moc en

immeédiatement du calcul. Enfin, on a Ry = |5 <
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Soit & = (§ %) € 05(R)\SO2(R). C’est la matrice de la symétrie orthogonale par rapport
a R x{0}.

Proposition 2.3.9. On a

05(R) = SO5(R) [ [ £S0:(R)

Tout élément de ¥ SO2(R) est une réflexion (=symétrie orthogonale par rapport a une
droite vectorielle ).

Démonstration. Soit M € Oy(R) \ SO2(R) : on a det(M) = —1, donc det(XM) = 1, de
sorte que 2 = XM € SOy(R), et M = XQ € ¥ SO,(R).

SifeR,onaXRY = (lesr(l?z) zg;(((;))) = R_y, si bien que (XRy)? = R_gRg = Ry = Iy,
et YRy est une matrice de symétrie orthogonale, forcément par rapport a une droite vu
que son déterminant vaut —1. 0

Remarque. (1) Il résulte de la proposition qui précéde que les isométries (vectorielles)
du plan sont de deux types : les rotations (ce sont celles de déterminant 1) et les
réflexions (ce sont celles de déterminant —1).

(2) En utilisant le déterminant on voit que la composée de deux rotations ou de deux
réflexions est une rotation, et que la composée d’une rotation et d’une réflexion est
une réflexion. Par exemple, on a

(XRy)(XRy) = (XRpX)Re = R_gRoy = Ry

ce qui montre en particulier que toute rotation peut s’écrire comme composée de deux
réflexions.

(3) Le groupe O3(R) n’est pas commmutatif, sinon on aurait R_y = L RyY = Y2Ry = Ry
pour tout € R, ce qui n’est pas.

Proposition 2.3.10. Si ©Q € SO3(R), il existe U € O3(R) tel que

1 1 0 0
U QU = [ 0 cos(f) —sin(h)
0 sin(f) cos(0)

c’est une rotation.

Démonstration. Le polynome caractéristique de §2 est un polynéme de degré 3 a coefficients
réels : il a une racine réelle \. La restriction de {2 au sous-espace propre associé F' est une
isométrie : on a A € {£1}. Comme Q est une isométrie, F'- est stable par €, qui induit
donc une isométrie de F'+. Si dimg(F) = 3 on a Q € {£I3} : on a nécessairement = I3
(car det(2) = 1). Si dim(F) = 2, alors dim(Ft) = 1 et Q est diagonalisable en base
orthonormée : il existe U € O3(R) telle que U~'QU € {diag(1, —1,—1),diag(1,1,—1)} et
donc U™*QU = diag(1,—1,-1) = (§ 4.) (car det(Q2) = 1). Si dimg(F) = 1, alors F'*-
est un plan vectoriel : il existe U € O3(R) telle que UTQU = (3 ) avec M € Oy(R).
On a Adet(M) = 1, d.e. det(M) = X :si A = —1, alors det(M) = —1, et M est une
réflexion, et admet donc —1 comme valeur propre, ce qui contredit dimg(F) = 1. On a
donc nécessairement A = 1 et M = Ry avec § € R, ce qu’il fallait démontrer. O

2.4. Espaces affines euclidiens.

Définition 2.4.1. Un espace affine euclidien est un espace affine réel dont la direction
est un espace vectoriel euclidien de dimension finie.

Dans tout ce qui suit, & désigne un espace affine euclidien et F sa direction, dont on note
(.].) le produit scalaire, et ||.|| la norme associée.
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Définition 2.4.2. On définit la distance (euclidienne) sur & par la formule
d(a, b) = ||ad]|
Elle vérifie bien les propriétés des distances, pour mémoire :
(i) (Va,b e &) d(a,b) =0« a =10 (séparation);
(ii) (Va,b € &) d(a,b) = d(b,a) (symétrie);
(iii) (Va,b,c € &) d(a,c) < d(a,b) + d(b,c) (inégalité triangulaire).

Les notions attachées aux espaces vectoriels euclidiens se transmettent aux espaces affines
euclidiens .

Définition 2.4.3. (1) Deux sous-espaces affines de & sont orthogonauz lorsque leurs
directions sont orthogonales (dans F)).
(2) Un repere (w, (e;)ier) de & est dit orthogonal (resp. orthonormal) lorsque la base
sous-jacente l’est.

Définition 2.4.4. (Mesure des angles non orientés). Soient a,b,¢c € & deux-a-deux
distincts. On a |{(ablac)| < ||ab]| ||ac]| : il existe € € [0, 7] unique * tel que

(ablac) = ||aB]| ||ac|| cos(0)

Le réel 6 s’appelle 'angle non orienté de ab et ac. Si ||ab|| = ||ac|| = R, la longueur du
petit arc de cercle de centre a et de rayon R, qui relie b et ¢ vaut Rf.

a. Rappelons que la fonction cos induit une bijection [0, 7] — [—1, 1].

c

A

a b

Définition 2.4.5. Soit .% = a+ F un sous-espace affine de &. La projection orthogonale
sur .% est application affine 7: & — & telle que 7(a) = a et 7T est la projection ortho-
gonale (vectorielle) sur F', soit encore la projection sur .% parallélement a la direction
F. Comme sa restriction a .% est I'identité, cette définition ne dépend pas du choix de
a€ 7.

De méme, on définit la symétrie orthogonale par rapport & .% comme I'unique application
affine o dont la restriction a .% est 'identité, et telle que & soit la symétrie orthogonale
par rapport a F'.

Exemple 2.5. Placons-nous dans le cas olt .% est un hyperplan affine : soit @ € F-\ {0},
ona Ft =Ru. Sim € &, onam=a+an, + amsy avec am, € F et amy € F+. On a
(ami|u) = {amy|d), donc amy = (ams|d) T Si bien que 7(m) = m; = a+ am; donc

i i

I*

m(m) = m — {(amy|d) e o a(m) =m — 2 (am.|u) TP

| ea
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Définition 2.5.1. Soit .# un espace affine euclidien. Une application affine f: & — %
est une isométrie (affine) si elle conserve les distances, i.e.

(Va,b € &) dz(f(a), (b)) = de(a, D)

Remarque. (1) Toute translation est une isométrie.
(2) Bien entendu, un composé d’isométries affines est une isométrie affine, et si une
isométrie affine est bijective, son inverse est aussi une isométrie affine.

Proposition 2.5.2. Une application affine f: & — .%# est une isométrie affine si et
seulement si f: E — F est une isométrie vectorielle.

Démonstration. La distance dz(f(a), f(b)) = ’ f(b) ’ f H est égale a la dis-
tance dg(a,b) = ||ab||, pour tout a,b € & si et seulement si f est une isométrie vecto-
rielle. O

Définition 2.5.3. (1) Une similitude affine est une application affine f: & — & telle

que f soit une similitude vectorielle, i.e. f € R* O(E).
(2) Deux parties A, B C & sont semblables s’il existe f € Sim(&) tel que f(A) = B.

Proposition 2.5.4. L’ensemble des isométries (resp. des similitudes) de & dans lui-
méme forme un sous-groupe de GA(&’). On le note Is(&) (resp. Sim(&) ).
Le morphisme ¥V: GA(&) — GL(FE) induit un morphisme surjectif

Is(&) — O(FE) (resp. Sim(&) — R*O(FE))
dont le noyau est .7 (&).

Démonstration. On sait déja que Ker(¥) = 7 (&) C Is(&) : il s’agit de voir que 'application
Is(€&) — O(E) (bien définie en vertu de la proposition précédente) est surjective, mais cela
résulte de la surjectivité de W et de la proposition précédente. Idem pour Sim(&). U

Théoreme 2.5.5. Si f € Is(&), il existe un unique couple (g, 7) € Is(&) x T (&) tel que

f=Tog=gorT
Fix(9) ={m € &, g(m) =m} # @
T =1z avec T € F 1= Ker(f — ldg)

Démonstration. Soient a € &, W = a+F* et #' = f(#). Comme f € O(E) et f(F) =

on a f(Ft) = F*, de sorte que #' = f(a) + F* est parallele & #. On note o’ € ¥ le

projeté orthogonal de a sur %' :ona #' =da + Ft et ad € (FY)* = F.

Unicité. Supposons qu’une telle décomposition existe. On a nécessairement § = f On a

g(?) = gla) + g(F*) = g(a) + f(F'") = g(a) + F*. Montrons que g(#') = ¥, i.c. que

g(a) + F+ = a + F*, soit encore ag(a) € F*. Fixons w € Fix(g), et soit 7 € F. On a
(aglallv) = @[) + (wg(a)|7)

B ——

= (@[3) + (g(@)g(@)g(®) ) (parce que glw) =w et 7€ F = Ker(§ — dx))
= (aw|v) + (wa|v) =0 (parce que g € O(F))
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Ce qui implique bien que g(#) = W, et donc #' = f(W') = 7(gH)) = 7(¥) i.e.
a+Ft=a+7+ F* soitad’ —7 € F+. Comme ad’ — 7 € F et FNF+ = {0}, on a donc
nécessairement T = ad’ ce qui prouve l'unicité de 7 = 7z, et donc celle de g = 771 o f.

Existence. Soient 7 la translation de vecteur # = aa' € F et g=7'of.Onag= f
(donc g € 1s(&)) et g(#) =7 (W') =7 d + F*) = a+ F+ = # . Cela implique que g
induit une application affine gy : #° — # . On a bien siir gjy = Gjp1 = ﬁ L, de sorte que
1 & Sp(gj») (parce que FNE+ = {0}), ce qui implique que g, admet un unique point fixe
w € W . Cest donc aussi un point fixe de g, ce qui prouve que Fix(g) # @. En particulier,
on a Fix(g) = w + Ker(§ —ldg) = w+ F. On a alors

(Vm € &) g(r(m)) = g(m + T) = g(m) + §(¥) = g(m) + & = 7(g(m)) = f(m)

(parce que ¥ € F' = Ker(f — Idg) = Ker(§ — Idg), ce qui prouve que f =T7og=goT :on
a fini. O

VI

Fix(g)

—

Remarque. Bien entendu, cet énoncé n’a d’intérét que lorsque F' = Ker(f — Idg) # {0} :
dans le cas contraire, f a un unique point fixe, donc f = g et ¥ = 0.

Fixons 9B, une base orthonormale de E. Cela fournit un isomorphisme ¢: O,(R) = O(E).
Si B est une base de E, on dit qu’elle est directe (resp. indirecte) si le déterminant le la
matrice de passage de B, a B appartient & R~ (resp. R.g). Cela établit une dichotomie sur
I'ensemble des bases : on a fixé une orientation de E. On pose alors SO(E) = ¢(SO,(R)).
Remarquons que cette définition n’a de sens qu'une fois une base de référence fixée; en
particulier elle n’est pas canonique.

Posons Is™(&) = U1(SO(R)) et Is (&) = V~1(O(F) \ SO(E)). Bien siir Is" (&) est un
sous-groupe de Is(&) contenant .7 (&) (par contre Is™ (&) n’est pas un groupe pour la
composition), et

Is(&) = 1s"(&) [ 1s™ (&)

Définition 2.5.6. Les éléments de Is™(&) (resp. Is~(&)) s’appellent les déplacements
(resp. antidéplacements) de &.

2.5.7. Classification des isométries en dimension 2. Elle est résumée par le tableau suivant,
qu’il est aisé de dresser (en utilisant le théoréme précédent pour le cas Is™ (&)).

=

f f points fixes de f nature de f
Is*(&) Ry avec 0 ¢ 211 Z {w} rotation de centre w et d’angle 6
l5 goud translation
droite affine ¥ = a+ D réflexion d’axe
_ a ) symétrie glissée : composée d’une
Is(&) | reflexion d’axe DD %] réflexion d’axe ¥ et d’'une trans-

lation de vecteur ¥ € D\ {0}
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Il est alors facile de déterminer la nature d’'une composée d’isométries, en déterminant
'application linéaire associée (composée des applications linéaires associées), puis les points
fixes (vide ou sous-espace affine de direction le sous-espace propre pour la valeur propre 1
de lapplication linéaire associée).

Exemple 2.6. (1) La composée de deux réflexions d’axes 7 et 7’ est :
e la translation de vecteur 27 si 2' = 2 + 7 avec ¥ € Dt (i.e. lorsque Z et 2’ sont
paralléles) ;
e la rotation de centre {w} = Z N 2’ et d’angle deux fois 'angle entre & et 7’ si

elles ne sont pas paralléles.
01}51) 174
@ @/ — -~ ~ ~

a._.o;l.(.a.). ..... .(0-2001)((1)

81

(2) La composée d'une translation et d’une rotation d’angle non nul est une rotation de
méme angle.

@) 7 Si r est la rotation de centre w et d’angle 0 & 27 Z,

/, et 7 = 7z alors T or = p est la rotation de

ae.---le e pla)  centre w’ et d’angle ', ou w’ est I'unique point tel

R ' que W = 7(r(W)) e W = w4+ Flww') + T, soit

_ (Id —7) (ww’) = ¥ c’est-a-dire w’ = w+(Id —7)~1(7)
) (comme 0 & 2 Z, 1 n’est pas valeur propre de 7).

Remarque. Déplacements en dimension 3. Supposons dim(&) = 3 et soit f € Is*(&).

Si f = Idg, alors f est une translation : supposons désormais que f # |dg. D’aprés la
proposition 2.3.10, il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de f est

0= (é Zf((g)) Cf(lg?)) (on a6 # 0 mod 27 Z parce que f # Idg). Soit D = Ker(f — Idg) :
c’est une droite vectorielle, et f est la rotation d’axe D et d’angle 6. D’aprés le théoréme
2.5.5, 1l existe g € Is(&) et T € D telsquesi T =71z, ona f =70g=gor et Fix(g) # 2.
Onag = f: comme Fix(9) # 9, Fix(g) est un sous-espace affine de & de direction
Ker(¢d — Idg) = D. 1l existe donc w € & tel que Fix(g) = ¥ = w + D. L’application g est
donc la rotation d’axe Z et d’angle . Le composé f = 70 g = g o7 s’appelle un wvissage.

B, :\ e >f\_. f(m)

2.6.1. Projection orthogonale sur un convere fermé. Supposons & de dimension finie et
soit C' C & une partie convexe et fermée.
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Théoreme 2.6.2. Sia € &, il existe pc(a) € C unique tel que :
(Vim € C) d(a, m) > d(a, pe(a))

en outre, pc(a) est 'unique point de C vérifiant (Vm € C) <pc(a)a\pc(a)m> <0.

:‘| ......... 5

Démonstration. Soit 6 = d(a,C) = inf{d(a, m), m € C} : pour tout n € N5, I"ensemble
F, = Cﬂg(a, o+ %) est non vide, convexe et fermé. La suite {F}, },en., est décroissante :
montrons que la suite des diamétres tend vers 0.

Soient m,m’ € F,. En_a_bgphquant legalﬂe_)du parallelogramme 1@+ + ||@ — 7] =

2||@||* + 2 ||7||* avec @ = am/ + am et T = am’ — am = mm’, on a

2am’

2
am +am ’

Si g désigne le milieu de [mm/], on a g € F,,, et

2:4H—7 2

soit encore
® d(m, m')? + dd(a, g)* = 2d(a,m')? + 2d(a, m)?
Comme d(a, g) > 6 et d(a,m’),d(a,m) <6+ +, on a

dim,m')? <46+ 1) —4? =8 1 4 ¢

2
" n—oo

Cela implique que (), £ = {pc(a)} est un singleton. Par construction on a d(a, pc(a)) =
0 < d(a,m) pour tout m € C. Si m € C vérifie d(a, m) =6, on a

d(m, pc(a))® + 4d(a, g)* = 2d(a, pc(a))? + 2d(a, m)?* = 45

en appliquant la formule (%) avec m’ = po(a). Comme g € C, on a d(a,g) > § : cela
implique d(m, pc(a)) =0 i.e. m = pc(a) et prouve I'unicité de pe(a).
Sim e Cette€l0,1],onatm-+ (1—t)pc(a) € C done

la = pe(a)|| < lla = (tm + (1 = t)pe(a))|l = lla = pola) = t(m — pe(a))|
de sorte que
la = pe(a@)|* < lla = pe(a) = t(im — pe(a))||”
< [la = pe(@)l* = 2t {a = pe(a)lm = pe(a)) + ¢ [lm — po(a)|?
et donc
2 (a —pc(a)lm — pe(a)) < tlm — pe(a)|”
en divisant par t. En faisant tendre ¢ vers 0, on a bien (a — pc(a)|m — pe(a)) < 0.
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Réciproquement, si b € C' vérifie <b—a)|%)> < 0 pour tout m € C, on a <b_a)|bpc(a)> <0.
On a aussi <pc(a)a|pc(a)b> <0, e <apc(a)|bpc(a)> < 0. En additionnant les deux in-

— — B T —|2
égalités, il vient 0 > <ba|bpc(a)>+<apc(a)|bpc(a)> = <ba + apc(a)|bpc(a)> = prc(a)
ce qui implique b = pe(a).

9

Exemple 2.7. Supposons que C' est un hyperplan affine. Soient @ € E \ {0} un vecteur
normal & C (une base de Ct) et mg € C. On a alors m € C & p(m) = {(mem|id) = 0.
Sia € & et m=pc(a), onaam = td avec t € R tel que p(m) = 0. Comme p(m) =
o(a+ti) = o(a) + t3(@) = p(a) + t|jul|*, on a t = —29 de sorte que

- 2
flufl”

po(a) =a— <m0a|”%”> H%I

et d(a, C) = |[tu]] = [t] [|«]], soit

d(a, C) = | (ot ;)|

Par exemple, si B est un repére cartésien de & et C' a pour équation ¢(x) = 0 dans B,
avec p(x) = ayzy + - - - T, — b, alors

d(a,0) = — 129
it a
1 n

3. NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE

3.1. Compléments sur les nombres complexes. La série de terme général =} est ab-

solument convergente, et la convergence est normale sur tout compact de C. Sa somme
définit donc une application continue exp: C — C.

Proposition 3.1.1. Pour tout 21,2, € C, on a exp(z; + 23) = exp(21) exp(2a).

Démonstration. Grace a la convergence absolue, on peut écrire

explar)exp(z) = 3 HE =S4 ST (e = 30 G gz 4 2y)

n,meN keN n,meN keN
n+m=k
U
Corollaire 3.1.2. Pour tout z € C, on a exp(z) # 0, et
exp: (C,+) = (C7,.)
est un morphisme de groupes.
Démonstration. On a exp(z) exp(—z) = exp(0) = 1, donc exp(z) # 0. O

Notation. On pose U = {z € C, |z| = 1} le cercle unité. C’est un sous-groupe de C*.

Proposition 3.1.3. (1) La fonction exp est de classe €, de différentielle la multi-
plication par exp.
(2) La restriction de exp a R est une bijection strictement croissante R — R~.
(3) Pour tout t € R, on a exp(it) € U.
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Démonstration. Siz,h € C,on aexp(z+h)—exp(z) = exp(z)(exp(h)—1) = exp(z)h+o(h),
ce qui prouve (1). Par définition de exp, on a exp(x) > 1 si x € Ry, de sorte que
exp(—r) = exp(z)~! €]0,1] : cela implique que exp(z) € R pour tout x € R. Grace a

(1), on en déduit que exp|g est strictement croissante. On a bien sr liIJ]ra exp(x) = 400,
Tr—r+00
ce qui implique que lim exp(x) = hlf exp(z)~! = 0, et donc que exp(R) = R+ par
T—r—00 T—r+00

continuité, ce qui prouve (2). Si t € R, on a exp(it) = exp(—it) donc |exp(it)| = 1 : cela
prouve (3). O

Définition 3.1.4. Pour ¢t € R, on pose cos(t) = Re(exp(it)) et sin(t) = Im(exp(it)).

Proposition 3.1.5. Pour tout ¢t € R, on a cos?(t) + sin?(t) = 1. Les fonctions
cos,sin: R — [—1,1] sont de classe €, et cos’ = — sin, et sin’ = cos.

Démonstration. La premiére égalité n’est autre que |exp(it)|* = 1. Comme exp est de classe
%, il en est de méme de sin et cos. En dérivant la formule d’Euler exp(it) = cos(t)+isin(t),
on a iexp(it) = cos'(t) + isin’(t), ce qui implique cos’ = — sin, et sin’ = cos. O

Proposition 3.1.6. (1) Il existe 7 € R tel que exp (4) =i et exp(z) =1 & 2 €
2im 2.
(2) L’application
R—-U
t — exp(it)
est un morphisme surjectif de groupes, de noyau 27 Z.
(8) L’application exp: C — C* est surjective, de noyau 2i7 Z.

Démonstration. On a cos(0) = 1. Par ailleurs, on a cos(t) = 1 — % + % — -+ : la série
cos(2) est alternée. On a donc cos(2) < 1 — % + 24—T = —5 : comme cos est continue, elle
s’annule sur |0, 2[. Soit ¢y sa plus petite racine : on pose m = 2ty €0, 4[. On a cos (g) =0,
donc sin (g) = =+1, et donc sin (g) = 1 parce que sin(0) = 0 et sin est croissante sur [O, g]
(puisque cos = sin’ est positif sur [0, g} par définition de 7). On a donc exp (%T) =1. En
particulier, on a exp(2im) = i* = 1, ce qui implique que exp(z + 2i7) = exp(z) exp(2im) =
exp(z) : la fonction exp est 2im-périodique.

Réciproquement, soit z € C tel que exp(z) = 1. Ecrivons z = = + iy avec x,y € R.
On a exp(z) = exp(x) exp(iy) donc 1 = |exp(z)| = exp(x). Comme exp g est strictement
croissante sur R et exp(0) = 1, on a nécessairement = = 0. Montrons que y € 27 Z.
Comme exp(2im) = 1, on peut supposer que 0 < y < 27, quitte & translater y par un
multiple entier de 27. Ecrivons exp (%) =u+iv. Comme 0 < ¥ < 7, on au = cos (%) >0
et v =sin (¥) > 0. Par ailleurs, on a (u+iv)* = 1, i.e. u'—6u’v’+v* = 1 et 4uPv—4uv? = 0.
Siv#0,onauv #0, donc u? = v? dou —4u? = 1, ce qui est absurde : on a v = 0 et
u =1, ce qui implique 4 =0, i.e. y = 0, ce qui achéve de prouver (1).

Pour (2), on sait désormais que le noyau est 27 Z : montrons la surjectivité. Soit z € U :
écrivons-le z = x +1y. Si x > 0, il existe z € [O, g} unique tel que x = cos(t) : comme
22+ 9% =1 = cos?(t) + sin?(t), on a y = *sin(t). Siy > 0, on a y = sin(t) et z = exp(it).
Siy <0,onay=sin(—t) et z =exp(—it). Siz <0, on a eiz = —ey + iex pour tout
e € {£1}. Choisissons ¢ tel que —ey > 0 : il existe ¢ € R tel que eiz = exp(it) d’aprés ce

qui précéde. Comme i = exp (%) et —1 = exp(im), on a z € exp(i R) dans ce cas aussi.
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Pour (3), il reste a voir la surjectivité de exp: C — C* : soit z € C*. Comme |z| € Rq
et expg: R — Ry est surjective, il existe x € R tel que exp(z) = |2| : on aexp(—x)z € U.
D’aprés (2), il existe donc y € R tel que exp(—x)z = exp(iy), de sorte que z = exp(z +iy)
et on a fini. 0

Définition 3.1.7. Pour tout z € C*, on peut écrire z = |z| exp(if) avec § € R unique-
ment déterminé modulo 27 Z. La classe 6 + 27w Z s’appelle 'argument de z, on le note
arg(z). On peut toujours choisir  dans | — 7, 7]. Ce choix est alors unique : on 'appelle
I’argument principal de z.

3.2. Le plan complexe. Dans un plan affine euclidien &2, le choix d’un repére orthonormé
(O,1,7) permet d’identifier &2 & l’espace affine euclidien R?, soit encore & C vu comme
espace affine (réel) sur lui-méme, muni de la structure euclidienne donnée par la norme.

Définition 3.2.1. Avec l'identification entre & et C qui précéde, le nombre complexe
x + 1y, qui correspond au point A = O + xi + yj, s’appelle U'affize de A (elle * dépend
bien entendu du choix du repére orthonormé dont on est partis).

a. En mathématiques, le mot affixe est féminin (alors qu’il est masculin en linguistique).

Dans ce qui suit, on se place d’emblée dans le plan complexe, dans lequel un point coincide
avec son affixe. Comme on va le voir, ce modeéle « du »plan affine réel est trés commode.
On a les formules suivantes :
(1) (Va.beC) [b—af = b —al:
(2) (Va,b € C) (alb) = Re(ab) = % (ab+ ab).
Si a € C*, posons
m,: C— C
Z—az
Considérant C comme R-espace vectoriel, application m, est R-linéaire, bijective (d’in-
verse mgq-1). Son interprétation géométrique est particuliérement agréable : si a € R™, ce

n’est autre que ’homothétie de rapport a. Si a = exp(if) € U, elle s'identifie & Ry, la
rotation d’angle 6. Plus généralement :

Proposition 3.2.2. L’endomorphisme m, est la similitude (vectorielle) directe d’angle
arg(a) et de rapport |al.

Démonstration. Comme a = |a|exp(iarg(a)), on a mq = Mjq| © Mexp(iarg(a)) - O
Remarque. La construction qui précéde fournit un isomorphisme de groupes

C* ~ Sim™(C)
(similitudes directes de C).

Géométriquement, la conjugaison complexe est la réflexion d’axe R. On obtient toutes les
réflexions (resp. les similitudes indirectes) en la composant avec la multiplication par un
¢lément de U (resp. de C™).

Revenant a la situation affine, on obtient toutes les similitudes en composant les appli-
cations qui précédent avec les translations. On a alors :
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Proposition 3.2.3. Les similitudes directes de C sont les applications de la forme z +—
az + b. Les rotations correspondent au cas a € U les homothéties-translations au cas
a € R, les translations au cas a = 1.

Les similitudes indirectes de C sont les applications de la forme z — az+b. Les réflexions-
translations correspondent au cas a € U.

Remarque. Toutes les propriétés concernant la composition des similitudes du plan affine
se retrouvent facilement avec cette description.

L’intérét de ce point de vue est qu’il permet de décrire les application affines en termes
de conjugaison, multiplication et addition des nombres complexes, et non plus en termes
de matrices.

3.2.4. Mesure des angles orientés dans un plan euclidien. Soient u,v € C*, que 1'on voit
comme des vecteurs. On dispose alors de z = 2 € C*. Le vecteur v est alors I'image de u
par la similitude directe d’angle arg(z) et de rapport |z|.

v

Définition 3.2.5. On note (/u,\v) I'argument de 2. C’est un élément de R /2w Z qu’on

appelle la mesure de l’angle orienté (u,v).

Remarque. On prendra garde & ne pas confondre cette notion avec celle d’angle non-orienté
définie plus haut. II est facile de voir le lien entre les deux (exercice).

Proposition 3.2.6. Soient u,v € C*
(1) (Relation de Chasles). Si w € C*, on a (u,w) + (w,v) = (u,v) (dans R /27 Z).
(2) On a (v,u) = —(u,v).

(8) Les vecteurs u et v sont paralléles (resp. orthogonaux ) si et seulement si (u, v) = 0

mod 7 Z (resp. (/u,\v) =7 mod 7Z)

(4) Une similitude (vectorielle) directe (resp. indirecte) conserve les angles orientés
(resp. transforme les angles orientés en leur opposé).

Démonstration. (1) (resp. (2)) résulte de I'égalité, immeédiate, arg(z;22) = arg(z)+arg(za)
(resp. arg(z~!) = —arg(z)) dans R /27 Z. (3) est évident. Si f est une similitude vectorielle
de C, elle s’écrit f(z) = az ou f(z) = az avec a € C*, suivant qu’elle est directe ou

indirecte. Dans le premier cas, on a (f(u), f(v)) = (W) = m, dans le deuxiéme, on
a (f(u), f(v)) = (at,av) = arg (%)) = —arg (2) = —(u,v), ce qui prouve (4). O

Remarque. Bien entendu, ce qui précede, énoncé pour les vecteurs du R-espace vectoriel
C, s’étendent de facon immédiate a tout R-espace vectoriel euclidien de dimension 2.

Soient u,v € U (ce sont donc des vecteurs unitaires et n € N+g. Il est facile de diviser
'angle orienté (u,v) en n parties égales : écrivons = = exp(if), avec 6 = (u,v). Pour k €
{0,. ..,ﬁ,\posons Wy = U exp (zk—:) sonawy=u et w, =v, et pour tout k € {1,...,n},
on a (wy_1,wy) = 2.
Dans le cas ou n = 2, cela permet de définir la bissectrice intérieure de a + R>ou et
a+ Rsgv (ce n'est autre que R(u + v) lorsque v # —u, et Riu = Rut lorsque v = —u).
Ce qui précéde permet aussi de construire « le? » polygone régulier & n cotés : soit ¢ =
exp (z%”) Les points {¢*}o<x<, sont ses sommets.

2. Il est unique & similitude directe prés.
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3.2.7. Droites et cercles. Soient zy et w € C*. Le point d’affixe z € C appartient a la
droite affine passant par z, et orthogonale a w si et seulement si (w|z —z) = 0 i.e.
(w]z) = (w|2o) : si ¢ =2 (w|z) € R, cela équivaut a Wz + wz = c.

Proposition 3.2.8. L’équation d’une droite dans C est
Wz +wz=c¢

avec ¢ € R (elle admet alors w comme vecteur normal).

Remarque. Bien entendu, les nombres w et ¢ sont définis & multiplication par une constante
réelle non nulle pres.

Soient w € C et r € R>¢. Le point d’affixe z € C appartient au cercle de centre w et de

rayon 7 si et seulement si |z —w| =7 i.e. |2]° — @0z — wZ + |w|> = r2.

Proposition 3.2.9. L’équation d’un cercle dans C est

2

|2 — Tz —wz =1 — |w|

I’affixe du centre est w et son rayon est 7.

On peut aussi décrire les droites et les cercles en termes d’arguments de nombres com-
plexes. Il est par exemple essentiellement évident que si w € C et 6 € R,

{z € C\{w}, arg(z —w) =60 mod 7Z}

est la droite passant par w, faisant un angle 6 avec ’axe des abscisses, privée de w.

Proposition 3.2.10. Soient a,b € C distincts, et § € R. Alors I'ensemble
{z € C\{a,b}, arg (=%) =6 mod 7TZ}

est :

e la droite (ab) privée de a et bsi # =0 mod 1Z;

a+b

e le cercle de centre 5

— icotan(6) %% et de rayon privé de a et bsi @ £ 0

b—a
2sin(6)

mod 7 Z.

zZ—a

Démonstration. Lorsque § = 0 mod 7 Z, on a arg (sz) € w7 si et seulement si les vec-
teurs z — a et z — b sont colinéaires, i.e. z € (ab). Supposons désormais # Z 0 mod 7 Z.
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Quitte a translater par le vecteur “—*b et a effectuer une rotation d’angle convenable, on
peut supposer que a = —b € R+. On a alors
z—a X _ (z—a) ,2i0 z—a __ zZ—a 20
arg( )_9 mOd7TZ<:> ER 6 <:>z+a_(z+—a)€ @H—a—ae
& |z| —az+az—a® = (|z]* +az — az — a?)e*”

& (1 — ) \z +a(l+e*)z —a(l +e*)z —a*(1—e*) =0

& |2 + okt — s g2 =
& |2 + aigs — aiEPz —a’ = 0
& |2 — @z — wz + |w| = r?

avec w = aicotan(f) et r2 — |w|? = a2, i.e. r2 = a®(1 + cotan®(0)) = (ﬁ)2 : d’apres la
proposition précédente, c’est le cercle de centre w et de rayon r = }zsbl;n((le) ,

a et b.

privé des points

Remarque. (1) Cet énoncé n’est autre que le théoréme de I’angle inscrit : deux angles
inscrits dans un cercle, interceptant le méme arc, ont la méme mesure. Il résulte du
théoréme de I'angle au centre : dans un cercle, un angle au centre mesure le double
d’un angle inscrit interceptant le méme arc.

(2) Siau lieu de regarder une congruence modulo 7, on considére une congruence modulo
27, on obtient un des deux arcs de cercle définis par la corde [ab].

Corollaire 3.2.11. Quatre points deux-a-deux distincts d’affixes a, b, c,d € C sont ali-
gnés ou cocycliques (=sur un méme cercle ) si et seulement si

—a d—
Démonstration. On a %% € R & arg (%) = arg (d “) mod mZ : posons 0 =
arg (C Z) € R. Si 6 =0 mod 77, cela signifie que a, b, c et d sont alignés, et si § Z 0
mod 7 Z, cela signifie que ¢ et d sont sur le cercle d’équation =% =6 mod 7 Z. U

3.2.12. Un exemple : un théoreme de Napoléon. La preuve de 1’énoncé suivant illustre
comment on utilise les idées de ce chapitre.

Proposition 3.2.13. Les centres des triangles équilatéraux extérieurs construits sur les
cOtés d’un triangle quelconque forment eux-mémes un triangle équilatéral. En outre, le
centre de gravité de ce triangle coincide avec celui du triangle de départ.

Démonstration. Soient ABC' le triangle et L, M et N les centres en question. Notons
a,b,c,l,m,n € C les affixes respectives de ces points. Par construction, A est 'image de B
par la rotation de centre N et d’ angle , ce qui se traduit par a —n = j(b—n). De méme,
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onab—Il=j(c—Il)etc—m = j(a—m). On en déduit (1—j)n =a—jb, (1—j)l =b—jcet

(1—4)m = c— ja. En particulier, on a (1 —j)(m—n) = (=1 —j)a+jb+c = j2a+jb+cet

(1=j)(I=n) = (1+j)b—jc—a = —j?b—jc—a, et donc (1—j)(m—n) = —j*(1—j)(I—n),

soit m —n = —j2(I —n) en divisant par 1 — j. Comme —j? = exp (%r), on en déduit que M

est 'image de L par la rotation de centre N et d’angle % : le triangle M N L est équilatéral.
L’affixe du centre de gravité du triangle M N L est

mintl _ a—jb+b—jct+c—ja _ a+btc

3 3(1—5) 3

ce qui signifie que MNL et ABC ont méme centre de graviteé. U

4. FIGURES DE BASE DANS LE PLAN

4.1. Le triangle. Dans ce paragraphe, on fixe trois points A, B et C non alignés du plan.
Un repére orthonormé étant fixé, on note a, b et ¢ leurs affixes respectifs. On note aussi
04, Op et B¢ les mesures des angles intérieurs en A, B et C' respectivement.

4.1.1. Points remarquables. Rappelons que le centre de gravité du triangle ABC' est 1'iso-
barycentre G de A, B et G. Son affixe est g = 2.

Définition 4.1.2. Une médiane du triangle ABC est une droite passant par un sommet
et le milieu du coté opposé.

Proposition 4.1.3. Les trois médianes sont concourantes, et leur point d’intersection
est le centre de gravité G.

Démonstration. On a g = Bar((a, 1), (b, 1), (c, 1)) = Bar ((a, 1), (%<,2)), de sorte que G
appartient a la droite passant par A et le milieu de [BC], i.e. la médiane issue de A. De
méme, GG appartient aux deux autres médianes : les médianes sont concourantes en G. [

Définition 4.1.4. La médiatrice d'un segment est la droite perpendiculaire & ce segment
passant par son milieu. Les médiatrices du triangle ABC sont les médiatrices de ses cotés.

Proposition 4.1.5. Les trois médiatrices sont concourantes, et leur point d’intersection
est le centre du cercle circonscrit au triangle.

Démonstration. Soit €2 I'intersection des médiatrices des segments [AB] et [BC]. On a donc
QA = QB = QC, de sorte que ) appartient aussi & la médiatrice du segment [AC]. Les
trois médiatrices du triangle sont donc concourantes, et A, B et C' appartiennent au cercle
de centre §2 et de rayon 2A, le cercle circonscrit du triangle ABC. U

Remarque. On peut montrer que 2 est le barycentre de (A,sin(204)), (B,sin(20g)) et
(C,sin(26¢)).

Définition 4.1.6. Une hauteur du triangle ABC' est une droite passant par un sommet
et perpendiculaire au coté opposé.

Proposition 4.1.7. Les trois hauteurs sont concourantes. Leur point d’intersection s’ap-
pelle I'orthocentre du triangle.
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Démonstration. Pour tout point M du plan, on a

AM.BC + BM.CA + CM.AB = AM.(BM + MC) + BM.CA + CM.AB
= BM.(AM + CA) + CM.(AB — AM)
=BM.CM+ CM.MB =0

Soit_[i le_goint d’intersection des hauteurs du triangle issues de A et de B : ona i4____];l) BC =0
et BH.CA = 0. Pour M = H, I'égalité qui précede implique donc que CH.AB, i.e. que
H appartient aussi a la hauteur issue de C'. Cela implique donc que les trois hauteurs sont
concourantes en H. U

Remarque. On peut montrer que H est le barycentre de (A, tan(64)), (B,tan(6p)) et
(C,tan(fc)).

Proposition 4.1.8. Le centre de gravité G, 'orthocentre H et le centre €2 du cercle
circonscrit sont alignés, et on a

Démonstration. Quitte a effectuer une translation (qui est une isométrie : elle préserve
l'orthogonalité, donc les hauteurs et les médiatrices), on peut supposer que l'origine de
notre repére est 2. Cela implique que |a| = |b| = |¢| (c’est le rayon du cercle circonscrit).
Soit M le point d’affixe

z=a+b+c

Ona (z—alb—c) = (b+c|b—c) = |b]* — |c]> = 0, ce qui implique que les droites (AM)
et (BC) sont perpendiculaires, i.e. que M appartient & la hauteur du triangle issue de A.
Par symétrie, M appartient aussi aux autres hauteurs : on a en fait M = H. Comme G est
d’affixe %HC, on a bien QH = 3Q_G), en particulier, les points G, €2 et H sont alignés. [

Proposition 4.1.9. Les trois bissectrices intérieures du triangle ABC' sont concourantes
en le centre du cercle inscrit au triangle. Ce dernier est aussi le barycentre de (A, BC),

(B, AC) et (C, AB).
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P
7

B Ia 1 C
Démonstration. Soit D4 (resp. D';) la bissectrice intérieure (resp. extérieure) de I’angle
BAC. La droite D4 coupe (BC') en un point 14 €)BC|. Soit A la paralléle a D4 passant
par C : elle coupe (AB) en P. En outre, elle est perpendiculaire a D', : le triangle PAC
est isocéle en A, i.e. AP = AC. D’aprés le théoréme de Thalés, on a % = % = —ﬁ—g.
Cela implique que le point 4 est le barycentre de (B, AC) et (C, AB).

Notons maintenant I le barycentre de (A, BC), (B, AC) et (C, AB). Par associativité
du barycentre, c’est aussi le barycentre de (A, BC) et (14, AC' + AB). Comme A et [,
appartiennent & D4, on a aussi I € D4. Comme A, B et C jouent des roles symétriques,
on en déduit de méme que I appartient aux autres bissectrices intérieures du triangle ABC.
Cela implique que ces derniéres ont concourantes en I.

Par définition de I, il est a égale distance d de (AB), (BC) et (AC) : le cercle de centre

I et de rayon d est inscrit dans le triangle ABC. U

4.1.10. Relations trigonométriques.

Théoréme 4.1.11. On a0 + 0 + 0c =7 mod 27 Z.

Démonstration. On a

—_— —>

04+ 05 + 0c = (AB, AC) + (BC, BA) +(CA,CB) = (CA,AC) =x mod 27 Z

(e5.0)
O
Proposition 4.1.12. On a SH;;(@CA) = Sir;fecB) = SH;(%C).

Démonstration. Remarquons que

. de E,A_C: . de B—C),B_A . de C_A,C—B)

sin(04) = t,iB.Ac : sin(0p) = t}éC.BA : sin(fc) = t(,(“A.CB )
Le propriétés du déterminant impliquent que

det (ZE), 716) = det (6’71), 5§) = det (EZZ’), ﬂ)

La proposition en découle en divisant par AB.BC.AC. OJ

Proposition 4.1.13. Si S désigne la surface du triangle ABC et r le rayon du cercle
circonscrit au triangle, on a

25 _|sin(04)]  |sin(@p)|  [sin(fc)| 1

AB.BC.AC  BC AC AB 2

Démonstration. La premiére égalité résulte de la propriété qui précéde et de I'égalité S =

% ’det(@ , Z@)’ Pour prouver la derniére, on considére le projeté othogonal D du centre

O du cercle circonscrit sur le segment [BC|. D’aprés le théoréme de I’angle au centre,
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on a (O—E, 51_))) = +0,4 mod 27 Z, ce qui implique BD = OB |sin(f,4)| (dans le triangle

rectangle OBD). Comme OB = r et BC =2BD, on a £¢ = r|sin(64)], i.e. ISh}ggA)l =1

O
Proposition 4.1.14. On a
CB? = AB? + AC? — 2AB.AC cos(0,)
— 2 2 2 s —2
Démonstration. On a HBC = HAB —AC|| = HAB —2AB.AC + HAC . O

Corollaire 4.1.15. (Formule de Héron). Soit p = ABEBEECA e demi-périmetre du
triangle ABC'. Alors

S =+/p(p— AB)(p — BC)(p — CA)

Démonstration. D’aprés ce qui précéde, ona S = 42AC [sin(0,)] = 4BAC | /1 — cos?(04) =

ABAC | /(1 — cos(64))(1 + cos(64)). Par ailleurs, on a cos(f4) = %C_Z’CBCQ, donc

_ 2 _ 2 2 B 2__ AB—A 2
1—cos(fq) = 2AB.AC—AB?-AC?4+BC? _ BC®—( Q)

2AB.AC 2AB.AC

__ (BC—AB+AC)(BC+AB—AC) __ 2(p—AB)(p—AC)
= 2AB.AC = AB.AC
_ 2AB.AC+AB24+AC2?—BC? _ (AB+AC)?>-BC?

1+ cos(fa) = SABAC = { 2AB.)AC
__ (AB+AC+BC)(AB+AC—BC) __ 2p(p—BC)
= 2AB.AC ~ TAB.AC

et on a bien S = \/p(p — AB)(p — BC)(p — CA). O

4.2. Les coniques.

4.2.1. Définitions et classification. Dans tout ce qui suit, on se place dans le plan & réel

euclidien. On se donne un repére orthonormé Z = (O, i, J)

Définition 4.2.2. Une conique du plan & est une courbe de degré 2, i.e. le lieu des
zéros d'une fonction polynomiale de degré 2.

Remarque. Cette notion ne dépend pas de la base choisie, vu que le degré d’une fonction
polynomiale est invariant par changement de base affine.

Dans le repére Z, une fonction polynomiale de degré 2 s’écrit

f(z,y) = Ax* + 2Bxy + Cy* + Dz + Ey + F

-~

q(z,y) w(‘ﬂcty)

(avec (A, B,C) # (0,0,0) bien sir) : ¢ est une forme quadratique, et ¢ une forme affine.
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On les représente matriciellement de la fagon suivante. La matrice de g est M = (g g)
et celle de la forme linéaire (z,y) — Dz + Eyest L= (pE). Si X = (j), ona

fl,y) = XMX +LX + F

Dans ce qui suit, on va classifier les coniques a déplacement prés. Pour ce faire, on va
faire un changement de repére (rotation puis translation) pour que I’équation de la conique
dans le nouveau repére soit aussi simple que possible.

Commencons par effectuer une rotation d’angle 6 : cela revient a faire le changement de

coordonnées

{x = 2/ cos(0) — y'sin(0)

y = 2’sin(f) + y' cos(6)
(matriciellement, X = RpX'). On veut qu’il n’y ait pas de terme en z'y’ dans
q(z' cos(0) — ' sin(0), " sin(6) + 3’ cos(6))

Le coefficient de 2’y dans ce dernier vaut
—2A cos(6) sin(6) 4+ 2B(cos* () — sin?(#)) + 2C sin(f) cos(8) = (C — A) sin(260) + 2B cos(26)
c’est toujours possible (et si Si |C'— A| + |B| # 0, l'angle 6 est déterminé modulo %).

2
Observons que la matrice de ¢ dans la nouvelle base est *RgM Ry.
Ce changement de coordonnées effectué, on s’est ramenés a une équation de la forme

f(z,y) = ax® + By + 2ux + 2vy + F
Remarquons que a3 = AC — B? (c’est le discriminant de q).

Premier cas : aff # 0 (on dit que ¢ est non dégénérée). On écrit alors

2

u 2 v 2 U2 v

flx,y) =a(z+2) +5(y+3) +F-%-%

Quitte a translater le repére, on s’est ramenés a une équation de la forme
fz,y) = aa® + By* + F'

Si F' # 0, on peut diviser I’équation par F” et supposer F’ = 1. Suivant les signes de «
et 3, on peut alors les écrire ia% et ib% respectivement. Les différents cas possibles sont
résumés dans le tableau suivant.

2y + 4% =1 | ellipse réelle (cercle lorsque a = b)

x? Y2 . . . .
St m=-1 ellipse imaginaire
22 v hyperbol
rei yperbole
TR VR deux droites imaginai
LS+ E = eux droites imaginaires
2 2 . .
2—2 — ‘Z—Q =0 | deux droites réelles concourantes

Remarque. Dans tous les cas, I'équation des directions assymptotiques de la conique est
q(z,y) = 0.
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Deuxiéme cas : a8 = 0 (la forme quadratique ¢ est dégénérée, mais non nulle par hypo-
these). Quitte & refaire une rotation d’angle I si nécessaire, on peut supposer o # 0 et

2
£ = 0. On écrit alors

2

flay) =a(z+2) + 20+ F - %

Quitte a translater le repére, et a diviser ’équation par «, on s’est ramenés a une équation
de la forme
22 —2py siv#0
2>+ F  siv=0

f(x,y)z{

Dans le deuxiéme cas, suivant le signe de F”, on peut 'écrire +a?. Les différents cas possibles
sont résumés dans le tableau suivant.

|
|
|
% = 2py parabole |
|

> +a*=0 deux droites imaginaires 1%

22 — a® = 0 | deux droites strictement paralléles

2 =0 deux droites confondues

4.2.3. Propriétés et tracé. L’ellipse. Soient 0 < b < a et I" l'ellipse d’équation 2—; + z—j =1.
x = acos(t)
y = bsin(t)

Posons ¢ = v/a%2 — b2 € Rsg. Les points F et F' de coordonnées respectives (c,0) et
(—c,0) s’appellent les foyers de T'.

Proposition 4.2.4. (Définition bifocale : 'ovale du jardinier). On a M € T' & MF +
MF' = 2a.

Elle admet la paramétrisation { avec t € [0, 27].

b2x2
a2

- . 2 2
Démonstration. Comme =+ ‘Z—Q =1,onay?=0b—

, donc

MF2:($—0)2+y2:x2—2xc+02+b2—@:a2—2xc+02§2 B

a? a

a2

Comme a — % > 0 (parce que |z| < aet c < a),ona
(%) MF =a— %
De méme, on a MF' = a+ <, ce qui implique MF + MF' = 2a.

Réciproquement, si MF+MF’ = 2a,ona MF"? = 4a®>—4aM F+MF? i.e. y*+(z+c)* =
MF"? = 4a* —4aMF + y* + (x — ¢)?, soit dcx = 4a® —4aMF et donc MF =a—<. On en

déduit que y* + (z —¢)? = MF? = a® — 2cx + ‘3252, i.e. z—i + ‘Z—j =1, d’ou I'équivalence. O

Corollaire 4.2.5. La normale a I en M est la bissectrice intérieure de (MF, M F").
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Démonstration. Un vecteur directeur de cette normale est le gradient de la fonction g: M +—

2a — )MFH — HMF’ Or ce dernier est + ME_ ce qu'on voulait. OJ
e+ s

On note D (resp. D’) la droite d’équation x = % (resp. x = ——) La droite D (resp.

D’) s’appelle la directrice de T' associée a F' (resp. a F'). L’excentricité de T' est le réel

e=2¢€]0,1].

Pour un point M du plan, on note m son projeté orthogonal sur D.

Proposition 4.2.6. L’ellipse I est le lieu des points M tels que —m =e.

Démonstration. Soit M € T" de coordonnées (z,y). D’aprés (%) (¢f preuve de la proposition
précédente), on a MF = a — <. Comme Mm = % —x (onaxr < a < ﬁ), ona Mm =

%(a— %) = 1MF Réciproquement, si MF =e,ona MF =eMm = a— <, et on conclut

que M € I" comme & la fin de la demonstratlon de la proposition precedente O]

L’hyperbole. Soit I" I’hyperbole d’équation 2—; — %—j = 1. Elle admet la paramétrisation
x = ea cosh(t)
{y = bsinh(?)
Posons ¢ = Va2 + b2 € Rsg. Les points F et F' de coordonnées respectives (c,0) et
(—c,0) s’appellent les foyers de T'.

Proposition 4.2.7. (Définition bifocale). On a M € I' & |[MF — MF'| = 2a.

avec ¢ € {1} et t € R.

/ . 2 2 2.2
Démonstration. Comme % — % =1, on a y? = 2% — %, donc

MF2:($—0)2+y2:x2—2xc+c —v? b22—a2—2xc+#:(a—@)2
RQ/_/ a a
Onac>a. Siz>0,onaxr>a, donc £ > a, de sorte que MF' = < —a. Si z <0, on
aa—=>0donc MF =a— < :enrésumé on a MF = sign(z )(%—a) De méme, on
a MF/ = }a+ cf} = sign(z)(a + <), ce qui implique MF — MF’ = —sign(z)2a, et donc

IMF — MF'| =2a.

Réciproquement, si |[MF — MF'| = 2a i.e. MF' = 2ea + MF avec ¢ € {£1}, donc
MF"? = 4a®> —4eaMF + MF? i.e. >+ (z+¢)> = MF = 4a*> —4eaM F + y* + (x — ¢)?, soit
dex = 4a® — 4eaMF et donc MF = e(a — <). On en déduit que y* + (z — ¢)? = MF? =

2.2 . 2 2 N , .
a’® — 2cx + 5, i.e. & — % =1, d’ou I'équivalence. O
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Corollaire 4.2.8. La tangente a I' en M est la bissectrice intérieure de (M F, M F").

!

Démonstration. Un vecteur directeur de la normale est le gradient de la fonction g: M +—»
2a—sign( HMFH—HMF’ ME__ ce qui permet
; A e P

de conclure. 0

. Au signe prés, ce dernier est Tz

Comme dans le cas de ellipse, on définit la directrice de I' associée & F' (resp. a F")
comme la droite D d’équation x = % (resp. D' d’équation = = —%) L’excentricité de T’
est le réel e = ¢ €]1, +o0o[. Pour un point M du plan, on note m son projeté orthogonal

sur D.

Proposition 4.2.9. L’hyperbole T est le lieu des points M tels que —m =e.

Démonstration. Soit M € T de coordonnées (x,y). On a vu que M F = sign(x )(— — a)

cx
a

si #78 — ¢, on a MF = eMm = sign(z)(< — a), et on conclut que M € I' comme & la fin
de la demontratlon de la proposition précédente. O]

Comme Mm = sign(z )(:c — —) on a Mm = sign(x)? (a — ) = iMF Réciproquement,

N

La parabole. Soit I' 'hyperbole d’équation y?> = 2pz. Elle admet la paramétrisation
= Py2
suivante : 2 pour ¢t € R.
y=npt
Soit F' le point de coordonnées (g, 0) et D la droite d’équation x = —% (le foyer et la

directrice de I'). Si M est un point du plan, on note m son projeté orthogonal sur D.

Proposition 4.2.10. La parabole I' est le lieu des points M tels que =1

Démonstration. Si (z,y) € R* :ona M €T & y? = 2pr & (z+ 5)2 =y’ + (v — 2)2 &
Mm = MF. O

Remarque. La proposition qui précéde peut se reformuler en disant que I' est le lieu des
centres des cercles passant par F' et tangents a D.
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4.2.11. Un exemple. Commencgons par un résultat trés classique, qui va nous servir par la
suite.

Théoreme 4.2.12. (Ceva) Soient ABC un triangle, D € (BC), E € (CA), F' € (AB)

trois points distincts des sommets. Les droites (AD), (BE) et (CF) sont paralléles ou
: . DBEECTFA _ _
concourantes si et seulement si DCEAFE = 1.

Démonstration. On commence par observer que si M est le barycentre de {(4, a), (B, 5)}
avec a3 # 0 (i.e. M distinct de A et B), on a aMA+3MB = 0, donc aMA+ SMB = 0,

i.e. % = —g. Si I est le barycentre de {(A4,«), (B, ), (C,v)} avec afy # 0 (i.e. I
distinct de A, B et C), et M désigne le point d’intersection de (AB) et (GC'), alors
M = Bar ((A,«a), (B, f)) de sorte que % = g d’aprés ce qu’on vient de voir.

Supposons les droites (AD), (BE) et (CF) paralléles. D’aprés le théoréme de Thales,

DB _ AB 4 EC
ona—c—ﬁet——BA,desorteque

DBECFA ABBFFA
DCEAFB AFBAFB

Supposons les droites (AD), (BE) et (C'F') concourantes en un point distinct des som-

mets : notons I leur point d’intersection. On peut écrire I = Bar ((4, ), (B, ), (C,v))
avec affy # 0. D’aprés ce quon a vu plus haut, on a £4 = —2 et de méme EC _ _a g

FB a’ EA 0
DB _
5 = B’ ce qui implique

Sk
R
32
/||I\
(=2
~—~
o
=02
SN——
0
s

I

|

Réciproquement, supposons que
leles : on peut supposer (AD) et (BE) sécantes, soit I leur point d’intersection. On
peut écrire I = Bar((A,«), (B, ), (C,v)) avec afy # 0, et d’aprés ce qui précéde, on

A — _1 et (AD), (BE), (CF) non paral-

§||<°%|

o D= Bar (B, (C.7) e B = Bar((4), (C,7),dosort que B = —3 et £ = 2
On a donc (— %)(— —)% = —1, dou £ ﬁ = _E’ . F = Bar((4,a),(B,5)). On a
donc I = Bar ((F,a + ), (C,7)), dou I € (CF), et les dr01tes (AD), (BE) et (CF) sont

concourantes en I. ]

Proposition 4.2.13. Une ellipse est inscrite dans un triangle ABC. On note D, E et
F les points de contact sur (BC'), (CA) et (AB) respectivement. Alors g:g%% = -1,
et les droites (AD), (BE) et (C'F') sont concourantes.
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Démonstration. Les hypothéses et la conclusions sont stables par transformation affine :
quitte & en appliquer une qui transforme ’ellipse en un cercle, on peut supposer que l’ellipse
est un cercle. On a alors AE = AF, BD = BF et CD = CE, ce qui implique 2B £¢ £4 _ 1

Y aalol > QU HUPUGUE 76 FAFB
de sorte que %%% € {£1}. On conclut en observant que g=g, %, % < 1. Le fait que
(AD), (BE) et (CF) sont concourantes résulte alors de la réciproque du théoréme de
Ceva. O

4.3. Polygones réguliers et sous-groupes finis d’isométries du plan.

4.3.1. Sous-groupes finis d’isométries du plan. On note & le plan affine euclidien. Soit
G un sous-groupe fini de GA(Z?). Si M € & est un point quelconque, on dispose de
son orbite X = {g(M)}sec. Comme G est fini, c’est un ensemble fini : on note 2 son
isobarycentre. Un élément g € G induit une permutation sur X (i.e. une bijection de X
dans lui-méme). Comme g est affine, g(2) est I'isobarycentre de g(X) = X : on a g(§2) = Q.
Le point Q est fixe pour tous les éléments de G. En vectorialisant & via le choix de €2,
le groupe G s’identifie & un sous-groupe de GL(P), oit P est le plan vectoriel sous-jacent
a . Pour classifier les sous-goupes finis d’isométries du plan, il suffit donc de classifier
les sous-groupes finis de O5(R) : on suppose désormais que G est un sous-groupe fini de
02(R).

On dispose du morphisme surjectif det: Oy(R) — {£1}, dont le noyau est SO5(R).
Posons H = G NSO2(R), c’est le noyau de la restriction du déterminant det: G — {£1}.

Premier cas G = H, i.e. G C SOy(R). Le morphisme p: R — SO2(R); 0 — Ry est
surjectif, de noyau 27 Z. Le sous-groupe p~*(G) de R contient 27 Z comme sous-groupe
d’indice n = #G : on a nécessairement p~1(G) = 27” Z, ce qui implique que G = ,0(277r Z)

est isomorphe & Z /nZ, engendré par Rax .

Deuxiéme cas G # H, i.e. det: G — {£1} est surjectif : soit s € G\ H. On a det(s) = —1,
et s est une symétrie. Comme H est un sous-groupe fini de SO2(R), on sait qu’il est
cyclique, engendré par r = Rz2: ou n = #H. Le sous-groupe de G engendré par r et s
contient H strictement : c’est G en entier. Par ailleurs, on a det(rs) = det(r) det(s) = —1,
de sorte que s est une symétrie : on a (rs)? = lp, donc srs = r~1. En particulier, le groupe
G n’est pas commutatif si n > 2. Un tel groupe s’appelle diédral d’ordre 2n. Il contient n

rotations : ly, 7,72, ..., 7" ! = r~1 et n réflexions s, rs, r?s,...,r" s

4.3.2. Réalisation géométrique : polygones régquliers.
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Soit n € N+p. On fixe une origine 2 € & et Ay € &\ {Q2}. Notons r la rotation de centre
Q et d’angle 27” et s la réflexion d’axe (2A). Le sous-groupe de GA(Z?) engendré par r
et s est diédral d’ordre 2n. Pour k € {0,...,n — 1}, on pose Ay = r¥(Ap). L’ensemble
{ Ak }o<k<n est Pensemble des sommet d’un polygone régulier & n cotés (comme ¥ est une
isométrie, on a AgA; = ApAgy1 pour tout k € {0,...,n — 2}). Les reflexions de G sont
alors les reflexions d’axe les bissectrices des segments [Ag, Apy1] (pour k € {0,...,n— 1},

en posant A, = Ap).

5. COMPLEMENTS

5.1. Le théoréme fondamental de la géométrie affine. Dans tout ce qui suit, & dé-
signe un espace affine réel de direction E de dimension finie n, et f: & — & une application.

Théoréeme 5.1.1. Supposons n > 2. Si f est bijective et conserve les alignements (i.e.
les images de trois points alignés sont trois points alignés), alors f est affine.

Notation. Si X C & est une patie non vide, on note V(X)) les sous-espace affine engendré
par X dans &. C’est ’ensemble des barycentres de points pris dans X.

Lemme 5.1.2. Soient m < n et A = {ayg,...,a,} une famille de m + 1 points affinement
indépendants de &. Alors f(V(A)) C V(f(A)).

Démonstration. On procéde par réccurence sur m, le cas m = 0 étant évident, et le cas

m = 1 étant précisément I'’hypothése de conservation de l'alignement. Soit donc m €
{1,...,n — 1} et supposons le lemme vrai pour les systémes d’au plus m points. Soient
A = {ay, ..., ay,} une famille de m+1 points affinement indépendants, et a € V(A) : il existe

Aos -y Am € Rtels que Mg+ -4+ N,y = L et a = Ngag+- - -+ Apay, (ce sont les coordonnées
barycentriques de a dans la base affine A de V(A)). Comme m > 1, les \; ne sont pas tous
égaux a 1. Quitte & renuméroter, on peut supposer que A, # 1 :onaa = (1—\,,)a' +Apan
avec a’ = ﬁ(AoaoJr- A An—10m-1) € V(A) ot A" = {aqg, ..., a1} Les trois points a, o’
et a,, sont alignés : il en est de méme de f(a), f(a') et f(a,), donc f(a) € V({f(d'), f(an)}).
Mais par hypotheése de récurrence, on a f(V(A")) C V(f(4’)) : comme o’ € V(A'), on a
f(a') € V(f(A")), de sorte que f(a) € V(f(A)U{f(am)}) = V(f(A)). Comme c’est vrai
pour tout a € V(A), on a bien f(V(A)) C V(f(A)). O

Lemme 5.1.3. Si{ay,...,a,} est une famille de m + 1 points affinement indépendants de
&, les points { f(ao), ..., f(an)} sont affinement indépendants.
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Démonstration. On compléte A = {ay,...,a,} en une base affine B = {ag,aq,...,a,}
de &. Raisonnons par 'absurde : si la famille {f(ao), ..., f(a,)} ¢tait affinement liée, on
aurait dim(V(f(A)) < m, et donc

dim(f(£)) = dim(f(V(B))) < dim(V(f(B))) < dim(V(f(4))) +n —m < n = dim &

(la premiére inégalité résulte du lemme précédent). Cela impliquerait f(&) # &, contredi-
sant la surjectivité de f. O

Lemme 5.1.4. Soient a,b € & distincts et D = (ab) := V({a,b}) la droite passant par a
et b. Alors f(D) est la droite (f(a)f(b)).

Démonstration. Bien entendu, f(D) est inclus dans la droite A = (f(a)f(b)) (car f
conserve 'alignement de trois points). Réciproquement, si m appartient a A, il existe
c € & tel que f(c) = m (car f est surjective). Si les points a b et ¢ n’étaient pas alignés,
ils seraient affinement indépendants : il en serait de méme de f(a), f(b) et m = f(c) en
vertu du lemme 5.1.3, ce qui n’est pas (puisqu’ils sont alignés). Les points a, b et ¢ sont
donc alignés : on a c € D, et m = f(c) € f(D). Cela prouve f(D) = A. O

Remarque. Il n’était pas évident a priori que 'image par f de la droite D = (ab) soit la
droite (f(a)f(b)) toute entiére.

Lemme 5.1.5. L’image par f de deux droites paralleles est deux droites paralléles. En
particulier, 'image d’un parallélogramme est un parallélogramme.

Démonstration. D’apreés le lemme précédent, 'image de deux droites par f est la réunion
de deux droites. Reste a voir que f conserve le parallélisme. C’est trivial si les deux droites
sont confondues : supposons données deux droites D = (ab) et D' = (') paralléles et
distinctes. D’apreés le lemme 5.1.2, on a

f(V(a,b,a")) C V(f(a), f(b), f(d))
Les points a, b et a’ sont affinement indépendants : il en est de méme de f(a), f(b) et f(a’)
(cf lemme 5.1.3), de sorte que V(f(a), f(b), f(a’)) est un plan, qui contient f(D) et f(D’).
Les droites f(D) et f(D’) sont donc soit paralleles, soit sécantes. Ce dernier cas est exclu
parce que DN D' = & et f est injective. 0

Fixons un point w € & (qui va servir d’origine). Si Z € E, on pose ¢(¥) = f(w)f(w + ©),
de sorte qu'on a
f(m) = f(w) + p(wm)
pour tout m € &. Il s’agit de prouver que ¢ est linéaire. Il est déja évident que @(6) = 0.

Lemme 5.1.6. Si Z,j € E, on a (T + ) = »(Z) + p(¥).

Démonstration. Comme cp(ﬁ) = 0, c’est trivial si I'un parmi Z ou ¢ est nul : on suppose &
et ¥/ non nuls.

Premier cas : la famille {Z, y} est libre. Le quadruplet (w,w + Z,w + & + ¥,w + ¥) (dans
cet ordre) forme les sommets d'un parallélogramme : il en est de méme de (f(w), f(w +
B), fw+ 3+ 7). flw+ 7)), ie. de (Fw), f@) +9(@). f@) + @ +7), f(w) + 9(@)- Cela
signifie exactement que p(Z + ¢) = ©(Z) + (7).

Deuxiéme cas : © + 1y = 0. Comme n > 2, on peut choisir Z € E linéairement indépendant
de Z. Le quadruplet (w+ #,w + Z,w — Z,w — Z) (dans cet ordre) forme les sommets d'un
parallélogramme de centre w : le quadruplet (f(w + Z), f(w + 2), f(w — Z), f(w — 2)), i.e.
(fw)+ (@), f(w) + ¢(2), f(w) + o(—=T), f(w) + p(—Z)) est 'ensemble des sommets d'un



44 Géométrie élémentaire, licence 2°™° année

paralélogramme de centre l'intersection des droites f(w+RZ) et f(w+R 2), i.e. de centre
f(w). Cela implique que p(—7) = —p(Z).

Troisiéme cas : la famille {Z, 7/} est liée et #+i # 0. La encore, on choisit 7 € E linéairement
indépendant de ¥ (et donc de ¥). D’aprés le premier cas, on a ¢(Z + 2) = p(Z) + ¢(2)
et (¥ — 2) = p(¥) + p(—2). D’apreés le deuxiéme cas, on a p(—2) = —¢(Z), et donc
oy —2) = o(§) — p(Z). On écrit maintenant 7 + ¢ = (SL’ +Z)+(§—Z). Si A, p € R sont
tels que )\(f+z7)+u(y—z) =0, on a)\x+,uy+()\ 1)z =0, et donc AT + uij et A = p,
i.€. )\(x +9) = 0. Comme T + ¢/ #+ 0, cela implique A = i = 0, de sorte que la famille
(Z+ 2,y — 2) est libre. D’aprés le premier cas, on a donc

o(T+9) = o((T+2) + (¥ — 2))
= p(T+2)+ (- 2)
= (p(T) + ¢(2)) + (p(¥) — v(2))

= ¢(2) + »(¥)
wt+T+y w+ T
w+y w—7z
w+T w+7Z
w w—T
Premier cas Deuxiéme cas Troisiéme cas

0

Si # € E \ {0}, Papplication f envoie bijectivement la droite w + R@ sur la droite
flw+RZ) = f(w)+ R p(Z). 1l existe donc une application bijective oz: R — R telle que

(VA €R) f(w) +¢(AZ) = f(w+ AZ) = f(w) + 02(A)p(2)
soit encore
P(AT) = 0z(A)p(Z)
pour tout A € R.

Lemme 5.1.7. L’application oz ne dépend pas de 7.

Démonstration. Soient Z,y € £\ {0}. Montrons que oz = 0.
Premier cas : la famille {Z, y} est libre. Les trois points w, w + & et w + ¥ sont affinement
indépendants : il en est de méme des points f(w), f(w + Z) = f(w) + ¢(Z) et f(w+7Y) =
f(w) + ¢(7), de sorte que la famille (o(T), (7)) est libre. Si A € R, on a

P MT +9)) = 0z45(N) (7 + )

P(AT) + 9(Ag) = 0515 (AN) (0(Z) + ¢(7))
0z(N)e(Z) + o3(A)p(§) = 0ag(\)e(Z) + 0z45(N) (i)
Comme la famille (¢(Z), (7)) est libre, on a nécessairement
0z(A) = 0z15(A) = 07(A)

On a donc oz = oy dans ce cas.

Deuxiéme cas : la famille {Z, §} est liée. Comme plus haut, on peut choisir 2 € F linéaire-
ment indépendant de Z et 3. D’aprés le premier cas, on a 0z = 0z = 0y. O
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Comme oz ne dépend pas de ¥ € E'\ {0}, on le note 0: R — R. On a
p(AT) = o (M) p(7)

pour tout & € E \ {0} et A\ € R. Comme ¢(0) = 0, on a o(0) = 0, de sorte que I'égalité
qui précéde est en fait valable pour tout 7 € F.

Définition 5.1.8. Un automorphisme de R est une application bijective 7: R — R
telle que pour tout A, u € R, on ait

TA = p) =7(A) = 7(n)

T(Aw) = 7(A\)7 (1)
(1) =1

Lemme 5.1.9. L’application ¢ est un automorphisme de R.
Démonstration. Soient A, u € R et @ € E \ {0}. D’aprés le lemme 5.1.6, on a
oA = we(@) = o((A = 1)7) = p(AT) — p(uZ) = o (A)p(T) — o (1) (7)
de sorte que o(A — ) = o(X) — o (p) (parce que p(Z) # 0, vu que f est injective).
On a en outre o(Au)p(Z) = gp()\;w) o N p(ux) = a(N)o(p)e(Z) et donc o(Au) =

o(N)o(p) (encore parce que ¢(&) # 0).
Enfin, on a 0(1)p(Z) = ¢(17) = ¢(Z) de sorte que o(1) = 1. O

Proposition 5.1.10. Le seul automorphisme de R est I'identité.

Démonstration. Soit 7: R — R un automophisme. On a 7(0) = 7(0—0) = 7(0) — 7'( )=
Cela implique déja que pour tout A € R, on a 7(=A) =7(0 — ) = 7(0) — 7(\) = —7(A )
e Si\,ueR,onadonc 7(A+pu) =7A—(—p) =7\ —7(—p) = 7(\) + 7(p ) Une
récurrence immédiate implique donc que pour tout n € N, on a 7(nA) = n7(A). Comme
on a aussi 7(—n\) = —7(nA) = —n7(X), I'égalité 7(n\) = nT()\) est vraie pour tout n € Z.
e En particulier, si m € Nyg,ona 1 =7(1) = T(m%) = mT( ) de sorte que 7'( ) = %
en divisant par m. Ainsi, pour tout n € Z et m € N+, on a T(m) = nT(;) = =, ce qui
siginifie que 7(\) = A pour tout A € Q.

e Si A€ Rxg, on at(A) =7(vA)? >0, ce qui implique que 7(Rg) C Rxo. Si maintenant
A<p,onapu—A>0,donc7(u)—7(A) =7(—A) > 0id.e 7(\) < 7(n), et 7 est croissante.
Soit A € R quelconque. Pour n € Ng, on a [nA| < nA < [nA| +1 (ou |.| désigne
la partie entiére), d’ou M <A< L")‘TJLH Comme 7 est croissante, on a donc aussi

T(Ln_nAJ) <7(\) < 7( L")‘TJLH) Mais comme L")‘J et L”’\Hl sont rationnels, on a 7 ( L"n)‘J) = %

et 7( L")‘TJLH) = L")‘TJLH d’aprés ce qu’on a vu plus haut, soit

[nA] <) < [nA] +1
n n
C’est vrai pour tout n € Nyg et lim % = A:onaT7(A\) = A Comme c’est vrai pour tout
n—oo
A€ R,onar7=Idr. O

Démonstration du théoréeme 5.1.1. D’aprés ce qui précéde, pour tout & € E, on a f(w+T) =
f(w)+¢(Z) ot p: E — E vérifie o(Z+7) = ¢(Z) + ¢(y) pour tout 7,y € E (lemme 5.1.6)
et o(A\¥) = Ap(Z) pour tout A € R et & € E (¢f lemmes 5.1.7 & 5.1.9 et proposition
5.1.10). L’application ¢ est donc linéaire, et f est affine. O
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