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Exercice 1. (1) On a 0(0) =0 et o(1) = 1. Par ailleurs, on a o(n+ 1) = o(n) + (1) = o(n) + 1 pour tout
n € N : par récurrence, on a o(n) = n pour tout n € N. Sin € Z.p,ona —n € N, d’olt —o(n) = o(—n) = —n
i.e. o(n) = n. Enfin, si r € Q, il existe d € N5 tel que dr € Z. On a alors dr = o(dr) = o(d)o(r) = do(r)
en vertu de ce qui précede, et donc o(r) = r.

(2) Siz € Rsg, on a z = (y/x)?, donc o(z) = o(v/x)? € R>o (un carré est positif dans R). Comme z # 0,
on a en outre o(z) # 0 (parce que ¢ est un automorphisme), et donc o(z) > 0.

(3) Sizy < g sont des réels, on a xg —x1 > 0, d’ott 0(x2) —o(21) = o(x2 —21) > 0 (¢f question précédente),
soit encore o(x2) > o(x71) : 'application o est donc strictement croissante.

(4) Soit z € R. Si N € N, on a |2Vz] < 2Nz < [2%z] + 1, d'ou [2Vz] < o(2V2) < [2V2) + 1 (cf

N N
questions (1) et (3)). Comme o(2Vz) = 2No(z), il en résulte que L22ij < o(z) < 2 ;VJ'H, soit encore
N N
o(x) — L22ij < 5x. Comme ]\;im %,fj =z, on a o(x) = z. Cest vrai pour tout x € R, donc ¢ = Idg.
— 00

Exercice 2. (1) Comme P(X) = Q(X?), on a P'(X) = pX?P~1Q'(X?) = 0. Par ailleurs, on a P = FG, donc
P'=F'G+ FG' : on en déduit que F'G’ = —F'G. Comme pgcd(F, G) = 1, le lemme de Gauss implique que
F divise F’ : pour des raisons de degré, on a nécessairement F’ = 0. Ecrivons F = 3~ a; X? (avec a; = 0 pour

i>0
d .
i>0):onaF =Y iq; X! et doncia; = 0 pour tout i € N. Sip{i, 'image de i dans K est inversible (elle
i=1
lest dans F,) : cela implique a; = 0. Cela montre que F' = >~ a,,; XP/ = F(X?) avec F = )" a,; X’ € K[X].
720 j=20

De méme, G est un polynéme en XP.

(2)Sice Fp,onaQ(a+c) = (a+c)?—(a+c)+a. Comme K est de caractéristique p, on a (a+c)P = aP +cP.
Par ailleurs, on a ¢? = ¢ (Fermat), ce qui montre que Q(a+c) = aP+c—(a+c¢)+a = Q(a) = 0. Les éléments
a + c avec ¢ € F,, fournissent donc p racines distinctes de . Comme deg(Q)) = p, ce sont précisément les
racines de Q.

(3) La question qui précéde implique que le polynéme @ est séparable (il a p = deg(Q) racines distinctes, on
pouvait aussi le voir en disant que ' = —1 est premier a Q) et que K|[a] est le corps de décomposition de @
dans K. Cela implique que 'extension K[a]/K est normale et séparable (i.e. galoisienne).

(4) Par hypothese, a ¢ K : le polyndéme minimal P, g de a sur K est de degré > 1. On a P, x | @ : il
existe ¢y € F; tel que P, k(o + ¢g) = 0. D’apres le théoréme de prolongement des isomorphismes, il existe
un unique K-morphisme o: K[a] — K[a] tel que o(a) = a+c¢p :sii € N, on a o(a) = o + icy (récurrence
immédiate), d'olt Py, i (o +ico) = Po, i (0'(a)) = 0" (Pa, k() = 0. Comme ¢y € F;, ico parcourt F;, quand
i parcourt N. Cela implique que P, k(o + ¢) = 0 pour tout ¢ € Fy,, et donc Q | Py, x, soit encore Py g = Q
vu que Py i | Q et P, i et Q sont unitaires. Il en résulte que Q est irréductible sur K.

(5) ® Supposons P = FG avec F,G € K[X] premiers entre eux : d’aprés la question (1), il existe ', G € K[X]
tels que F = F(XP) et G = G(XP). On a donc Q(XP) = P = F(XP)G(XP), ce qui implique Q = FG dans
K[X]. Comme @ est irréductible sur K en vertu de la question précédente, on a FeK*ouG e K*, et
donc F € K* ou G € K*. Si P est réductible sur K, il est donc nécessairement de la forme P = P{™ avec
m € Nsg et Py € K[X] irréductible sur K. On a alors p> = deg(P) = mdeg(Py), et donc p | m, d’ou
a=—P(0) = (-1)PP;(0)™ € KP, contredisant ’hypothese a ¢ KP.

e D’apres le théoreme de prolongement des isomorphismes, le nombre de K-morphismes K[3] — K est
égal au nombre de racines de P dans K. Notons Z(P) (resp. Z(Q)) I'ensemble des racines de P (resp. de
Q) dans K. Le morphisme de Frobenius ¢: K — K;x + 2P est un isomorphisme, et si + € K, on a
xr € Z(P) & ¢(x) € Z(Q). Cela montre que ¢ induit une bijection Z(P) = Z(Q). Comme #Z(Q) = p (cf

question (2)), on a # Z(P) = p, et le nombre de K-morphismes K[3] — K est p.



