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Exercice 1. Soit p un nombre premier. On note F,2 un corps fini
& p? éléments. Soit K = F,2(T) le corps des fractions de ’anneau
des polynémes F,2[T]. On fixe une cloture algébrique K de K. Soit
P(X)=X" —-T?X? 4+ T € K[X].

1) Montrer que pour tout a € K, le polynéme X? — a a une racine
dans K et une seule.

2) Montrer que P(X) est irréductible sur K. (Indication : utiliser un
critere d’irréductibilité).

On fixe une racine  de P(X) dans K. Soient « et 3 € K deux éléments
tels que a? = T2 et gP"~! = a.

3) Montrer que I'ensemble des racines de P(X) dans K est
{0+cB|ceFp}.

(Indication : montrer d’abord que les racines du polynéme XP* — aX
sont les éléments cf3, ¢ € F2).

4) Montrer que K6, (] est le corps de décomposition de P(X).

5) Décrire I'ensemble Hom g (K [f], K) et donner son cardinal. L’extension
K[0]/K, est-elle séparable ?

6) Montrer que K[6P] est une extension séparable de degré p* sur K.
L’extension K[0]/K[07], est-elle séparable 7

7) Montrer que K[| = {z € KI0] | = est séparable sur K'}. (Indi-
cation : montrer que si z est séparable sur K, alors K[0?, x]/K lest
aussi).
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Exercice 2. Soient F' et L deux extensions d'un corps K qui sont
contenues dans une cloture algébrique fixée K de K. Supposons que les
conditions suivantes sont remplies :

a) L/K est une extension monogene et normale, engendré par
un élément 6 € L.
b) FNL=K.
Le but de cet exercice est de montrer que [F[0] : F] = [L : K]. On note
P(X) € K[X] le polynome minimal de 6 sur K.

1) Soit Q(X) € F[X] le polynéme minimal de 6 sur F. Montrer que
Q(X) divise P(X) dans F[X].

2) Montrer que toutes les racines de Q(X) sont dans L.

3) En utilisant les relations coefficients-racines, en déduire que Q(X) €
K[X] et conclure.
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