Université de Bordeaux Master Mathématiques fondamentales
Semestre 7 Théorie de Galois et représentations

Feuille d’exercices n° 4

Exercice 1

Soient p un nombre premier, G un p-groupe non trivial et K un corps algébriquement clos de
caractéristique différente de p. Montrer que G posséde une représentation non triviale de degré 1
sur K.

Exercice 2

Soient p un nombre premier, G un p-groupe fini et K un corps de caractéristique p.

(1) Montrer que toute représentation linéaire de G sur un K-espace vectoriel non nul admet au
moins un vecteur fixe non nul.

(2) Montrer que toute représentation irréductible de G a coefficients dans K est isomorphe a
la représentation triviale. A-t-on compléte réductibilité des représentations de degré fini dans ce
cadre?

Désormais, les représentations sont supposées complexes et de degré fini.

Exercice 3
Montrer que les représentations irréductibles d’un groupe fini abélien sont toutes de degré 1.

Exercice 4

Soient G un groupe fini et H <0 G un sous-groupe distingué.

(1) Soient p une représentation G/H et m: G — G/H la surjection canonique. Montrer que p est
irréductible si et seulement si p o 7 est irréductible.

(2) Soit m une représentation de G. Démontrer que si T g est une représentation irréductible de H,
alors 7 est irréductible. Donner un contre-exemple a la réciproque de cette assertion.

Exercice 5
Déterminer les représentations irréductibles de Z /n Z, puis celles de Z /nZ x Z /m Z.

Exercice 6
Donner un exemple d’une représentation (V,p) d’un groupe G contenant une sous-représentation
W n’admettant aucun supplémentaire stable par G.

Exercice 7

Soit Z un sous-groupe central d'un groupe G, et (V, p) une représentation de G.

(1) Si V est irréductible, montrer que Z agit sur V par homothéties (i.e. que p(Z) < C* Idy).

(2) On suppose que Z(G) = {e} et que p: G — GL(V) est injective. Soit H un sous-groupe de G.
Montrer que si Z(H) # {e}, alors (V, p|gr) est réductible.

Exercice 8

Soit G un groupe fini, H < G un sous-groupe et p une représentation de G de caractére .
(1) Montrer que la restriction de p & H a pour caractére la restriction x|q.

(2) Si p est irréductible, la restriction x| est-elle un caractére irréductible ?

Exercice 9

Soient p: G — GL(V) et 0: G — GL(WW) deux représentations linéaires d'un groupe fini G, de
caractéres x, et Xo.

(1) La représentation p définit une représentation naturelle sur V'V = Homc(V, C) : 'expliciter et
calculer son caractéere en fonction de .

(2) Plus généralement, les représentations p et o définissent une représentation naturelle sur

Homc (W, V) : Iexpliciter et calculer son caractére en fonction de x, et xs.
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Exercice 10

Soient G un groupe fini et ¢ et 1) des caractéres de G.

(1) Montrer que si ¥ est de degré 1, v est irréductible si et seulement si ¢ est irréductible.

(2) Montrer que si 1 est de degré strictement supérieur & 1, le caractére 1) n’est pas irréductible.
(3) Soit ¢ un caractére irréductible de G. On suppose que ¢ est le seul caractére irréductible de son
degré. Montrer que sil existe un caractére ¢ de degré 1 et g € G tel que ¥(g) # 1, alors ¢(g) = 0.

Exercice 11
Soit G un groupe fini et X un ensemble fini sur lequel G agit transitivement. Notons p la représen-
tation de permutation définie par X et y son caractére.
(1) Montrer la décomposition p = 1@ 6, ot € ne contient pas la représentation triviale.
On fait opérer G diagonalement sur le produit X x X en posant g(z,y) = (g, gy) pour tout g € G
et x,y e X.
(2) Montrer que le caractére de la représentation de permutation sur X x X est x2.
(3) Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) action de G sur X est doublement transitive ;
(ii) on a {(1|x?) = 2;
(iii) la representatlon 6 est irréductible.

Exercice 12

Soient G un groupe fini d’élément neutre e, et (V, p) une représentation de caractére xy. On note
X1,---,Xr les caractéres irréductibles de G.

(1) Montrer que (Vg € G) |x(9)] < x(e), avec égalité si et seulement si p(g) = Aldy, avec A € C
une racine de 'unité.

(2) Montrer que Ker(p) = Ker(x) := {g € G; x(9) = x(e)}.

(3) Soient x un caractére et y = Z m;X; sa décomposition en somme de caractéres irréductibles.

Montrer que Ker(x) = (] Ker(x
1<i<gr
mi>0
(4) Montrer que les sous-groupes distingués de G sont les intersections (] Ker(y;) ou I < {1,...,r}.
1€l
Remarquons que cela implique que le groupe G est simple si et seulement si les noyaux de ses
caractéres irréductibles non triviaux sont tous réduits a {e}

(5) Soient N est un sous-groupe distingué de G et ¢(g1), - ( m) les classes de conjugaison telles
ave & = [ etg). Montrer que 3 = #6 £ (£ o) ) .
j= j

Exercice 13

Soit G un groupe fini. Le but de V'exercice est de prouver que si (V,p) est une représentation

irréductible de G, alors dimc (V) | #G.

Si g € G, on note ¢(g) la classe de conjugaison de g, et on pose P(g) = >. h € Z|G] c C[G].
hec(g)

Fixons {g1,...,9x} © G un systéme complet de représentants des classes de conjugaison de G et

posons P = Z #f(cg; P(g:)P(g; ') (on a aussi P € Z[G)). Si (V, p) est une représentation de @, on

pose Prlg) = P(s) = 5 plh) € End(V) et Py = p(P) = 3. £E R () Prlo™) < Ene)

hec(g)

(1) Montrer que si (V, p) est irréductible, on a Py (g ) diﬁi!(]l)/) xv{(g)Idy.

Soit x € Q. Si « est racine d’un polyndéme unitaire & coefficients entiers, alors x € Z.

)
)
(2) En déduire que si (V, p) est irréductible, on a Py = (%)2 Idy .
3)
) Notons R = C|G] la représentation réguliére de G, et soit (V, p) une représentation irréductible

( ) Expliquer pourquoi le polynéme caractéristique f(X) de Pp est a coefficients entiers.



(ii) Expliquer pourquoi (ﬁc’gv)f est valeur propre de Pr.
(iii) En déduire que dimc (V) | #G.

Exercice 14

Soit G un groupe fini simple et non abélien.

(1) Montrer que toute représentation de degré 1 de G est triviale.

(2) En déduire que si (V, p) est une représentation irréductible de G, on a p(G) < SL(V).
(3) Montrer que G n’a pas de représentation irréductible de degré 2.



