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Exercice 1. Les questions 1) et 2) peuvent être traitées indépendamment.

1) Donner tous les automorphismes du groupe (Q,+).

2) Soit G un groupe. Montrer que si le groupe Aut(G) des automor-
phismes de G est monogène, alors G est abélien.

Exercice 2. Rappelons qu’une action d’un groupe sur un ensemble
est dite transitive lorsqu’elle possède une orbite et une seule. Le but
de cet exercice est de prouver qu’il existe un sous-groupe H de S6 iso-
morphe à S5 qui opère transitivement sur {1, 2, . . . , 6}.

1) Soit H un sous-groupe distingué de Sn (n > 5). Prouver que
H = {e}, An ou Sn.

2) Soit P un 5-sous-groupe de Sylow de S5. On considère le normalisa-
teur N de P dans S5:

N = {g ∈ S5 | gPg−1 ⊂ P}.
On pose m = (S5 : N). Prouver que m divise 24 et que m ≡ 1 (mod 5).

3) Prouver que m 6= 1. En déduire que m = 6 et |N | = 20.

4) Montrer qu’il existe un homomorphisme injectif ϕ : S5 → S(S5/N) '
S6.

5) Conclure.
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Exercice 3. Soit G un groupe simple non-abélien d’ordre |G| = prm,
avec r > 1 et m non divisible par p. On note np le nombre de p-sous-
groupes de Sylow de G.

1) Montrer que |G| divise np!, puis que pr divise (m− 1)!.

2) Montrer qu’un groupe d’ordre 945 n’est jamais simple.
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