LE THEOREME DE WEIERSTRASS SUR LES FONCTIONS
CONTINUES : LA PREUVE DE BERNSTEIN
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Soient a,b € R avec a < b. On note ¢°([a,b], R) la R-algebre des fonctions continues
sur le segment [a,b]. On le munit de la norme de la convergence uniforme définie par

[flloe = max |f(z)].

a<z<b

Pour f € €°([a,b],R), et @ € R+g, on pose

wr(a) = sup (|f(z)— f(¥)])

lz—y|<a

qu’'on appelle module de continuité de f. Comme le segment [a,b] est compact, si f €
€ ([a,b], R), alors f est uniformément continue : on a lir% wr(a) = 0.
a—

Théoréme. (Weierstrass). La sous-R-algébre des fonctions polynomiales est dense dans
€°([a,b],R).

Quitte a effectuer le changement de variable x = (b—a)t+b, on peut supposer que a = 0
et b=1. Pour f € €°([0,1],R) et n € N+, on pose

b.(f): [0,1] = R

- n

k k 1 — n—k
OCDIWECEE

(on ( ) désigne le coefficient binémial m) C’est une application polynomiale qu’on
appelle polynome de Bernstein de f. On définit ainsi un endomorphisme R-linéaire b,, de

%°([0,1],R), dont I'image est incluse dans la sous-R-algebre des fonctions polynomiales.
Le théoreme résulte immédiatement de 1’énoncé suivant :

Proposition. On a [|b,(f) — fllee < %%”(ﬁ) En particulier, la suite (b,(f))n>0
converge uniformément vers f sur [0, 1].

n

Commencons par remarquer que b, (1)(z) = Y (})2*(1 — 2)"~* = 1. Par ailleurs, on a

k=0

Zk() (1—z)" an< ) T O R Lo

= nzb, 1(1)(z) = nz
1
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et donc b, (x)(z) = z. De méme, on a

n n

Skt 1) ()t =0y = St 127 () 2t -

. = nzn —1)2*b, 5 (1)(z) = n(n — 1)z?

et donc nan(xQ)(x) _ n(n _ 1):L’2 + nx, don bn(IBQ)(IB) =22+ ac(ln—x).
En particulier, on a

5 (5= 0)° () ) — 0 = o) 2 0) o) + 2 1))

k=0

(1 —x) Con? 4 a? = z(1 —x)‘
n n
En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit

315 o(f) 0t < JZ -a(Dota >J (7)ot

z(1—ux)
—
Mais comme z(1 — z) < 1/4 pour z € [0,1], on a

) Z} ol ()ata -yt < e

Le nombre d’intervalles de longueur % qui séparent z et k/n est majoré par HE —

z|y/n] <|% —z|[y/n+ 1. On a alors

2) £/m) = F@ < (& = ol Vii+ Doy ()
On a donc
(1)) = £ = | SOk n) = F) () )oH1 =yt e 1) =1
< S 1ftkn) = £ () a0 = o
Swf(ﬁ Z(}E—x‘\/ﬁ—kl)(Z) (1—a) " d’apres (1)



