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1 Groupes

1.1 Rappels
1.1.1 Relations d’équivalence et ensembles quotients

Définition 1.1.2. Soit X un ensemble. Une relation d’équivalence sur X est une relation binaire R sur X vérifiant les
propriétés suivantes :

réflexivité p@x P XqxRx ;
symétrie p@x, y P XqxRy ñ yRx ;
transitivité p@x, y, z P Xq pxRy et yRzq ñ xRz.

La classe d’équivalence de x P X est alors rxs :� ty P X ; xRyu. C’est une partie de X , et si x1, x2 P X , alors on
a rx1s � rx2s ou rx1s X rx2s � ∅ : les classes d’équivalence forment une partition de X . Cette partition détermine
entièrement R : on a xRy ô rxs � rys. L’ensemble quotient X{R est la partie de PpXq constituée par les classes
d’équivalences. Si A P X{R, on a A � rxs pour tout x P A : un tel élément x s’appelle un représentant de A.

Exemple 1.1.3. Soit f : X Ñ Y une application. On définit une relation d’équivalence Rf sur X en posant x1Rfx2 ô
fpx1q � fpx2q. Par définition, les classes d’équivalence sont les préimages non vides des singletons.

Définition 1.1.4. Si R est une relation d’équivalence sur un ensemble X , on dispose de la surjection canonique

πR : X Ñ X{R
x ÞÑ rxs.

Un système (complet) de représentants est une partie T � X telle que la restriction de πR à T induise une bijection
T

�ÑX{R. Cela signifie que pour tout A P X{R, il existe un unique t P T tel que A � rts, i.e. tel que t soit un
représentant de A. Dans ce cas, tout élément de X est équivalent à un unique élément de T .

Remarque. Si on accepte l’axiome du choix, il existe toujours un système de représentants.

Proposition 1.1.5 (Propriété universelle). Soient R une relation d’équivalence sur un ensemble X et f : X Ñ Y une
application. Supposons que x1Rx2 ñ fpx1q � fpx2q. Alors il existe une unique application rf : X{R Ñ Y telle que
f � rf � πR.

Corollaire 1.1.6 (Décomposition canonique d’une application). Soit f : X Ñ Y une application. Il existe une unique
application rf : X{Rf Ñ fpXq telle que f � ι � rf � πRf

où ι : fpXq ãÑ Y est l’inclusion. L’application rf est bijective.

X
f //

πRf ��

Y

X{Rf

rf // fpXq?
� ι
OO

1.1.7 Groupes : définitions et propriétés de base

Définition 1.1.8. Un groupe est un couple pG, �q où G est un ensemble, � : G�GÑ G une loi de composition interne,
vérifiant les conditions suivantes :

associativité : on a px � yq � z � x � py � zq pour tous x, y, z P G ;
élément neutre : il existe un élément e P G tel que e � x � x � e � x pour tout x P G ;
inverse : pour tout x P G, il existe un élément x1 P G tel que x � x1 � x1 � x � e.

On dit que G est abélien (ou commutatif ) lorsque x � y � y � x pour tous x, y P G.

Remarques. (0) L’élément neutre est unique. L’inverse d’un élément est unique.
(1) Dans la pratique, on parle du groupe G, en omettant la loi � dans la notation. Il s’agit d’un abus quasi systématique.
(2) En général, on note la loi multiplicativement : si x, y P G, on écrit souvent x.y voire xy pour x � y. L’inverse de x est
souvent noté x�1.
(3) Lorsque le groupe est abélien, la loi est souvent notée additivement, l’élément neutre 0 et l’inverse de x par �x.

Exemples 1.1.9. pZ,�q, pZ {nZ,�q pour n P N, le groupe symétrique pSX , �q des permutations d’un ensemble X , le
groupe GLpV q où V est un espace vectoriel, d’innombrables exemples en géométrie.

Définition 1.1.10. Comme pour toute « structure algébrique », on a les notions suivantes :
(1) un morphisme entre deux groupes pG, �q et pG1, 
q est une application f : GÑ G1 telle que

p@x, y P Gq fpx � yq � fpxq 
 fpyq

(on a alors fpx�1q � fpxq�1 pour tout x P G, et fpeq est l’élément neutre de G1) ;
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(2) Un sous-groupe de G est une partie H � G telle que l’inclusion soit un morphisme de groupes (on note alors
H ¤ G). On dit qu’on sous-groupe H ¤ G est distingué 1 lorsque p@x P GqxH � Hx (soit encore xHx�1 � H) ; c’est
automatique lorsque G est abélien ; on note alors H CG ;
(3) Le noyau (resp. l’image) d’un morphisme de groupes f : G Ñ G1 est Kerpfq � f�1peG1q (resp. Impfq � fpGq).
C’est un sous-groupe distingué de G (resp. un sous-groupe de G1).

Proposition 1.1.11. Soient G un groupe et H � G. Alors H est un sous-groupe de G si et seulement si H � ∅ et
x, y P H ñ xy�1 P H .

Exemple 1.1.12. Les sous-groupes de Z sont les parties de la forme nZ avec n P N.

Corollaire 1.1.13. Si G est un groupe et pHiqiPI une famille de sous-groupes, alors
�
iPI
Hi est un sous-groupe de G.

Définition 1.1.14. Soient G un groupe et X � G une partie. Le sous-groupe de G engendré par X est le plus petit
sous-groupe de G qui contient X . Ce n’est autre que l’intersection de tous les sous-groupes de G qui contiennent X . On
le note xXy.
Exemples 1.1.15. On a x2, 3y � Z dans pZ,�q, xp1, 2q, p1, 2, 3qy � S3.

Proposition 1.1.16. Soit f : GÑ G1 un morphisme de groupes.
(1) L’image directe d’un sous-groupe de G est un sous-groupe de G1. En particulier Impfq est un sous-groupe de G1.
(2) L’image réciproque f�1pH 1q d’un sous-groupe H 1 ¤ G1 dans G est un sous-groupe de G. Il est distingué dans G
lorsque H 1 est distingué dans G1.
(3) f est injective si et seulement si Kerpfq � teGu.
(4) Si f est bijective, alors l’application f�1 : G1 Ñ G est un morphisme de groupes (et f est un isomorphisme de
groupes).

Remarque. (1) Si H ¤ G est un sous-groupe distingué, l’image directe fpHq n’est pas distinguée dans G1 en général. �
(2) On retrouve le fait que Kerpfq � f�1peG1q est un sous-groupe distingué de G.

Définition 1.1.17. Les automorphismes d’un groupe G sont les isomorphismes de G dans lui-même. Ils forment un
groupe pour la composition, qu’on note AutpGq.

On peut raffiner la proposition 1.1.16 de la façon suivante.

Proposition 1.1.18. Soit f : G Ñ G1 un morphisme de groupes. L’application H ÞÑ fpHq induit une bijection de
l’ensemble des sous-groupes de G qui contiennent Kerpfq et l’ensemble des sous-groupes de Impfq.

1.1.19 Classes modulo un sous-groupe

Définition 1.1.20. Soient G un groupe et H ¤ G un sous-groupe. On définit une relation d’équivalence sur G en posant
g1RHg2 ô g�1

1 g2 P H . Les classes d’équivalence sont les classes à gauche modulo H : ce sont les parties de la forme
gH . Elles forment une partition de G. Bien entendu, on définit de façon analogue les classes à droite 2. On note G{H
(resp. HzG) l’ensemble des classes à gauche (resp. à droite).

Remarque. Si G est un groupe, H un sous-groupe, on a g1H � g2H ô Hg�1
1 � Hg�1

2 pour tous g1, g2 P G (en
passant aux inverses). Cela implique que l’application gH ÞÑ Hg�1 induit une bijection de l’ensemble G{H sur HzG.

Définition 1.1.21 (Indice d’un sous-groupe). Soient G un groupe et H ¤ G un sous-groupe. L’indice de H dans G est
le cardinal 3 de l’ensemble quotient G{H . On le note pG : Hq P NYt8u.
Définition 1.1.22. L’ordre d’un groupe G est son cardinal. Si g P G, l’ordre de g est l’ordre du sous-groupe engendré
xgy � tgn ; n P Zu, c’est aussi le plus petit entier n P N¡0 tel que gn � e, ou �8 si un tel entier n’existe pas.

Théorème 1.1.23 (Lagrange). Si G est un groupe fini et H un sous-groupe, alors #G � pG : Hq#H . On a donc
#H | #G. En particulier, l’ordre d’un élément g P G divise #G.

Remarque. Il faut prendre garde que le théorème de Lagrange de dit pas que réciproquement, si d est un diviseur de
#G, alors G contient un sous-groupe ou un élément d’ordre d. Par exemple, le groupe alterné A4 est d’ordre 12, mais ne�
contient pas de sous-groupe d’ordre 6. Cela dit on verra plus loin des réciproques partielles : le théorème de Cauchy et les
théorèmes de Sylow.

Proposition 1.1.24. Soit G un groupe. Les relations d’équivalence sur G qui sont compatibles avec la loi de groupe sont
les relations modulo un sous-groupe distingué.

1. Ou normal.
2. Lorsque H n’est pas distingué dans G, les relations d’équivalence (et donc les partitions) associées ne coïncident pas.
3. C’est donc aussi celui de HzG en vertu de la remarque qui précède.
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Ce qui précède montre en particulier que si H est un sous-groupe distingué de G, l’ensemble quotient G{H (qui est
alors égal à HzG) et naturellement muni d’une structure de groupe. La loi de groupe est la suivante : si g1, g2 P G, on a
pg1Hqpg2Hq � g1g2H et pgHq�1 � g�1H (l’élément neutre est la classe « triviale » H).

Remarque. Dans la pratique, on note g la classe gH , lorsque cela ne prête pas à confusion.

Exemple 1.1.25. Si n P Z¥0, on dispose du groupe quotient Z {nZ.

Corollaire 1.1.26 (propriété universelle). Soient f : G Ñ G1 un morphisme de groupes et H ¤ G un sous-groupe
distingué tel que H � Kerpfq. Alors il existe un morphisme de groupes rf : G{H Ñ G1 unique tel que f � rf � π, où
π : GÑ G{H est la surjection canonique.

Exemple 1.1.27. (1) Si f : GÑ G1 est un morphisme de groupes, alors f induit un isomorphisme

G{Kerpfq �Ñ Impfq.
Lorsque G est fini, cela implique en particulier que pG : Kerpfqq � # Impfq, et donc #G � #Kerpfq# Impfq, égalité
qui n’est pas sans rappeler le théorème du rang.
(2) Rappelons que le centre d’un groupe G est le sous-groupe ZpGq � tg P G ; p@x P Gq gx � xgu. Si g P G, posons

ϕg : GÑ G

x ÞÑ gxg�1

On a ϕe � IdG et ϕg1g2 � ϕg1 � ϕg2 pour tous g1, g2 P G. Cela implique que ϕg P AutpGq et ϕ�1
g � ϕg�1 pour tout

g P G, et que l’application ϕ : G Ñ AutpGq est un morphisme de groupes. Par définition, on a ZpGq � Kerpϕq. En
passant au quotient, le morphisme ϕ induit un morphisme de groupes injectif

G{ZpGq Ñ AutpGq.
On note IntpGq son image : ses éléments s’appellent les automorphismes intérieurs de G. On a alors G{ZpGq �Ñ IntpGq.
En général, l’inclusion IntpGq � AutpGq est stricte.

Théorème 1.1.28 (théorèmes d’isomorphisme). Soit G un groupe.
(1) Soient H ¤ G et N CG. Alors HN � thnuhPH

nPN
est un sous-groupe de G, N XH CH et on a un isomorphisme

H{pN XHq �ÑHN{N.
(2) Soient H et K deux sous-groupes distingués de G. Si K ¤ H , alors H{K CG{K et on a un isomorphisme

pG{Kq{pH{Kq �ÑG{H.
Proposition 1.1.29. Soit n P N¡0. Pour tout diviseur d de n, il existe un et un seul sous-groupe d’ordre d dans Z {nZ :
c’est le sous-groupe engendré par n

d .

1.2 Le groupe symétrique
1.2.1 Généralités, décomposition en produit de cycles à supports disjoints

Définition 1.2.2. Si E est un ensemble, on note SE l’ensemble des permutations de E, i.e. des bijections de E dans
lui-même. C’est un groupe pour la composition. Si n P N¡0, on note Sn le groupe des permutations de t1, . . . , nu.
Remarque. Une bijection f : E Ñ E1 induit l’isomorphimse

SE
�ÑSE1

σ ÞÑ f � σ � f�1

En particulier, si E est un ensemble de cardinal n P N¡0, le choix d’une numérotation des éléments de E fournit un
isomorphisme SE

�ÑSn. Pour cette raison, on va se concentrer sur l’étude de Sn dans ce qui suit.

Soit n P N¡0.

Proposition 1.2.3. On a #Sn � n!.

Définition 1.2.4. (1) Si σ P Sn, on note Fixpσq � ti P t1, . . . , nu ; σpiq � iu l’ensemble des points fixes. L’ensemble
supppσq :� t1, . . . , nuzFixpσq s’appelle le support de σ.
(2) Soient ` P N¡1 et i1, . . . , i` des éléments distincts de t1, . . . , nu. On note pi1, . . . , i`q l’élément de Sn qui envoie
i` sur i1, ik sur ik�1 pour tout k P t1, . . . , ` � 1u et laisse fixe tous les éléments de t1 . . . , nuzti1, . . . , i`u (on a donc
supppi1, . . . , i`q � ti1, . . . , i`u). Une permutation de ce type est appelée cycle de longueur ` ou `-cycle. Un 2-cycle
s’appelle une transposition.
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Remarque. (0) On a pi1, i2, . . . , i`q � pi2, . . . , i`, i1q : un `-cycle admet ` écritures comme ci-dessus, qui s’obtiennent
les unes des autres par permutation circulaire des indices.
(1) Un `-cycle est d’ordre `.
(2) Il y a npn�1q���pn�`�1q

` � �
n
`

�p`� 1q! cycles de longueur `.

Lemme 1.2.5. Soient σ1, σ2 P Sn. On a supppσ1σ2q � supppσ1qYsupppσ2q. Si en outre on a supppσ1qXsupppσ2q � ∅,
alors supppσ1σ2q � supppσ1q Y supppσ2q, les permutations σ1 et σ2 commutent.

Théorème 1.2.6. Soit σ P Sn. Il existe c1, . . . , cr P Sn des cycles à supports deux à deux disjoints tels que σ � c1 � � � cr.
Une telle décomposition est unique à l’ordre des facteurs près.

Remarque. On a r � 0 ô σ � Id.

Remarque. Les supports des cycles c1, . . . , cr ne sont autres que les orbites non ponctuelles de l’action du groupe xσy
sur t1, . . . , nu (cf plus bas).

Corollaire 1.2.7. Le groupe Sn admet les parties génératrices suivantes :

 les transpositions ;

 tp1, iqu2¤i¤n ;

 tpi, i� 1qu1¤i¤n�1 ;

 tp1, 2q, p1, 2, . . . , nqu.

Définition 1.2.8. (1) Le type de σ P Sn est la suite ` � p`1, . . . , `rq (ordonnée dans l’ordre décroissant) des longueurs
des cycles apparaissant dans la décomposition de σ en produit de cycles à support disjoints, auxquelles on adjoint une
suite de 1 correspondant aux points fixes. C’est une partition de n (i.e. on a `1 � � � � � `r � n).
(2) L’ensemble des partitions de n est en bijection avec les diagrammes de Young : un diagramme de Young est une
collection finie de cases, ou cellules, organisée en lignes justifiées à gauche, et telle que les longueurs des lignes décroissent
au sens large. Par exemple, le diagramme de Young associé à la partition p4, 3, 1q de l’entier 8 est .

(3) Un tableau de Young est un diagramme de Young rempli avec les entiers de 1 à n. Un tel tableau correspond à une
décomposition d’un élément de Sn en produit de cycles à supports disjoints. Par exemple, le produit p2, 5, 8, 1qp7, 4, 6q
correspond au tableau 2 5 8 1

7 4 6
3

. Le tableau de Young standard (de type `) est celui dont les cases sont remplies dans l’ordre,

par exemple 1 2 3 4
5 6 7
8

.

Lemme 1.2.9. Soient c � pi1, . . . , i`q un cycle de longueur ` et γ P Sn. On a

γcγ�1 � pγpi1q, . . . , γpi`qq.

Cela montre que Sn agit transitivement par conjugaison sur l’ensemble des `-cycles. Plus généralement :

Théorème 1.2.10. Deux éléments de Sn sont conjugués dans Sn si et seulement s’ils ont même type.

Remarque. Cela montre en particulier que les classes de conjugaison dans Sn sont en bijection avec les partitions de
l’entier n, soit encore avec les diagrammes de Young.

Théorème 1.2.11. Si n ¥ 3, le centre de Sn est trivial.

Exercice 1.2.12. Montrer que S9 contient un élément d’ordre 20, mais pas d’élément d’ordre 18.

1.2.13 Signature et groupe alterné

Définition 1.2.14. Si σ P Sn, on pose εpσq � ±
1¤i j¤n

σpjq�σpiq
j�i .

Remarque. Un élément σ P Sn permute les parties à 2 éléments de t1, . . . , nu. Cela implique que εpσq P t�1u.
Lemme 1.2.15. Si c P Sn est un `-cycle, on a εpτq � p�1q`�1. En particulier, on εpτq � �1 pour toute transposition
τ P Sn.

Théorème 1.2.16. L’application ε définit un morphisme de groupes ε : Sn Ñ t�1u. Il est surjectif lorsque n ¥ 2.

Définition 1.2.17. Le groupe alterné est An � Kerpεq. C’est un sous-groupe distingué de Sn, d’indice 2 lorsque n ¥ 2.

Proposition 1.2.18. Le groupe An admet les parties génératrices suivantes :

 tp1, iqp1, jqu2¤i j¤n ;

 tp1, 2, iqu3¤i¤n ;

 tσ2uσPSn .
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Remarque. Les classes de conjugaison de An sont un peu plus compliquées que celles de Sn. Si deux permutations paires
sont conjuguées dans An, alors elles le sont a fortiori dans Sn) : elles ont même type. Par contre, deux permutations paires
de même type peuvent ne pas être conjuguées dans An (plus précisément, les classes de conjugaison de permutations paires�
de Sn peuvent être réunion d’une ou deux classes de conjugaison de An. Observons que pour les permutations ayant au
moins deux points fixes, tout se passe « bien » : on peut conjuguer par une transposition pour avoir une conjugaison dans
An.
À titre d’exemple, décrivons les classes de conjugaison de A5. On a #A5 � 60. Les types des éléments de S5 sont les
suivants (ceux de A5 sont en rouge) :


 p1, 1, 1, 1, 1q (classe de Id), elle a 1 élément ;

 p2, 1, 1, 1q (classe d’une transposition), elle a

�
5
2

� � 10 éléments ;

 p2, 2, 1q (classe d’une « double transposition »), elle a 1

2

�
5
2

��
3
2

� � 15 éléments ;

 p3, 1, 1q (classe d’un 3-cycle), elle a 5�4�3

3 � 20 éléments ;

 p3, 2q, elle a 20 éléments ;

 p4, 1q (classe d’un 4-cycle), elle a 5�4�3�2

4 � 30 éléments ;

 p5q (classe d’un 5-cycle), elle a 5!

5 � 4! � 24 éléments.
Les trois premières classes de conjugaison en rouge sont aussi des classes de conjugaison dans A5. En revanche, les 5-
cycles forment deux classes de conjugaison dans A5, chacune de cardinal 12 (s’en convaincre en utilisant le fait que 24 ne
divise pas 60).

Définition 1.2.19. Un groupe G est dit simple lorsque ses seuls sous-groupes distingués sont teu et G.

Théorème 1.2.20. Si n ¥ 5, le groupe An est simple.

Remarque. Les groupes A2 et A3 sont simples, mais pas A4, qui contient le groupe de Klein des double transpositions.

Corollaire 1.2.21. Si n ¥ 5, les sous-groupes distingués de Sn sont tIdu, An et Sn.

Remarque. Lien avec la résolubilité par radicaux des polynômes.

Exercice 1.2.22. Déterminer tous les morphismes de groupes Sn Ñ C�.

Exercice 1.2.23. Existe-t-il un morphisme surjectif Sn Ñ Sn�1 ?

1.3 Produits semi-directs

1.3.1 Produits semi-directs internes

Soient G un groupe, N et H deux sous-groupes de G.

Lemme 1.3.2. Si N CG, l’ensemble NH :� txyuxPN
yPH

est un sous-groupe de G.

Définition 1.3.3. On dit que G est produit semi-direct interne de H par N lorsque

 N CG ;

 N XH � teu ;

 NH � G.

On note alors G � N �H .

Proposition 1.3.4. Supposons que G soit produit semi-direct interne de H par N . Pour tout y P H , on dispose de
l’automorphisme ϕy P AutpNq défini par ϕypxq � yxy�1.
(1) Pour tout g P G, il existe x P N et y P H uniques tels que g � xy.
(2) Si g1 � x1y1, g2 � x2y2 P G avec x1, x2 P N et y1, y2 P H , on a

g1g2 � px1ϕy1
px2qqpy1y2q.

(3) L’application ϕ : H Ñ AutpNq est un morphisme de groupes.

Remarque. Supposons G fini, que N C G et N X H � teu. Alors #N#H � #G si et seulement si NH � G. En
effet, l’application N �H Ñ G donnée par px, yq ÞÑ xy est injective (même argument que l’item (1) de la proposition
précédente), et son image est NH .

Exemples 1.3.5. (1) Soient N � A3 � xp1, 2, 3qyCG � S3 et H � xp1, 2qy. Comme #N � 3 et #H � 2, le théorème
de Lagrange implique que N XH � tIdu. Comme #N#H � 6 � #S3. On a donc S3 � N �H .
(2) Exemple crucial : le groupe diédral d’ordre 2n. Soient n P N¡0 et Un � tz P C ; zn � 1u ¤ C� le groupe des
racines n-ièmes de l’unité. Observons que le choix d’une racine primitive n-ième de l’unité fournit un isomorphisme
(non canonique Z {nZ �ÑUn). Identifions C au R-espace vectoriel R2 de la façon habituelle. On note alors D2n le
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sous-groupe de O2pRq constitué des isométries qui préservent Un. On dispose du morphisme det : O2pRq Ñ t�1u et
Kerpdetq � SO2pRq. Pour θ P R, on dispose de la matrice de rotation Rθ �

�
cospθq � sinpθq
sinpθq cospθq

	
P SO2pRq. L’application

RÑ SO2pRq
θ ÞÑ Rθ

est un morphisme de groupes, de noyau 2πZ : il induit un isomorphisme

R {2πZ �ÑSO2pRq.

De même, l’application t ÞÑ eit induit un isomorphisme R {2πZ �ÑU :� tz P C ; |z| � 1u. On dispose donc d’un
isomorphisme ε : U

�ÑSO2pRq tel que pour tout θ P R, on ait εpeiθq � Rθ. Le groupeD2nXKerpdetq � D2nXSO2pRq
est constitué des rotations qui préservent Un : l’isomorphisme ε induit un isomorphisme Un

�ÑD2n X SO2pRq. Il est
distingué dans D2n (c’est le noyau de la restriction de det à D2n).
Notons σ P D2n l’élément correspondant à la conjugaison complexe (c’est la symétrie orthogonale par rapport à l’axe des
réels dans C. On a σ R D2n X SOnpRq, donc pD2n X SO2pRqq X xσy � tIdR2u.
Soit g P D2n. Si g R SO2pRq, on a detpgq � �1, et donc detpgσq � 1. On a alors g � pgσqσ P pD2n X SO2pRqqxσy.
Cela montre que D2n est produit semi-direct de xσy � Z {2Z par D2n X SO2pRq � Un � Z {nZ. En particulier, on
a #D2n � 2n, et D2n est engendré par deux éléments ρ (la rotation d’angle 2π

n et σ). Ils sont assujetis aux relations
ρn � Id, σ2 � Id et pρσq2 � Id.
(3) Notons V le groupe de Klein : le sous-groupe de A4 constitué de Id et des trois double-transpositions. On a V �
pZ {2Zq2 et V C A4. Soient c un 3-cycle (par exemple c � p1, 2, 3q) et H � xcy � Z {3Z. Alors A4 est produit
semi-direct interne de H par V .
(4) Soit pE , Eq un espace affine. On dispose du groupe affine GApE q des transformations affines, du groupe des transla-
tions TpE q � E. Le choix d’un point Ω P E perment de vectorialiser E (i.e. fournit la bijection E

�ÑE; M ÞÑ #     �

ΩM ). Si
HΩ désigne le sous-groupe de GApE q constitué des éléments qui fixent Ω, l’application « application linéaire associée »
fournit un isomorphismeHΩ

�ÑGLpEq. On vérifie sans peine que GApE q est produit semi-direct interne deHΩ par TpE q.

1.3.6 Produits semi-directs externes

Inspirés par ce qui précède, on peut définir la notion de produit semi-direct « externe » de deux groupes : cette procé-
dure permet de construire de nouveaux groupes. Soient N et H deux groupes et

ϕ : H Ñ AutpNq
y ÞÑ ϕy

un morphisme de groupes.

Définition 1.3.7. Le produit semi-direct (externe) de H par N (relativement à ϕ) est le groupe N �ϕ H dont l’ensemble
sous-jacent est N �H (produit direct d’ensembles) et la loi est donnée par

px1, y1q � px2, y2q � px1ϕy1
px2q, y1y2q.

Proposition 1.3.8. Ce qui précède définit bien un groupe, d’élément neutre peN , eHq.

Remarque. Il est facile de vérifier que N �ϕH est produit semi-direct interne de teNu �H par N � teHu. Pour x P N
et y P H , on a alors

pϕypxq, eHq � peN , yq � px, eHq � peN , yq�1.

Proposition 1.3.9. Le produit semi-direct N �ϕH est direct (i.e. égal au produit cartésien N �H des groupes N et H)
si et seulement si ϕ : H Ñ AutpNq est trivial.

Exemples 1.3.10. (1) Si ϕ est trivial, on a vu que N �ϕ H � N �N .
(2) Pour tout n P N¡0, on a D2n � pZ {nZq �ϕ pZ {2Zq où ϕp1q est la multiplication par �1 dans Z {nZ (exercice).
(3) soient n P N¥2 et τ P Sn une transposition. On a Sn � An �ϕ t�1u, où ϕp�1q est la conjugaison par τ (exercice).

Remarque. On voit sur le dernier exemple que deux morphismes H Ñ AutpNq distincts peuvent produire deux produits
semi-directs isomorphes. En général, c’est une question intéressante et un peu délicate de comprendre les classes d’iso-
morphisme de produits semi-directs d’un groupe par un autre (en faisant varier ϕ), voire quand deux produits semi-directs
sont isomorphes.
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1.4 Actions de groupes
1.4.1 Rappels

Dans tout ce qui suit, G désigne un groupe (noté multiplicativement) et X un ensemble non vide. On note e l’élément
neutre de G.

Définition 1.4.2. Une action (à gauche) de G sur X est la donnée d’une application

� : G�X Ñ X

ayant les propriétés suivantes :
(i) p@g1, g2 P Gq p@x P Xq g1 � pg2 � xq � pg1g2q � x ;
(ii) p@x P Xq e � x � x.

On dit aussi que G agit sur X .

Remarque. On définit de même la notion d’action à droite, en considérant les applications � : X � G Ñ X vérifiant
px � g1q � g2 � x � pg1g2q et x � e � x pour tous g1, g2 P G et x P X . Observons qu’à partir du groupe G, on peut définir
le groupe opposé Gop, dont l’ensemble sous-jacent est G, et la loi de groupe est donnée par pg1, g2q ÞÑ g2g1. Il n’est pas
très difficile de se convaincre qu’une action à droite de G sur X est la même chose qu’une action à gauche de Gop sur X .
Dans ce qui suit on ne considérera que des actions à gauche, et quand on parlera l’action, ce sera toujours à gauche.

Si � : G�X Ñ X est une action, et si g P G, on dispose de l’application

ρpgq : X Ñ X

x ÞÑ g � x

Les conditions (i) et (ii) se réécrivent
(1) p@g1, g2 P Gq ρpg1q � ρpg1q � ρpg1g2q ;
(2) ρpeq � IdX .

Proposition 1.4.3. Pour tout g P G, on a ρpgq P SX . L’application ρ : GÑ SX est un morphisme de groupes.

Si g P G et x P X , on a g � x � ρpgqpxq. Cela montre que l’action est complètement déterminée par le morphisme
associé ρ.

Réciproquement, si on se donne un morphisme de groupes f : G Ñ SX , on définit une action de G sur X en posant
g � x � fpgqpxq pour tout g P G et x P X . Le morphisme de groupes associé n’est autre que f lui-même.

Proposition 1.4.4. La donnée d’une action de G sur X équivaut à celle d’un morphisme de groupes GÑ SX .

Exemples 1.4.5. (1) Le groupe G agit sur lui-même par translation à gauche : l’action est donnée par g � x � gx pour
tous g, x P G. L’action par translation à droite est donnée par px, gq ÞÑ xg�1.
(2) Plus généralement, si H ¤ G est un sous-groupe, on dispose de l’ensemble quotient G{H , constitué des classes à
gauche modulo H , i.e. les parties de la forme γH � G avec γ P G. On fait agir G sur G{H par translation à gauche en
posant g � pγHq � gγH � tgxuxPγH (notons que c’est bien défini, i.e. que gγH ne dépend que de la classe γH et pas
du choix d’un représentant γ).
(3) Le groupe SX agit sur X de la façon naturelle, par σ � x � σpxq. Le morphisme de groupes associé n’est autre que
l’identité de SX . Cas particulier où X � t1, . . . , nu.
(4) Tout groupe agit sur lui-même par conjugaison (en posant g � x � gxg�1 pour tout g, x P G).
(5) Exemples en algèbre linéaire et en géométrie.

Définition 1.4.6. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X .
(1) L’orbite de x P X est l’ensemble G � x � tg � xugPG, c’est une partie de X , on la note orbpxq.
(2) Le stabilisateur de x P X est

stabGpxq � tg P G ; g � x � xu.
C’est un sous-groupe de G.

(3) On dit que l’action est fidèle lorsque le morphisme associé ρ : GÑ SX est injectif.
(4) On dit que l’action est libre lorsque pour tout x P X , on a g � x � xñ g � e.
(5) On dit que l’action est transitive s’il n’y a qu’une seule orbite. Plus généralement, si k P N¡0, on dit que l’action

est k-transitive si pour tout k-uples px1, . . . , xkq et py1, . . . , ykq d’éléments distincts de X , il existe g P G tel que
g � xi � yi pour tout i P t1, . . . , ku.

Remarque. (1) Si x1, x2 P X , on pose x1 � x2 lorsqu’il existe g P G tel que x2 � g � x1. Cela définit une relation
d’équivalence sur X , dont les classes d’équivalence ne sont autres que les orbites. En particulier, les orbites forment une
partition de X .
(2) Une action libre est fidèle.
(3) L’action induite de G sur chaque orbite est transitive.
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Exemples 1.4.7. (1) Si H est un sous-groupe de G, l’action de G sur G{H par translation à gauche est transitive.
(2) L’action naturelle de Sn sur t1, . . . , nu est fidèle.
(3) Si G agit sur lui-même par conjugaison, l’orbite de x s’appelle la classe de conjugaison de x. Le stabilisateur de x est
le sous-groupe CGpxq des éléments de G qui commutent à x : on l’appelle le centralisateur de x.
(4) LorsqueG agit sur l’ensemble de ses sous-groupes par conjugaison, le stabilisateur d’un sous-groupeH ¤ G s’appelle
le normalisateur de H et se note NGpHq. On a bien sûr H CGô NGpHq � G.

Théorème 1.4.8 (Cayley). L’action de G sur lui-même par translation à gauche est fidèle. Elle permet en particulier de
voir G comme un sous-groupe de SG � Sn, où n � #G.

Lemme 1.4.9. Soient G un groupe agissant sur un ensemble X , g P G et x P X . On a

stabGpg � xq � g stabGpxqg�1.

Théorème 1.4.10 (Relation orbite-stabilisateur). Soient G un groupe agissant sur un ensemble X , et x P X . L’appli-
cation

G{ stabGpxq Ñ orbXpxq
g ÞÑ g � x

est bijective.

Remarque. La bijection qui précède est en outre G-équivariante, i.e. compatible aux actions de G.

Corollaire 1.4.11. Si G est fini et x P X , on a #G � # orbXpxq# stabGpxq, en particulier l’entier

# orbXpxq � pG : stabGpxqq

divise #G.

Proposition 1.4.12 (Équation aux classes). Supposons X fini. Si tx1, . . . , xru est un système complet de représentants
des orbites de X , on a

#X �
r°
i�1

# orbXpxiq �
r°
i�1

pG : stabGpxiqq.

Corollaire 1.4.13. SiG est un p-groupe etX est fini, on a #X � #XG mod pZ (oùXG désigne l’ensemble des points
fixes).

Corollaire 1.4.14. Le centre d’un p-groupe est non trivial (par récurrence, pour tout k P N tel que pk | #G, le p-groupe
contient un sous-groupe distingué d’ordre pk).

Proposition 1.4.15. (Formule de Burnside) Supposons G et X finis. Pour x P X , posons Fixpgq � tx P X ; g � x � xu
(les points fixes de g dans X). Le nombre d’orbites dans X est 1

#G

°
gPG

#Fixpgq (c’est le nombre moyen de points fixes).

Quelques exemples d’utilisation des actions de groupes.

Proposition 1.4.16. Soient G un groupe et H ¤ G un sous-groupe d’indice n. Il existe un sous-groupe distingué N de G
tel que N � H et pG : Nq | n!.

Proposition 1.4.17. Soient G un groupe fini, H ¤ G un sous-groupe et p le plus petit diviseur premier de #G. Si
pG : Hq � p, alors H est distingué dans G.

Exercice 1.4.18. Soit G un groupe d’ordre 33 agissant sur un ensemble de cardinal 19. Montrer qu’il y a au moins un
point fixe.

Proposition 1.4.19. Soit p un nombre premier. Tout groupe de cardinal p2 est abélien.

Remarque. SoitG �
!�

1 x y
0 1 z
0 0 1

	
; x, y, z P Z {pZ

)
¤ GL3pZ {pZq le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures

unipotentes. Il est non abélien de cardinal p3.

Voici une réciproque (très) partielle au théorème de Lagrange.

Théorème 1.4.20. (Théorème de Cauchy) SoientG un groupe fini et p un nombre premier divisant #G. AlorsG contient
un élément d’ordre p.

Remarque. Signalons que la relation orbite-stabilisateur, l’équation aux classes et la formule de Burnside ont de nom-
breuses applications en dénombrement.
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1.4.21 Les théorèmes de Sylow

Dans tout ce qui suit, p désigne un nombre premier.

Définition 1.4.22. (1) Un p-groupe est un groupe fini d’ordre une puissance de p.
(2) Si G est un groupe fini, un p-sous-groupe de Sylow (ou simplement p-Sylow) de G est un sous-groupe de G d’ordre
pvpp#Gq. On note SylppGq l’ensemble des p-Sylow de G et on pose nppGq � # SylppGq.
Remarque. Si p ne divise pas #G, alors teu est l’unique p-Sylow de G.

Théorème 1.4.23. (Sylow) On a
(i) np � 1 mod pZ, en particulier SylppGq n’est pas vide ;
(ii) le groupe G agit transitivement par conjugaison sur SylppGq (les p-Sylow de G sont conjugués), en particulier

nppGq | #G.

Lemme 1.4.24. Si r P N et m P N¡0, on a
�
prm
pr

� � m mod p.

Lemme 1.4.25. Soit H un p-sous-groupe de G et S0 un p-Sylow de G. Alors H est inclus dans un conjugué de S0 (donc
en particulier dans un p-Sylow de G).

Corollaire 1.4.26. Le groupe G admet un unique p-Sylow si et seulement si ce dernier est distingué dans G.

Exercice 1.4.27. Soient G un groupe fini, H ¤ G un sous-groupe et p un nombre premier. Soit Q un p-Sylow de H .
Montrer qu’il existe un p-Sylow S de G tel que Q � S XH .

Exercice 1.4.28. Si G est un groupe fini et H CG un sous-groupe distingué, on a H NGpSq � G pour tout S P SylppHq.
Quelques exemples d’utilisation des théorèmes de Sylow.

Proposition 1.4.29. Tout groupe d’ordre 77 est cyclique.

Proposition 1.4.30. Il n’existe pas de groupe simple d’ordre 945.

Exercice 1.4.31. Déterminer le nombre de p-Sylow du groupe symétrique Sp.

Exercice 1.4.32. Soit G un groupe d’ordre 12. On suppose que l’ensemble des 3-Sylow de G est de cardinal 4. Montrer
que G est isomorphe à A4 (on commencera par construire un morphisme GÑ S4).

Exercice 1.4.33. Un groupe d’ordre 300 n’est jamais simple.

2 Anneaux et polynômes

2.1 Rappels sur les anneaux
2.1.1 Définitions

Définition 2.1.2. Un anneau est la donnée d’un triplet pA,�, �q oùA est un ensemble et� : A�AÑ A et � : A�AÑ A
sont deux lois de composition interne tels que les propriétés suivantes sont remplies :


 le couple pA,�q est un groupe abélien ;


 la loi � est associative, distributive (à droite et à gauche), par rapport à la loi �.

On note 0A l’élément neutre pour la loi �. L’anneau est dit unitaire s’il existe un élément neutre 1A (à droite et à gauche)
pour la loi �, commutatif si la loi � est commutative.

La loi � est appelée addition et la loi � multiplication.

Remarques. (1) Par abus, on parlera souvent de l’anneauA au lieu de pA,�, �q, et on omet le point pour la multiplication
i.e. on écrit ab pour a �b. En outre, on écrit simplement 0 et 1 au lieu de 0A et 1A lorsqu’aucune confusion n’est à craindre.
(2) L’anneau nul (i.e. réduit à t0u) est unitaire (on a alors 0 � 1).
(3) SiA est unitaire, la commutativité de la loi� résulte des autres conditions. Cela résulte de la distributivité : soient a, b P
A. Si on développe l’expression p1� 1q � pa� bq en distribuant le premier et le second facteur, on obtient respectivement
a� a� b� b et a� b� a� b, d’où a� b � b� a en simplifiant par a à gauche et b à droite.

Exemples 2.1.3. (1) Les anneaux Z, Q, R et C.
(2) Z {nZ avec n P N.
(3) SiK est un corps et V unK-espace vectoriel, EndKpV q, muni de l’addition et de la composition des endomorphismes
est un anneau unitaire (non commutatif si dimKpV q ¡ 1).
(4) Si A est un anneau, l’anneau des polynômes ArXs (cf plus bas), l’anneau des matrices MnpAq.
(5) Plein d’exemples en analyse.
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Dans ce qui suit, tous les anneaux seront supposés unitaires.

Remarque (Binôme de Newton). Si a, b P A commutent et n P N, on a

pa� bqn �
ņ

k�0

�
n

k



akbn�k.

Mise en garde : il est important de supposer que ab � ba. �
Définition 2.1.4 (Anneaux produits). (1) Soient A1 et A2 deux anneaux. Le produit cartésien A1�A2 est naturellement
muni d’une structure d’anneau, les lois étant données par les formules

pa1, a2q � pb1, b2q � pa1 � b1, a2 � b2q et pa1, a2q � pb1, b2q � pa1b1, a2b2q

pour tous a1, b1 P A1 et a2, b2 P A2. L’élément neutre pour l’addition (resp. la multiplication) est p0A1 , 0A2q (resp.
1A1�A2

� p1A1
, 1A2

q). Si A1 et A2 sont commutatifs, il en est de même de l’anneau produit A1 � A2. Bien entendu,
cette construction se généralise à un produit quelconque d’anneaux.
(2) Cas particulier de (1) : soit I un ensemble. On note AI (resp. ApIq) l’ensemble des applications I Ñ A (resp. des
applications I Ñ A qui sont nulles en dehors d’une partie finie de I). On a bien entendu ApIq � AI avec égalité si et
seulement si I est fini. Muni des lois d’addition et de multiplication « composante par composante », AI est un anneau. Il
est commutatif si A l’est.

Remarque. Lorsque I est infini, ApIq est un anneau non unitaire.

Définition 2.1.5. Soient A un anneau et a P A.
(1) On dit que a est inversible, s’il existe b P A tel que ab � ba � 1. L’ensemble des éléments inversibles de A est
noté A�. Muni de la restriction de la multiplication, c’est un groupe, d’élément neutre 1. Bien sûr, on a toujours 1 P A�.
L’anneau A est un corps s’il est non nul et tous ses éléments non nuls sont inversibles, i.e. A� � Azt0u.
(2) On dit que a est diviseur de zéro s’il existe b P Azt0u tel que ab � 0 ou ba � 0. L’anneau A est dit intègre s’il n’a pas
de diviseur de zéro autre que 0. En particulier, un corps est un anneau intègre. L’anneau nul n’est pas intègre.
(3) On dit que a est nilpotent s’il existe n P N¡0 tel que an � 0 (en particulier, c’est un diviseur de zéro). L’anneau A est
dit réduit s’il n’a pas d’élément nilpotent autre que 0. Bien sûr un anneau intègre est réduit.

Exemples 2.1.6. (1) Les anneaux Q, R et C sont des corps. Il en est de même de Z {pZ lorsque p est un entier premier.
L’anneau Z est intègre, mais ce n’est pas un corps (2 n’est pas inversible), en fait on a Z� � t1,�1u.
(2) L’anneau Z {6Z n’est pas intègre, parce que 2 3 � 0 alors que 2 � 0 et 3 � 0. En fait, on a pZ {6Zq� � t1, 5u. Par
contre, Z {6Z est réduit.
(3) L’anneau Z {4Z n’est pas réduit, car 2

2 � 0 mais 2 � 0.

Remarque. On peut aussi définir les notions d’inversible à gauche et d’inversible à droite. Ces notions sont distinctes en
général dans le cas d’un anneau non commutatif (par exemple, dans l’anneau des endomorphismes d’un espace vectoriel
de dimension infinie). Par contre, il est immédiat de voir que si un élément est inversible à la fois à gauche et à droite,
alors il est inversible (exercice). On peut aussi montrer (exercice) que si un élément admet un unique inverse à gauche,
alors il est inversible.

Exercice 2.1.7. Un anneau fini et intègre est un corps.

Comme d’habitude, après avoir défini une structure algébrique, on définit la notion de morphisme entre objets possé-
dant cette structure :

Définition 2.1.8. SoientA etB deux anneaux. Un morphisme d’anneaux deA versB est un morphisme f : AÑ B entre
les groupes additifs sous-jacents tel que

p@a, b P Aq fpabq � fpaqfpbq
fp1Aq � 1B .

Remarques. (1) Si f : AÑ B et g : B Ñ C sont deux morphismes d’anneaux, l’application composée g � f est encore
un morphisme d’anneaux.
(2) L’application i : AÑ A�A; a ÞÑ pa, 0q n’est pas un morphisme d’anneau, parce que ip1Aq � 1A�A.

Exemples 2.1.9. (1) Les inclusions ZÑ Q, QÑ R, RÑ C. Pour n P N¡1, la réduction modulo n : ZÑ Z {nZ.
(2) Il existe un unique morphisme d’anneaux cA : ZÑ A. C’est l’application qui à z P N associe cApzq � 1A � � � � � 1Alooooooomooooooon

z fois
et telle que cApzq � �cAp�zq si z P Z 0.
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Définition 2.1.10. Soit f : A Ñ B un morphisme d’anneaux. Le noyau ta P A, fpaq � 0Bu (resp. l’image tfpaquaPA)
du morphisme de groupes sous-jacent s’appelle le noyau (resp. l’image) de f et est noté Kerpfq (resp. Impfq). Rappelons
que f est injectif si et seulement si Kerpfq � t0Au.
Kerpfq n’est pas un sous-anneau de A.�

Définition 2.1.11. Soient A et B deux anneaux. On dit que A est un sous-anneau de B si A � B et si l’inclusion A ãÑ B
est un morphisme d’anneaux.

Exemple 2.1.12. C 0pr0, 1s,Rq est un sous-anneau de Bpr0, 1s,Rq.
Remarque. Pour montrer qu’un ensemble muni de deux lois de composition interne est un anneau, il est souvent judicieux
de voir comme un sous-anneau d’un anneau convenable. Par exemple, Zris � ta � ib ; a, b P Zu est un sous-anneau de
C.

2.1.13 Idéaux et quotients

2.1.14 Définitions

Soit A un anneau.

Définition 2.1.15. Un idéal à gauche de A est un sous-groupe I � A pour la loi � tel que

p@a P Aq p@x P Iq ax P I.

On définit la notion d’idéal à droite de façon analogue. Un idéal bilatère est un idéal à gauche qui est aussi un idéal à
droite (lorsque A est commutatif, les trois notions coïncident). Un idéal I est dit strict si I � A (l’anneau A est toujours
un idéal, appelé idéal unité).

Exemple 2.1.16. Les idéaux de Z sont les nZ, avec n P N (en particulier ils coïncident avec les sous-groupes).

Exercice 2.1.17. Soient K un corps et V un K-espace vectoriel de dimension finie. Déterminer les idéaux à gauche, à
droite, et bilatères de EndKpV q.
Proposition 2.1.18. Si f : AÑ B est un morphisme d’anneaux, alors Kerpfq est un idéal bilatère de A.

Remarque. Si f : AÑ B est un morphisme d’anneaux et J � B un idéal à gauche (resp. à droite), alors f�1pJq est un
idéal à gauche (resp. à droite) de A.
Si I � A est un idéal à gauche, fpIq n’est pas un idéal à gauche de B en général (c’en est un lorsque f est surjectif).�

Dans la suite de ce numéro, on suppose A commutatif.

Définition 2.1.19. 
 Soit X une partie de A. L’idéal engendré par X est l’ensemble des combinaisons A-linéaires d’élé-
ments de X : #

ņ

i�1

aixi, n P N, a1, . . . , an P A, x1, . . . , xn P X
+
.

Si X � tx1, . . . , xru est fini, on note cet idéal x1A� x2A� � � � � xrA ou xx1, . . . , xry.

 On en déduit immédiatement la notion de famille génératrice d’un idéal (bien sûr, il n’y a pas unicité). Un idéal qui
peut être engendré par un seul élément est dit principal, et un anneau intègre dont tous les idéaux sont principaux est dit
principal.

 Un anneau est dit noetherien si tout idéal est de type fini (i.e. admet une famille génératrice finie). C’est une propriété
de finitude très importante.

Exemples 2.1.20. L’anneau Z est principal, tout comme l’anneau QrXs (on va le prouver plus tard). Par contre, les
anneaux QrX,Y s et ZrXs ne sont pas principaux (exercice).

Définition 2.1.21. Opérations sur les idéaux. Soient A un anneau et tIλuλPΛ une famille d’idéaux de A. Alors l’intersec-
tion

�
λPΛ Iλ et

°
λPΛ

Iλ sont des idéaux de A (rappelons que
°
λPΛ

Iλ désigne l’ensemble des sommes finies x1 � � � � � xr

avec xi P Iλi (où λi P Λ) pour tout i P t1, . . . , ru). En outre, si Λ � t1, . . . , nu est fini, on note I1I2 � � � In l’idéal
engendré par l’ensemble des produits x1x2 � � �xn avec xj P Ij pour tout j P t1, . . . , nu.
Exemple 2.1.22. Dans Z, on a 6ZX10Z � 30Z, 6Z�10Z � 2Z et p6Zqp10Zq � 60Z.

Définition 2.1.23. Rappelons que si A est un anneau unitaire, il existe un unique morphisme unitaire cA : Z Ñ A. Le
noyau de ce morphisme étant un idéal de Z, il est de la forme carpAqZ avec carpAq P N. L’entier carpAq s’appelle la
caractéristique de l’anneau A.

Exemples 2.1.24. Les corps Q, R et C sont de caractéristique 0, tout comme l’anneau Z. Pour n P N¡1, l’anneau Z {nZ
est de caractéristique n. Si A est un anneau de caractérisitique n, il en est de même de l’anneau de polynômes ArXs.

12



2.1.25 Quotients

Soit A un anneau.

Proposition 2.1.26. Les relations d’équivalence sur A qui sont compatibles avec les lois d’anneau sont les relations
modulo un idéal bilatère.

Soit I � A un idéal bilatère. Comme le groupe additif sous-jacent à A est abélien et I est un sous-groupe de A, on
peut former le groupe quotientA{I . Rappelons que en tant qu’ensemble, il s’agit des classes a�I avec a P A (on dit alors
que a est un représentant de la classe). La loi d’addition est définie par pa� Iq � pb� Iq � pa� bq � I (cela ne dépend
pas des choix des représentants). Par ailleurs, on dispose de la projection canonique : c’est l’application π : AÑ A{I qui
à l’élément a P A associe sa classe a� I modulo I . C’est un morphisme surjectif de groupes, de noyau I .

Proposition 2.1.27. Le groupe A{I est naturellement muni d’une structure d’anneau pour laquelle la projection ca-
nonique π est un morphisme d’anneaux. L’anneau ainsi obtenu s’appelle l’anneau quotient de A modulo I . Le couple
pA{I, πq a la propriété universelle suivante : si f : A Ñ B est un morphisme d’anneaux tel que I � Kerpfq, alors il
existe un unique morphisme d’anneaux f : A{I Ñ B tel que f � f � π i.e. tel qu’on a la factorisation

A
f //

π !!

B

A{I f

==

Remarques. (1) Si A est commutatif, il en est de même de A{I .
(2) On a I � Kerpπ : AÑ A{Iq : tout idéal bilatère peut être vu comme le noyau d’un morphisme d’anneaux.
(3) Si f : AÑ B est un morphisme d’anneaux, on dispose de la factorisation canonique f � f �π où f : A{Kerpfq Ñ B
est un morphisme injectif d’anneaux (cela s’appelle « passer au quotient »). Si le morphisme f de départ est surjectif, le
morphisme obtenu est alors un isomorphisme. C’est une façon élégante de construire des isomorphismes.

Désormais, les anneaux seront tous supposés commutatifs.

Soient A un anneau et I � A un idéal. Notons π : AÑ A{I la surjection canonique. Si J � A est un idéal contenant
I , on dispose de πpJq � J{I : c’est un idéal de A{I . Réciproquement, si J � A{I est un idéal, alors π�1pJ q est un idéal
de A qui contient I .

Proposition 2.1.28. Les applications

tidéaux de A contenant Iu Ø tidéaux de A{Iu
J ÞÑ πpJq � J{I

π�1pJ q Ðß J
sont des bijections inverses l’une de l’autre. Par ailleurs, si J � A est un idéal contenant I et J � J{I , on a un
isomorphisme naturel

A{J �ÑpA{Iq{J .

2.1.29 Le théorème des restes chinois

Soit A un anneau.

Théorème 2.1.30 (des restes chinois). Soient I1, . . . , In � A des idéaux tels que pour i � k, on ait Ij � Ik � A. Alors
I1I2 � � � In � I1 X I2 X � � � X In. En outre, si πj : A Ñ A{Ij désigne la projection canonique, on a un isomorphisme
naturel

A{I1I2 � � � In �Ñ
n¹
j�1

A{Ij

a ÞÑ pπjpaqq1¤j¤n
Exemple 2.1.31. Soient a1, . . . , an P Z des entiers non nuls deux-à-deux premiers entre eux (cela signifie exactement
aj Z�ak Z � Z pour j � k). Alors l’homomorphisme canonique

Z {pa1a2 � � � anqZ �Ñ
n¹
j�1

Z {aj Z

est un isomorphisme. Bien sûr, dans ce cas, c’est facile à prouver : l’injectivité résulte du lemme de Gauss et la surjectivité
suit par cardinalité (les deux anneaux ont même cardinal |a1a2 � � � an|), mais the théorème des restes chinois sert dans
bien d’autres contextes.

Exercice 2.1.32. Soient a, b P N¡0 et d et m leur pgcd et leur ppcm respectivement. Montrer que

pZ {aZq � pZ {bZq �ÑpZ {dZq � pZ {mZq.
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2.2 Idéaux premiers, idéaux maximaux
Définition 2.2.1. Soient A un anneau et I � A un idéal strict.

(1) On dit que I est maximal si pour tout idéal strict J � A, on a I � J ñ J � I (i.e. I est maximal pour l’inclusion
parmi les idéaux stricts de A).

(2) On dit que I est premier si p@pa, bq P A2q ab P I ñ pa P I ou b P Iq.
Proposition 2.2.2. Tout idéal maximal est premier.

Exemple 2.2.3. Les idéaux premiers de Z sont t0u et les pZ avec p premiers.

Proposition 2.2.4. Soient A un anneau et I � A un idéal. Alors

(1) A{I est un corps si et seulement si I est maximal ;

(2) A{I est intègre si et seulement si I est premier.

Remarques. (1) Une autre façon d’exprimer le (1) est de dire qu’un anneau A est un corps si ses seuls idéaux sont t0u et
A. De ce point de vue, les corps sont les anneaux les plus simples qu’on puisse imaginer.
(2) Il résulte du point précédent que siK est un corps et f : K Ñ A un morphisme d’anneaux, alors f est automatiquement
injectif.
(3) Comme tout corps est intègre, on retrouve le fait que tout idéal maximal est premier (cf proposition 2.2.2).

Proposition 2.2.5. Soient A un anneau et I � A un idéal. La bijection de la proposition 2.1.28 induit des bijections

tidéaux premiers de A contenant Iu Ø tidéaux premiers de A{Iu
tidéaux maximaux de A contenant Iu Ø tidéaux maximaux de A{Iu.

Exercice 2.2.6. Soient A1, . . . , An des anneaux. Montrer que les idéaux premiers de l’anneau produitA1�� � ��An sont
de la forme A1 � � � � �Ak�1 � pk �Ak�1 � � � � �An où k P t1, . . . , nu et pk � Ak est un idéal premier.

Proposition 2.2.7. Soient A un anneau principal et I un idéal premier non nul. Alors I est maximal.

Exemple 2.2.8. Soient A � QrX,Y s et I � xXy � A. L’anneau A{I � QrY s est intègre, mais ce n’est pas un corps :
l’idéal I est donc premier non nul, non maximal. La proposition précédente implique donc que A n’est pas principal.

Exercices 2.2.9. (1) Soient f : AÑ B un morphisme d’anneaux et J � B un idéal premier. Montrer que f�1pJq est un
idéal premier de A. Est-ce encore vrai si on remplace « premier » par « maximal »?
(2) Soit I � A un idéal. Montrer que I est maximal si et seulement si pour tout a P AzI , il existe b P A tel que 1�ab P I .
(3) Un anneau dans lequel tout idéal strict est premier est un corps.
(4) Soient K un corps et X un ensemble fini. Quels sont les idéaux maximaux de F pX,Kq?

2.2.10 Interlude : l’axiome du choix et ses avatars
Les fondements logiques des mathématiques reposent sur les axiomes de la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel (dont on ignore encore si elle est consistante). L’axiome du choix est le suivant : un ensembleE d’ensembles non

vides mutuellement disjoints admet une fonction de choix, c’est-à-dire une une application qui à chaqueA P E associe un élément deA. Il est équivalent aux propriétés suivantes :

 toute surjection possède une section ;

 tout produit d’ensembles non vides est non vide.

Cet axiome est indépendant de la théorie ZF, ce qui signifie que si ZF est consistante, il en est de même de ZFC (ZF + axiome du choix) et de ZFnonC (ZF + négation de l’axiome du choix). Bien entendu, la quasi-totalité des gens utilisent
l’axiome du choix, i.e. travaillent dans ZFC. Un énoncé équivalent à l’axiome du choix est le suivant.

Définition 2.2.11. Un ensemble partiellement ordonné pE,¤q est inductif si toute chaîne (i.e. partie totalement ordonnée) deE admet un majorant.

Théorème 2.2.12 (de Zorn). Tout ensemble inductif non vide admet un élément maximal

Cet énoncé a de très nombreuses conséquences :

 tout ensemble peut être muni d’un bon ordre ;

 le théorème de la base incomplète en dimension quelconque ;

 le théorème de Tychonov (un produit d’espaces compacts est compact) ;

 le théorème de Krull (cf ci-dessous) ;

 le théorème de Hahn-Banach (toute forme linéaire continue sur un sous-espace d’un espace de Banach se prolonge à tout l’espace en une forme linéaire de même norme) ;

 le paradoxe de Banach-Tarski ;

 l’existence de parties de R non mesurables au sens de Lebesgue ;

et bien d’autres.

Théorème 2.2.13 (Krull). SoientA un anneau et I � A un idéal strict. Alors il existe un idéal maximal m � A tel que I � m. En particulier tout anneau admet au moins un idéal maximal.

2.2.14 Applications : construction de R et de C
Le corps Q est muni d’une relation d’ordre total¤ (six � a

b
et y � c

d
avec a, c P Z et b, d P N¡0 , on ax ¤ y si et seulement si ad ¤ cb dans Z). Cette relation est compatible avec l’ordre : six ¤ y et z P Q,

on a x � z ¤ y � z et si en outre z ¥ 0, on a xz ¤ yz. À partir de là, on peut définir la valeur absolue d’un élément x P Q : on a |x| � maxtx,�xu, et on peut commencer à faire de la topologie.

Définition 2.2.15. Rappelons qu’étant donné un espace métrique pX, dq, une suite pxnqnPN à valeurs dansX est dite de Cauchy si pour tout ε P Q¡0 , il existeN P N tel quen,m ¥ N ñ dpxn, xmq   ε. Toute
suite convergente est de Cauchy, mais la réciproque est fausse en général. On dit que pX, dq est complet si ses suites de Cauchy convergent dansX .

L’espace métrique pQ, |.|q n’est pas complet (il existe une suite pxnqnPN de rationnels positifs telle que lim
nÑ8 x2

n � 2 : elle est de Cauchy mais ne converge pas, parce que 2 n’est pas un carré dans Q). Pour pouvoir faire

de l’analyse, on a besoin de compléter Q. On procède de la façon suivante : notonsA l’ensemble des suites de Cauchy à valeurs dans Q. C’est un sous-anneau de l’anneau produit QN (l’addition et la multiplication se font composante par
composante). On dispose du morphisme ι : Q Ñ A qui àx P Q associe la suite constante égale àx. Notons m � QN l’ensemble des suites qui tendent vers 0. C’est un idéal deA : on pose R :� A{m et on noteπ : A Ñ R
la surjection canonique.

Théorème 2.2.16. (1) L’idéal m � A est maximal, donc R est un corps. Le composé π � ι : Q Ñ R est injectif : il permet de voir Q comme un sous-corps de R.
(2) Si pxnqnPN, pynqnPN P A ont pour images x et y dans R, on écrit x ¤ y si x � y ou s’il existe ε P Q¡0 tel que xn � ε ¤ yn pourn " 0. Cela définit une relation d’ordre total sur R, qui prolonge celle sur
Q. Cela permet en particulier de définir la valeur absolue |.| sur R (qui prolonge celle sur Q).
(3) L’espace métrique pR, |.|q est complet.

(4) (Propriété universelle) Si pK, |.|q est un corps valué complet contenant Q, et dont la valeur absolue |.| induit la valeur absolue « habituelle » sur Q 4 , alors il existe un unique morphisme de corps valués R Ñ K.

4. Il en existe beaucoup d’autres !
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Remarque. Le corps ordonné R a la propriété de la borne supérieure. En effet, soit E � R une partie non vide et majorée. Soient x P E et M P R un majorant de E. On construit par dichotomie des suites pxnqnPN et
pynqnPN de réels tels que la suite pxnqnPN soit croissante, pynqnPN décroissante et xn P E et yn est un majorant de E pour tout n P N. On procède de la façon suivante. On pose x0 � x et y0 � M . Si
x0, . . . , xn et y0, . . . , yn sont construits, on pose

pxn�1, yn�1q �
$&%
�
xn,

xn�yn
2

�
si xn�yn

2
est un majorant deE,� xn�yn

2
, yn

�
sinon.

Les suites pxnqnPN et pynqnPN sont adjacentes : elles sont en particulier de Cauchy. Elles convergent donc dans R (par complétude) vers une limite commune `, qui est la borne supérieure deE.

Le corps R est gros et sympathique, mais il a un défaut : certains polynômes non constants n’ont pas de racine (du fait que c’est un corps ordonné, les nombres négatifs ne sont pas des carrés). On pose donc

C � RrXs{xX2 � 1y.

C’est un corps, parce queX2 � 1 est irréductible dans RrXs : on l’appelle le corps des nombres complexes. Si on note i l’image deX dans le quotient, on a C � R`iR (comme R-espace vectoriel), ce qui implique que C est

complet, et i2 � �1. Dans C, on peut donc extraire les racines carrées des réels négatifs, et plus généralement, de tout nombre complexe. Les formules bien connues montrent alors que tout trinômes du second degré à coefficients dans C

admet une racine. En fait on a bien mieux : tout polynôme à coefficients dans C est scindé. C’est le théorème de d’Alembert-Gauss (cf théorème 3.3.2). Le corps ainsi construit a donc de bonnes propriétés algébriques et topologiques.

2.3 Anneaux principaux
Dans toute cette section, A désigne un anneau intègre.

2.3.1 Divisibilité

Définition 2.3.2. Soient a, b P Azt0u. On dit que b divise a et on note b | a s’il existe c P A tel que a � bc (on dit aussi
que b est un diviseur de a, et que a est un multiple de b). Cela équivaut à xay � xby (on note b - a dans le cas contraire).

Remarque. Cette relation d’ordre n’est pas totale en général. Par exemple, sur Z, c’est la relation de divisibilité habituelle.
On a 2 | 6, mais on n’a pas de relation de divisibilité entre 2 et 3.

Définition 2.3.3. Soient a, b P Azt0u. On dit que a et b sont associés si a | b et b | a.

Comme A est intègre, a et b sont associés si et seulement s’il existe u P A� tel que b � ua, soit encore si et seulement
si xay � xby. Il est immédiat que la relation « être associés » est une relation d’équivalence (les classes d’équivalence sont
les parties de la forme xay� pour a P Azt0u) : notons la �. La relation de divisibilité munit pAzt0uq{ � d’une relation
d’ordre.

Définition 2.3.4. Soit π P Azt0u.
(1) On dit que π est irréductible dans A si π R A� et

p@a, b P Aqpπ � abñ pa P A� ou b P A�qq

(les seuls diviseurs de π sont les unités et les éléments associés à π).
(2) On dit que π est premier si l’idéal principal xπy est premier.

Remarque. Par convention, 0 n’est pas premier alors que l’idéal nul l’est (rappelons qu’on a supposé A intègre).

Proposition 2.3.5. Un élément premier est irréductible.

Remarque. La réciproque est fausse en général. �
Exemple 2.3.6. Soit A � Z

�?�5
� �  

x � y
?�5 ; x, y P Z

(
. C’est un sous-anneau de C. On dispose du morphisme

d’anneaux f : ZrT s Ñ C qui envoie T sur
?�5. On a Impfq � A et T 2 � 5 P Kerpfq. Soient P pT q P Kerpfq

et P pT q � pT 2 � 5qQpT q � x � yT avec x, y P Z la division euclidienne de P pT q par T 2 � 5 dans ZrT s. On a
0 � fpP pT qq � x� y?�5, de sorte que x2 � �5y2, ce qui implique x � y � 0, et donc P pT q P xT 2 � 5y. Il en résulte
que Kerpfq � xT 2 � 5y, et que f induit un isomorphisme

ZrT s{xT 2 � 5y �ÑA

On a alors A{2A �ÑpZ {2ZqrT s{xT 2 � 5y � pZ {2ZqrT s{xT � 1y2, ce qui montre que A{2A n’est pas réduit, donc pas
intègre : l’élément 2 n’est pas premier dans A. Montrons qu’il est néanmoins irréductible. Introduisons l’application

N : AÑ N

z � x� y
?�5 ÞÑ |z|2 � x2 � 5y2

Si z1, z2 P A, on a Npz1z2q � Npz1qNpz2q. Supposons 2 � ab avec a, b P A : on a donc 4 � Np2q � NpaqNpbq.
Cela implique que Npaq, Npbq P t1, 2, 4u. L’équation x2 � 5y2 � 2 n’a pas de solution dans Z2 : on a nécessairement
Npaq � 1 ou Npbq � 1, i.e. a P A� ou b P A� (si a � x � y

?�5 P A vérifie Npaq � 1, alors a P A� et
a�1 � a � x� y

?�5 P A).

Exercices 2.3.7. (1) Soient K un corps, T une indéterminée et A � K � T 2KrT s � KrT s (on a vu plus haut que
KrX,Y s{xY 2 �X3y �ÑA). Montrer que T 2 est irréductible mais pas premier dans A.
(2) Soient a, b P A tels que a P A� ou bien a irréductible et a - b. Montrer que aX � b est irréductible dans ArXs.
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2.3.8 Anneaux factoriels
Les éléments irréductibles sont donc ceux qui ne peuvent s’exprimer comme un produit non trivial, i.e. ce sont les « atomes » pour la multiplication. Les anneaux (intègres) dans lesquels tout élément non nul peut se décomposer de façon

« unique » en produit d’éléments irréductibles sont particulièrement agréables.

Définition 2.3.9. Soit a P Azt0u. Une factorisation en produit d’éléments irréductibles de a est une écrituture de a sous la forme

a � π1 � � �πr

avecπ1, . . . , πr P A irréductibles. On dit qu’une telle décomposition est unique si pour toute autre factorisationa � p1 � � � ps avec p1, . . . , ps P A irréductibles, alors r � s et quitte à renuméroter, on a xπiy � xpiy
(i.e. πi et pi sont associés) pour tout i P t1, . . . , ru. On dit queA est factoriel si tout élément non nul admet une unique factorisation en produit d’éléments irréductibles.

Remarque. Par convention, tout élément inversible admet une unique factorisation en produit d’éléments irréductibles.

Dans la pratique, siA est factoriel, on se fixe une famille de représentants P � tπλuλPΛ des classes des éléments irréductibles modulo la relation « être associé ». Tout élément a P Azt0u s’écrit alors de façon unique

a � u
¹
λPΛ

π
nλ
λ

avecu P A� et pnλqλPΛ une famille d’entiers presque tous nuls (i.e. tous nuls sauf un nombre fini).

Définition 2.3.10. Soit π un élément irréductible deA. Il existe un uniqueλ P Λ tel que xπy � xπλy. La multipliciténλ s’appelle la valuation de a en π. On la note vπpaq. On pose vπp0q � �8.

Proposition 2.3.11 (Propriétés des valuations). Soient a, b P A. On a
(1) vπpabq � vπpaq � vπpbq et vπpa � bq ¥ mintvπpaq, vπpbqu (avec égalité si vπpaq � vπpbq) pour tout π P A irréductible ;
(2) a | b si et seulement si pour tout π P A irréductible, on a vπpaq ¤ vπpbq ;

(3) a P A� si et seulement si pour tout π P A irréductible, on a vπpaq � 0.

Exemples 2.3.12. (1) Un corps est factoriel (tout élément non nul est inversible).
(2) On sait (mais on va le redémontrer plus loin, cf corollaire 2.3.33) que l’anneau Z est factoriel (les nombres premiers étant un système de représentants des éléments irréductibles). Il en est de même deArXs siA est factoriel (théorème
de transfert, non démontré dans ce cours).
(3) Le sous-anneau Zr?�5s � tx� y?�5 P C, x, y P Zu de C n’est pas factoriel, car 2, 3, 1�?�5 et 1�?�5 sont irréductibles, les unités sont�1, mais 2.3 � p1�?�5qp1�?�5q : on n’a pas unicité
de la décomposition de 6 (exercice). De même, siK est un corps et T une indéterminée, le sous-anneauK � T2KrT s � KrT s n’est pas factoriel (parce que pT2q3 � T6 � pT3q2 , exercice).

Proposition 2.3.13. SupposonsA factoriel et soit π P A. Alors π est irréductible si et seulement si π est premier, i.e. si et seulement si on a

p@pa, bq P A2q π | ab ñ pπ | a ou π | bq.

Exemples 2.3.14. On a vu que Z
�?�5

�
etK � T2KrT s (avecK un corps et T une indéterminée) contiennent des élément irréductibles non premiers : cela redémontre le fait qu’ils ne sont pas factoriels (cf exemples 2.3.12).

L’énoncé qui suit montre que dans la définition d’un anneau factoriel, l’unicité résulte de la condition « irréductible implique premier ».

Proposition 2.3.15. L’anneauA est factoriel si et seulement si tout élément non nul deA admet une factorisation en produit d’éléments irréductibles 5 et si tout élément irréductible est premier.

2.3.16 Anneaux principaux, pgcd, ppcm

Définition 2.3.17. Un anneau principal est un anneau intègre dont tous idéaux sont principaux, i.e. engendrés par un
élément.

Dans ce numéro, on suppose que A est principal.

Lemme 2.3.18. Soit a P A. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) a est irréductible ;
(ii) xay est un idéal maximal ;
(iii) a est premier.

Remarque. (1) On retrouve la proposition 2.2.7.
(2) L’élément 2 est irréductible mais non premier dans l’anneau Z

�?�5
�

(cf exemple 2.3.6) : le lemme qui précède
montre donc que Z

�?�5
�

n’est pas principal.

Lemme 2.3.19. Toute suite croissante d’idéaux de A est stationnaire.

Proposition 2.3.20. Soit a P Azt0u. Il existe u P A� et π1, . . . , πr P A irréductibles tels que a � uπ1 � � �πr (factori-
sation en produit d’éléments irréductibles). Si a � v$1 � � �$s avec v P A� et $1, . . . , $s irréductibles est une autre
factorisation, alors r � s et quitte à renuméroter, on a xπiy � x$iy pour tout i P t1, . . . , ru (unicité de la factoriation) 6.

Définition 2.3.21. Soient a, b P A. On appelle pgcd (plus grand commun diviseur) –resp. ppcm (plus petit commun
multiple)– de a et b un plus grand minorant –resp. un plus petit majorant– de ta, bu pour la relation de divisiblité. On les
note pgcdpa, bq et ppcmpa, bq respectivement. On dit que a et b sont premiers entre eux si pgcdpa, bq � 1.

Remarques. (1) Rigoureusement, pgcdpa, bq et ppcmpa, bq sont des classes d’équivalence pour la relation « être associé ».�
On commettra systématiquement l’abus de noter de la même façon des représentants de ces classes. Dans Z par exemple,
on écrira pgcdp6, 10q � 2 au lieu de pgcdp6, 10q � t�2u. Dans ce qui suit, des égalités impliquant des pgcd et des ppcm
doivent donc être comprises à multiplication par une unité près.
(2) Si a P A, on a pgcdpa, 0q � a et ppcmpa, 0q � 0.

Proposition 2.3.22. On a pgcdpa, bqA � xa, by et ppcmpa, bqA � xay X xby.
Remarques. (1) Les notions existent dans un anneau quelconque, mais en général, le pgcd et le ppcm n’existent pas.
(2) Par induction, on peut facilement étendre la définition et parler du pgcd et du ppcm d’une famille finie d’éléments non
nuls.

5. Cette condition est satisfaite lorsque A est noethérien (tout idéal est de type fini).
6. Tout anneau principal est factoriel.
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Définition 2.3.23. En particulier, si a, b P A, il existe u, v P A tels que au� bv � d : une telle égalité s’appelle relation
de Bézout. Bien entendu, il n’y a pas unicité.

Proposition 2.3.24 (Lemme de Gauss). Soient a, b, c P Azt0u tels que pgcdpa, bq � 1. Si a | bc, alors a | c.
Plus généralement, les pgcd et ppcm existent en supposant seulementA factoriel. Pour le voir, fixons comme plus haut une famille de représentants P � tπλuλPΛ des classes des éléments irréductibles modulo la relation « être

associé ».
Soient a, b P Azt0u. L’anneauA étant factoriel, il existeu, v P A� et des familles pnλqλPΛ et pmλqλPΛ dans NpΛq telles que les factorisations en produits d’éléments irréductibles de a et b soient

a � u
¹
λPΛ

π
nλ
λ

b � v
¹
λPΛ

π
mλ
λ

alors on a

pgcdpa, bq �
¹
λPΛ

π
mintnλ,mλu
λ

ppcmpa, bq �
¹
λPΛ

π
maxtnλ,mλu
λ

.

En d’autres termes, pour tout π P A irréductible, on a #
vπppgcdpa, bqq � mintvπpaq, vπpbqu
vπpppcmpa, bqq � maxtvπpaq, vπpbqu

On remarque qu’on a pgcdpa, bq ppcmpa, bq � ab.

Remarque. Bien entendu, cette définition est compatible à celle qui a été donnée pour les anneaux principaux. Bien sûr, la définition en termes d’idéaux n’est pas valide en général dans un anneau factoriel mais non principal. Par exemple, on�
peut montrer que QrX, Y s est factoriel. CommeX et Y sont irréductibles et premiers entre eux, on a pgcdpX, Y q � 1, bien que

xX, Y y � QrX, Y s

(c’est l’idéal des polynômes qui s’annulent en p0, 0q). Bien sûr, cela vient du fait que l’anneau QrX, Y s n’est pas principal.

Proposition 2.3.25. Le lemme de Gauss (cf lemme 2.3.24) est valide dans un anneau factoriel.

Exercice 2.3.26. SoientA un anneau factoriel et a, b, c P A. Montrer que pgcdpa, b, cq � pgcdpa, pgcdpb, cqq.

Exemples 2.3.27. SiK est un corps etn P N¡1 , l’anneauKrX1, . . . , Xns est factoriel mais pas principal (cf remarque précédente). De même, l’anneau ZrXs est factoriel mais pas principal (l’idéal engendré par 2 etX n’est
pas principal).

Exercice 2.3.28. SoitA un anneau factoriel tel que pour tout a, b P A, l’idéal xa, by est principal. Montrer queA est principal.

2.3.29 Anneaux euclidiens

Dans ce numéro, A est un anneau intègre.

Définition 2.3.30. L’anneau A est dit euclidien s’il existe une application φ : Azt0u Ñ N telle que pour tout pa, bq P
A�Azt0u, il existe q, r P A tels que

a � bq � r et pr � 0 ou φprq   φpbqq.

Une telle application φ s’appelle alors un stathme euclidien. Une écriture a � bq � r s’appelle une division euclidienne
de a par b, l’élément q s’appelle alors « le » quotient et r « le » reste de la division.

Remarque. (1) Si A est un anneau euclidien, il n’y a pas unicité d’un stathme euclidien sur A. En outre, on ne requiert
pas l’unicité du quotient et du reste.
(2) Supposons A euclidien et soit φ : Azt0u Ñ N un stathme euclidien. Pour a P Azt0u, posons ψpaq � min

xPAzt0u
φpaxq.

Alors ψ : Azt0u Ñ N est un stathme euclidien sur A qui vérifie en outre a | bñ ψpaq ¤ ψpbq (exercice).

Exemples 2.3.31. (1) Tout corps est un anneau euclidien. L’anneau Z est euclidien, avec le stathme donné par φpaq � |a|
(valeur absolue). Dans ce cas, la division est la division euclidienne habituelle (on a unicité –au signe près– dans ce cas).
Si K est un corps, l’anneau de polynômes KrXs est euclidien, avec le stathme donné par φpP q � degpP q. Là encore, la
division est la division euclidienne habituelle et elle est unique.
(2) L’anneau Zris � ta � ibua,bPZ � C des entiers de Gauss est euclidien, muni du stathme φpa � ibq � a2 � b2

(exercice).

Proposition 2.3.32. Tout anneau euclidien est principal.

Remarque. Il existe des anneaux qui sont principaux, mais pas euclidiens.

Corollaire 2.3.33. Soit K un corps, les anneaux Z et KrXs sont principaux.

Remarque. Dans les anneaux euclidiens, on dispose de l’algorithme d’Euclide (étendu), qui permet de calculer le pgcd
de deux éléments (de trouver une relation de Bézout).

Exercices 2.3.34. (1) Soient n,m P N¡0. Calculer pgcdpXn � 1, Xm � 1q dans QrXs.
(2) Montrer que l’anneau Zrjs � ta� bjua,bPZ � C est euclidien.
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2.4 Anneaux de séries formelles, anneaux des polynômes
Soit A un anneau.

Définition 2.4.1. L’anneau des séries formelles à coefficients dans A est l’ensemble AN des suites à valeurs dans A muni
des deux lois suivantes :

panqnPN � pbnqnPN � pan � bnqnPN
panqnPN � pbnqnPN � pcnqnPN

où cn �
n°
k�0

akbn�k.

Remarque. Bien entendu, il ne faut pas le confondre avec l’anneau AN muni des lois composante par composante défini
plus haut.

Notons X l’élément p0, 1, 0, 0, . . .q P AN : par définition, on a Xn � p0, . . . , 0loomoon
n

, 1, 0, . . .q pour tout n P N, et par

linéarité, on a

panqnPN �
8̧

n�0

anX
n

c’est sous cette forme qu’on écrit une série formelle dans la pratique.

Définition 2.4.2. Avec la notation qui précède,X s’appelle l’indéterminée. On parle alors de l’anneau des séries formelles
en l’indéterminée X à coefficients dans A, et on le note ArrXss.
Définition 2.4.3. L’anneau des polynômes en l’indéterminéeX à coefficients dansA est le sous-anneauArXs de l’anneau
ArrXss constitué des suites à support fini.

Remarque. Un polynôme s’écrit donc comme une somme finie

P pXq � a0 � a1X � a2X
2 � � � � � adX

d.

Définition 2.4.4. (1) Si fpXq �
8°
n�0

anX
n P ArrXss, l’élément a0 s’appelle le coefficient constant de fpXq.

(2) Soit P P ArXszt0u. On peut écrire de façon unique P pXq � a0 � a1X � a2X
2 � � � � � adX

d avec ad � 0. L’entier
d s’appelle le degré de P : on le note degpP q (par convention, on a degp0q � �8). L’élément ad s’appelle le coefficient
dominant de P . On dit que P est unitaire lorsque son coefficient dominant vaut 1.
(3) Un polynôme dont tous les coefficients sont nuls sauf un seul (i.e. de la forme aXd) s’appelle un monôme.

Remarque. L’application A Ñ ArXs qui envoie a sur pa, 0, . . .q est un morphisme injectif d’anneaux : l’anneau A est
donc naturellement un sous-anneau de ArXs (polynômes constants). Idem avec les séries formelles.

Proposition 2.4.5. Si P,Q P ArXs, on a

degpP �Qq ¤ maxtdegpP q,degpQqu
degpPQq ¤ degpP q � degpQq.

Ces inégalités sont strictes en général. La première est une égalité si degpP q � degpQq, et la deuxième si le coefficient
dominant de P ou de Q n’est pas diviseur de zéro (c’est automatique lorsque A est intègre).

Exemple 2.4.6. Si P � Q � 1� 2X P pZ {4ZqrXs, alors PQ � 1 est de degré 0.

Corollaire 2.4.7. Si A est intègre, il est de même de ArXs.
Exercices 2.4.8. (1) Montrer que si A est intègre, il en est de même de ArrXss.
(2) Soit A un anneau intègre. Montrer que ArXs� � A�. Décrire ArrXss�.

Théorème 2.4.9 (Division euclidienne). Soient A un anneau et P,D P ArXs. On suppose que le coefficient dominant
de D est inversible. Alors il existe un unique couple pQ,Rq P ArXs tel que#

P � QD �R

degpRq   degpDq

Le polynôme Q (resp. R) s’appelle le quotient (resp. le reste) dans la division euclidienne de P par Q.

Remarque. Si K est un corps, la division euclidienne par un polynôme non nul existe toujours dans KrXs.
A contrario, si A n’est pas un corps, on n’a pas de division euclidienne pour tout D non nul. Par exemple, il n’existe pas�

de division euclidienne de X par 2 dans ZrXs.
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Théorème 2.4.10 (Propriété universelle). Soient f : A Ñ B un morphisme d’anneaux et b P B. Il existe un unique
morphisme d’anneaux rf : ArXs Ñ B tel que rfpaq � fpaq pour tout a P A et rfpXq � b.

Dans la pratique, si P P ArXs, on note P pbq l’élément rfpP q P B.

Définition 2.4.11. SoientA un anneau et α P A. Le morphisme d’évaluation en α est l’unique morphisme evα : ArXs Ñ
A prolongeant l’identité de A et envoyant X sur α (explicitement evα envoie a0 � a1X � � � � � adX

d sur P pαq �
a0 � a1α� a2α

2 � � � � � adα
d).

Remarque. Un polynôme P P ArXs fournit donc l’application

AÑ A

α ÞÑ P pαq

Les fonctions ainsi obtenues sont appelées fonctions polynômiales. Il faut néanmoins se garder de confondre un polynôme�
avec la fonction polynômiale qu’il définit. Par exemple si A � Z {2Z, le polynôme X2 �X est non nul, mais ne prend
que des valeurs nulles sur Z {2Z.
Plus précisément, on dispose du morphisme ArXs Ñ F pA,Aq qui à un polynôme associe sa fonction polynômiale. Il
n’est pas injectif en général. Il l’est lorsque A est un corps infini (exercice).

Exemple 2.4.12. Considérons le sous-anneau Zris � ta� ib ; a, b P Zu de C. On dispose du morphisme f : ZrXs Ñ A
qui envoie X sur i. Il est surjectif, et la division euclidienne implique que Kerpfq � xX2� 1y. En passant au quotient, on
obtient un isomorphisme

ZrXs{xX2 � 1y �ÑZris.
De même, on a un isomorphisme RrXs{xX2�1y �ÑC induit par le morphisme RrXs Ñ C déduit de l’inclusion R � C
et qui envoie X sur i.

Exercice 2.4.13. Soient A un anneau, I � A un idéal. On dispose dans ArXs de l’idéal IArXs engendré par I . Montrer
qu’on a un isomorphisme naturel

ArXs{IArXs �ÑpA{IqrXs.
Définition 2.4.14. (1) Si A est un anneau, on définit l’anneau des polynômes en les indéterminées X1, . . . , Xr à coeffi-
cients dans A inductivement par

ArX1, . . . , Xrs � pArX1, . . . , Xr�1sqrXrs.
Concrètement, un élément de ArX1, . . . , Xrs est une somme finie

P pX1, . . . , Xrq �
¸
nPNr

anX
n1
1 � � �Xnr

r

où an P A est nul sauf pour un nombre fini d’indices n � pn1, . . . , nrq P Nr.
(2) Un polynôme P P ArX1, . . . , Xrs est dit homogène de degré d si c’est une somme de monômes de degré d, c’est-à-dire
si P pX1, . . . , Xrq �

°
nPNr

anX
n1
1 � � �Xnr

r avec an � 0 dès que |n| :� n� � � ��nr � d. Tout élément P P ArX1, . . . , Xrs
s’écrit de façon unique P � P0 � P1 � � � � � Pd avec Pi homogène de degré i.

Théorème 2.4.15 (Propriété universelle). Soient f : A Ñ B un morphisme d’anneaux et b1, . . . , br P B. Il existe un
unique morphisme d’anneaux rf : ArX1, . . . , Xrs Ñ B tel que rfpaq � fpaq pour tout a P A et rfpXiq � bi pour tout
i P t1, . . . , ru.

Là encore, on note P pb1, . . . , brq l’élément rfpP q.
Exercice 2.4.16. Soient K un corps et X,Y, T des indéterminées.
(1) Montrer que le morphisme d’anneaux f : KrX,Y s Ñ KrT s qui est l’identité sur K et envoie X sur T 2 et Y sur T 3 a
l’idéal xY 2 �X3y pour noyau et A :� K � T 2KrT s � KrT s pour image.
(2) Montrer que l’idéal engendré par T 2 et T 3 n’est pas principal dans A.

2.4.17 Polynômes symétriques, antisymétriques
Soient A un anneau et X1, . . . , Xr des indéterminées. Si P pX1, . . . , Xrq P ArX1, . . . , Xrs et γ P Sr , on pose pγ.P qpX1, . . . , Xrq � P pXγp1q, . . . , Xγprqq. On munit ainsi

ArX1, . . . , Xrs d’une action du groupe Sr .

Définition 2.4.18. (1) Un polynômeP pX1, . . . , Xrq P ArX1, . . . , Xrs est dit symétrique si c’est un point fixe sous cette action. On définit de façon analogue la notion de fraction rationnelle symétrique à coefficients dans un
corps.
(2) Pour k P t1, . . . , ru, on pose

σk � σkpX1, . . . , Xrq �
¸

i1 ��� ik
Xi1

� � �Xik

(k-ième polynôme symétrique élémentaire).

Exemple 2.4.19. On a

σ1 � X1 �X2 � � � � �Xr
σ2 � X1X2 �X1X3 � � � � �X1Xr �X2X3 � � � � �X2Xr � � � � �Xr�1Xr

σr � X1X2 � � �Xr
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Proposition 2.4.20. On a l’égalité
r¹
i�1

pT �Xiq � T
t � σ1T

r�1 � σ2T
r�2 � � � � � p�1qkσkT

r�k � � � � � p�1qrσr

dans ZrT,X1, . . . , Xrs.

Théorème 2.4.21. SiP pX1, . . . , Xrq P ArX1, . . . , Xrs est symétrique, il existe un unique polynômeQpX1, . . . , Xrq P ArX1, . . . , Xrs unique tel queP pX1, . . . , Xrq � Qpσ1, . . . , σrq.

Corollaire 2.4.22. SiK est un corps etRpX1, . . . , Xnq P KpX1, . . . , Xnq est symétrique, il existeQpY1, . . . , Ynq P KpY1, . . . , Ynq unique telle queP � Qpσ1, . . . , σnq.

Définition 2.4.23. Un polynômeP P ArX1, . . . , Xrs est dit antisymétrique si γ.P � εpγqP pour tout γ P Sr (où ε : Sn Ñ t�1u désigne la signature).

Exemple 2.4.24. Le polynôme

δpX1, . . . , Xnq �
¹

1¤i j¤r
pXi � xjq

est antisymétrique (par définition de la signature).

Théorème 2.4.25. Supposons 2 inversible dansA. SiP P ArX1, . . . , Xrs est antisymétrique, alors il existeQ P ArX1, . . . , Xrs symétrique tel queP � δQ. En particulier, f est de degré¥ npn�1q
2

.

2.5 Corps des fractions
2.5.1 Généralités

Soit A un anneau intègre 7. On construit un corps qui contient A et qui est minimal pour cette propriété de la façon
suivante. On munit l’ensemble A� pAzt0uq de la relation binaire donnée par :

pa1, s1q � pa2, s2q ô a1s2 � a2s1.

Lemme 2.5.2. C’est une relation d’équivalence.

On note FracpAq l’ensemble quotient deA�pAzt0uq par cette relation d’équivalence. Pour tout pa, sq P A�pAzt0uq,
on note rpa, sqs son image dans FracpAq. On le munit de deux lois définies par

rpa1, s1qs � rpa2, s2qs � rpa1s2 � a2s1, s1s2qs et rpa1, s1qs � rpa2, s2qs � rpa1a2, s1s2qs.

Proposition 2.5.3. Ces lois sont bien définies, et munissent FracpAq d’une structure de corps. On l’appelle le corps des
fractions de A. Par ailleurs, l’application

ι : AÑ FracpAq
a ÞÑ rpa, 1qs

définit un morphisme injectif d’anneaux (de sorte qu’on peut voir A comme un sous-anneau de FracpAq). En outre,
le couple pFracpAq, ιq a la propriété universelle suivante : pour tout morphisme d’anneaux f : A Ñ B tel que p@a P
Azt0uq fpaq P B�, il existe un unique morphisme d’anneaux

rf : FracpAq Ñ B

tel que f � rf � ι.
Remarques. (1) L’idée de la construction est que la classe rpa, sqs correspond à la fraction a{s, la relation d’équivalence
étant la pour prendre en compte les « simplifications » qui pourraient avoir lieu. Remarquons toutefois qu’à moins d’être
dans un anneau factoriel (voir plus bas), on n’a pas de notion de « fraction irréductible ».
(2) Grâce à la propriété universelle, on voit que le corps qu’on a construit est « le plus petit » contenant A. En effet, si K
est un corps contenant A, on peut factoriser l’inclusion i : A ãÑ K enri � ι, et commeri : FracpAq Ñ K est un morphisme
d’anneaux entre corps, il est injectif.

Exemples 2.5.4. Le corps des fractions de Z est le corps Q.

2.5.5 Corps des fractions rationnelles
SoitK un corps. L’anneau des polynômesKrXs est intègre : on dispose de son corps des fractions.

Définition 2.5.6. Le corps des fractions rationnelles (en l’indéterminéeX) surK est
KpXq :� FracpKrXsq.

Ses éléments peuvent donc s’écrire comme des fractions P
Q

avecP,Q P KrXs etQ � 0. Cette écriture est unique si on suppose pgcdpP,Qq � 1 etQ unitaire (on parle alors de forme irréductible).

Définition 2.5.7. SoientR P KpXq etR � P
Q

sa forme irréductible. Les zéros deP (resp.Q) s’appellent les zéros (resp. les pôles) deR. Les ordres de multiplicité afférents sont ceux deP etQ respectivement.

Remarque. Avec les notations de la définition 2.5.7, la fraction rationnelleR définit l’application

R : Kz ZpQq Ñ K

x ÞÑ P pxq
Qpxq

qu’on appelle fonction rationnelle associée àR. Comme pour les polynômes, on veillera à ne point confondre fractions et fonctions rationnelles.

7. Il existe des constructions plus générales, et sans les hypothèses de commutativité ou d’intégrité, dont on ne parlera pas ici.
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Définition 2.5.8. (1) SiR � P
Q

P KpXq, on pose degpRq � degpP q � degpQq P ZYt�8u, qu’on appelle le degré deR (il est immédiat que ça ne dépend que deR et pas deP etQ). Cette fonction jouit des mêmes

propriété que le degré surKrXs.
(2) Notons P l’ensemble des polynômes irréductibles et unitaires dansKrXs. SiP P P, on dispose de la valuationP -adique vP : KrXszt0u Ñ N. Elle se prolonge de façon unique en une application

vP : KpXq� Ñ Z

telle que vP
�U
V

� � vP pUq � vP pV q pour tousU, V P KrXszt0u. On l’appelle encore valuationP -adique, et elle vérifie les mêmes propriétés que la valuationP -adique surKrXs.

Remarque. On peut interpréter l’application� deg : KpXq Ñ ZYt8u comme une valuation de la façon suivante. PosonsY � 1
X

: on aKpXq � KpY q. SiP pXq � a0�a1X�� � ��adXd P KrXszt0u
avec d � degpP q, on a

P � X
dpa0Y

d � � � � � ad�aY � adq � Y
�dpa0Y

d � � � � � ad�aY � adq.

Comme ad � 0, on a vY pa0Y
d � � � � � ad�aY � adq � 0, de sorte que vY pP q � �d � � degpP q. Il en résulte que vY � � deg surKpXq, de sorte que� deg est la valuation 1{X-adique, en d’autres

termes, degpRq est l’ordre du pôle�8.

SoitR P KpXq� . La décomposition en produit de facteurs irréductibles dansKrXs implique que pvP pRqqPPP P ZpPq et qu’il existeu P K� unique tel que

R � u
¹
PPP

P
vP pRq.

Cela donne une description du groupe multiplicatifKpXq� (il est isomorphe àK� � ZpPq). Ce qui suit a pour but de comprendre la structure additive deKpXq, plus précisément de donner une base deKpXq surK.

Théorème 2.5.9 (Décomposition en éléments simples). La famille

tXnunPN Y
!
Xj

Pk

)
PPP

0¤j degpP q
kPN¡0

est une base deKpXq surK.

Remarque. Explicitement, cela signifie que siR � P
Q

P KpXq est écrit sous forme irréductible (avecQ unitaire), et siQ �
r±
i�1

P
mi
i

est la décomposition en produit de facteurs irréductibles deQ, alors il existeE P KrXs

et des polynômes pAi,jq 1¤i¤r
1¤j¤mi

uniques tels que degpAi,jq   degpPiq pour tous i P t1, . . . , ru et j P t1, . . . ,miu et

R � E �
r°
i�1

mi°
j�1

Ai,j

P
j
i

.

Le polynômeE s’appelle la partie entière deR. Les termes de la somme qui précède s’appellent les éléments simples deR.

Lemme 2.5.10. SoitR � P
Q

P KpXq tel que degpRq   0. SiQ � Q1Q2 avec pgcdpQ1, Q2q � 1, il existeP1, P2 P KrXs uniques tels que degpPiq   degpQiq etR � P1
Q1

� P2
Q2

.

Remarque. Avec les notations de la remarque 2.5.5, on a degpEq � degpRq.

Exemple 2.5.11. 
K � C. Comme le corps C est algébriquement clos, on a P � tX � auaPC . SiR � P
Q

P CpXq est sous forme irréductible,QpXq �
r±
i�1

pX � aiqmi , il existeE P CrXs, et des éléments

pαi,jq 1¤i¤r
1¤j¤mi

dans C uniques tels que

RpXq � EpXq �
r°
i�1

mi°
j�1

αi,j

pX�aiqj
.


K � R. On a P � tX � auaPR \  
X2 � sX � pu s,pPR

s2�4p 0

. SiR � P
Q

P RpXq est sous forme irréductible,QpXq �
r±
i�1

pX � aiqmi
t±
i�1

pX2 � siX � piqni (avec s2i � 4pi   0

pour tout i P t1, . . . , tu), il existeE P RrXs, et des éléments pαi,jq 1¤i¤r
1¤j¤mi

, pβi,jq 1¤i¤t
1¤j¤ni

, pγi,jq 1¤i¤t
1¤j¤ni

dans R uniques tels que

RpXq � EpXq �
r°
i�1

mi°
j�1

αi,j

pX�aiqj
�

t°
i�1

ni°
j�1

βi,jX�γi,j
pX2�siX�piqj

.

Remarques. (1) Cela montre par exemple que dimCpCpXqq � CardpRq (alors que dimCpCrXsq � CardpNq).
(2) L’application principale de la décomposition en éléments simples qu’on enseigne en premier cycle est le calcul des primitives et intégrales de fractions rationnelles et rationnelles trigonométriques en utilisant les fonctions « usuelles ».

Exercice 2.5.12. (1) SoitP P CrXs. Les racines deP 1 sont dans l’enveloppe convexe des racines deP .

(2) Soientλ1, . . . , λn P K deux à deux distincts,QpXq �
n±
k�1

pX � λkq etP P KrXs tel que degpP q   n. La décomposition en éléments simples de P
Q

est

P
Q

�
n°
k�1

P pλkq
Q1pλkqpX�λkq

.

2.6 Irréductibilité des polynômes
Soient A un anneau intègre. Dans ce numéro, on va donner des critères d’irréductibilité dans ArXs. La détermination

de l’irréductibilité d’un polynôme est une question généralement délicate.

Remarque. Cette question est bien entendu très sensible à l’anneau de coefficents considéré. Par exemple, le polynôme�
X2 � 1 est irréductible dans RrXs, mais pas dans CrXs. De même, le polynôme 2X est irréductible dans QrXs, mais
pas dans ZrXs (car 2 est irréductible dans ZrXs, mais inversible dans QrXs). Il convient donc de toujours préciser
« irréductible dans ArXs ».

2.6.1 Généralités

Définition 2.6.2. Soient P P ArXs et α P A. On dit que α est une racine de P si P pαq � 0.

Lemme 2.6.3. Soient P P ArXs de degré ¥ 1, et α P A. Si α est racine de P , alors P est divisible par X � α. En
particulier, P est réductible si degpP q ¥ 2.

Corollaire 2.6.4. Soient K un corps et P P KrXs. Alors P a un facteur de degré 1 si et seulement si P a une racine
dans K.
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Proposition 2.6.5. Soient K un corps et P P KrXs.
(1) Si degpP q � 1, alors P est irréductible.
(2) Si degpP q P t2, 3u, alors P est irréductible si et seulement s’il n’a pas de racine dans K.

Remarque. L’énoncé qui précède est très faux en degré ¥ 4. Par exemple, le polynôme pX2� 1q2 n’a pas de racine dans�
R, mais il est réductible. De même, il est faux en général sur un anneau qui n’est pas un corps : le polynôme p2X � 1q2
est réductible dans ZrXs, mais n’a pas de racine dans Z.

Exercice 2.6.6. Supposons A principal 8. Soient P pXq � a0 � a1X � � � � � anX
n P ArXs de degré n et a, b P Azt0u

premiers entre eux tels que a{b soit une racine de P dans FracpAq. Montrer que a | a0 et b | an. En déduire que si P est
unitaire et admet une racine α P FracpAq, alors α P A (on dit que A est intégralement clos).

Lemme 2.6.7. Soit P P ArXszA unitaire et réductible. Alors il existe P1, P2 P ArXs unitaires tels que P � P1P2 et
degpP1q,degpP2q   degpP q.
Remarque. L’énoncé qui précède est faux en général sans hypothèse sur le coefficient dominant de P : par exemple,
2X � 2 � 2pX � 1q est réductible dans ZrXs.

2.6.8 Transfert d’irréductibilité

Supposons A principal 9 et posons K � FracpAq.
Définition 2.6.9. Soit P � a0 � a1X � � � � � adX

d P ArXszt0u. Le contenu de P est

cpP q � pgcdta0, . . . , adu.
Un polynôme P P ArXszt0u est primitif si cpP q � 1.

Remarques. (1) Rappelons que rigoureusement parlant, le pgcd est une classe d’équivalence modulo la relation « être
associé ». Dans ce qui suit, on commettra l’abus habituel consistant à voir cpP q comme un élément de A (n’importe quel
représentant de la classe) pour ne pas alourdir la rédaction, et toutes les égalités faisant intervenir des contenus doivent
être lues comme des égalités d’idéaux (i.e. modulo la relation « être associé »).
(2) En général (i.e. en supposant seulement A intègre), on dit qu’un polynôme P P ArXszt0u est primitif si l’égalité
P � aQ avec a P A et Q P ArXs implique a P A�. Cela signifie que les seuls diviseurs communs aux coefficients de P
sont les unités.
(3) Un polynôme unitaire (ou plus généralement à coefficient dominant inversible) est primitif.

Lemme 2.6.10. Si P,Q P ArXszt0u, on a
(1) cpaP q � a cpP q pour tout a P Azt0u ;
(2) P � cpP q rP avec rP P ArXs primitif ;
(3) cpPQq � cpP q cpQq.
Proposition 2.6.11. Soit P P ArXs de degré ¥ 1.
(1) Si P est irréductible dans ArXs, alors il est irréductible dans KrXs.
(2) Si P est primitif et irréductible dans KrXs, alors il est irréductible dans ArXs.
Exemples 2.6.12. (1) Un polynôme non constant et irréductible dans ZrXs est irréductible dans QrXs.
(2) Le polynôme 2X � 2 est irréductible dans QrXs, mais réductible dans ZrXs.
Remarque. Dans l’énoncé qui précède, il est important de supposerA principal 10. Par exemple, soitA � Z

�?�5
� � C�

(on a déjà vu que cet anneau n’est pas factoriel). On a P pXq :� 2X2 � 2X � 3 P ArXs. Si K � FracpAq, on a
P pXq � 2

�
X � 1�?�5

2

��
X � 1�?�5

2

�
dans KrXs. Cependant, il est irréductible dans ArXs (exercice).

Exercices 2.6.13. (1) Soient P,Q P KrXs des polynômes unitaires tels que PQ P ArXs. Montrer que P,Q P ArXs.
(2) Soient a1, . . . , an P Z deux à deux distincts. Montrer que P pXq � pX � a1q � � � pX � anq � 1 est irréductible sur Q.

2.6.14 Transfert de la factorialité
Théorème 2.6.15. (1) Les éléments irréductibles deArXs sont les éléments irréductibles deA et les polynômes primitifs non constants qui sont irréductibles dansKrXs.
(2) L’anneauArXs est factoriel.

Démonstration. (1) Si π P A est irréductible, alorsArXs{πArXs � pA{πAqrXs est intègre, de sorte que le polynôme constant π est premier donc irréductible dansArXs. La proposition 2.6.11 (2) montre que les polynômes
primitifs non constants qui sont irréductibles dans KrXs sont irréductibles dans ArXs. Réciproquement, soit P un élément irréductible dans ArXs. Si degpP q � 0, on a P P A, et P est a fortiori irréductible dans A. Si

degpP q ¥ 1, on aP � cpP q�P avec �P P ArXs primitif : commeP est irréductible dansArXs, on a cpP q P A� , doncP est primitif. Par ailleurs, la proposition 2.6.11 (1) montre queP est irréductible dansKrXs.
(2) 
 Si π P A est irréductible, on a vu ci-dessus que π est premier dansArXs. Si P P ArXs est non constant, primitif et irréductible dansKrXs, et siQ,R P ArXs sont tels que P | QR dansArXs, on a a fortiori
P | QR dansKrXs, doncP | Q ouP | R dansKrXs, disonsP | Q. Il existe doncS P KrXs tel queQ � PS. Soit a P Azt0u tel que aS P ArXs : on peut écrire aS � cpaSq rS avec rS P ArXs primitif,
donc aQ � cpaSqP rS. En prenant les contenus, on a a cpQq � cpaSq (parce que P rS est primitif), ce qui montre que a | cpaSq : si cpaSq � ab, on aQ � bP rS, ce qui montre que P | Q dansArXs. Cela prouve
queP est premier dansArXs.

 D’après (1), ce qui précède montre que les éléments irréductibles de ArXs sont tous premiers. Pour prouver que ArXs est factoriel il suffit donc de montrer que tout élément P P ArXszt0u admet une factorisation en produit
d’éléments irréductibles (cf proposition 2.3.15). D’après le lemme 2.6.10 (2), on peut écrireP � cpP q�P avec �P P ArXs primitif. CommeA est factoriel, on peut factoriser cpP q en produit d’éléments irréductibles dansA (donc dans
ArXs) : il suffit de montrer �P admet une factorisation. On peut donc se restreindre au cas oùP est primitif. SiP P A, on a alorsP � 1 : on peut supposer degpP q ¥ 1. Comme l’anneauKrXs est factoriel (cf corollaire 2.3.33), on

peut écrireP � P1P2 � � �Pr avecP1, . . . , Pr irréductibles dansKrXs. Pour tout k P t1, . . . , ru, choisissons ak P Azt0u tel que akPk P ArXs : le polynôme �Pk :� cpakPkq�1pakPkq P ArXs
est primitif. Étant irréductible dansKrXs, il est irréductible dansArXs (proposition 2.6.11 (2)). Par ailleurs, on a a1 � � � arP � cpa1P1q � � � cparPrq�P1 � � � �Pr donc a1 � � � ar � cpa1P1q � � � cparPrq en
prenant le contenu, et doncP � �P1 � � � �Pr , ce qui achève la preuve.

8. En fait il suffit de le supposer factoriel
9. Tout ce qui suit est valide en supposant seulement A factoriel.

10. En fait factoriel...
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Remarques. (1) Réciproquement, il est facile de voir que siArXs est factoriel, il en est de même deA.
(2) En général, il n’est pas vrai queA factoriel impliqueArrXss factoriel. C’est cependant vrai siA est suffisament « régulier ». C’est le cas par exemple lorsqueA est un corps (exercice).

Corollaire 2.6.16. L’anneauArX1, . . . , Xns est factoriel.

Exemple 2.6.17. Les anneaux ZrX1, . . . , Xns etKrX1, . . . , Xns (oùK est un corps) sont factoriels.

Exercices 2.6.18. (1) Montrer que les idéaux premiers de ZrXs sont de trois sortes : t0u ; xP y avec P P ZrXs irréductible et xp, F y avec p premier dans Z et F P ZrXs dont le réduction modulo p est irréductible dans
FprXs.
(2) SoientA factoriel,n P N¡0 et tXi,ju1¤i,j¤n des indéterminées. PosonsR � ArXi,j s1¤i,j¤n (l’anneau de polynômes enn2 indéterminées). On dispose de la matriceM :� pXi,jq1¤i,j¤n P MnpRq,
et du polynômeDn :� detpMq P R. Montrer queDn est irréductible dansR [indication : procéder par récurrence surn et en développantDn par rapport à la première colonne].

2.6.19 Les critères d’irréductibilité

Soit I � A un idéal. On dispose de la surjection canonique A Ñ A{I : elle induit un morphisme surjectif ArXs Ñ
pA{IqrXs. Si P P ArXs, notons P son image dans pA{IqrXs. Observons que degpP q ¤ degpP q, avec égalité si et
seulement si le coefficient dominant de P n’appartient pas à I .

Théorème 2.6.20 (Critère d’irréductibilité par réduction I). Supposons P P ArXs non constant et unitaire. Si P P
pA{IqrXs ne se factorise pas en un produit de deux polynômes de degrés   degpP q, alors P est irréductible dans ArXs.
Exemples 2.6.21. (1) Le polynômeX2�X�1 P ZrXs est irréductible, parce qu’il est unitaire et que son image modulo
2 est irréductible dans pZ {2ZqrXs (car de degré 2 et sans racine, cf proposition 2.6.5). Remarquons qu’on ne peut pas
invoquer la proposition 2.6.5 directement, parce que Z n’est pas un corps.
(2) Soit P pX,Y q � X2 � XY � 1 P QrX,Y s. On prend A � QrY s et I � Y QrY s l’idéal engendré par Y . On a
A{I � Q et l’image (modulo I) de P dans QrXs est X2 � 1 (qui est irréductible, de degré 2 et n’ayant pas de racine
dans le corps Q). Le polynôme P est donc irréductible dans QrX,Y s.
Remarque. (1) L’hypothèse P unitaire est importante : si P � p1�X2qp1�Y q P QrX,Y s, alors P est réductible, mais�
sa réduction modulo Y est irréductible (c’est X2� 1 P QrXs). C’est parce que le terme dominant de P est X2Y : il n’est
pas unitaire (que ce soit en la variable X ou en la variable Y ).
(2) Dans l’énoncé qui précède, l’hypothèse « unitaire » peut être affaiblie en « à coefficient dominant inversible ».

Théorème 2.6.22 (Critère d’irréductibilité par réduction II). Soient p � A un idéal premier et P pXq � a0 � a1X �
� � � � adX

d P ArXs un polynôme primitif tels que
(i) ad R p ;
(ii) l’image P de P dans pA{pqrXs est irréductible.

Alors P est irréductible dans ArXs (et donc aussi dans KrXs en vertu de la proposition 2.6.11).

Exemple 2.6.23. Le polynôme P pXq � 7X3 � 4X2 � X � 3 est irréductible dans ZrXs car primitif et de réduction
modulo 2 irréductible (c’est le polynôme X3 �X � 1 P pZ {2ZqrXs qui est de degré 3 sans racine).

Remarque. Les hypothèses du théorème sont nécessaires. Par exemple, p2X � 1qX est réductible dans ZrXs bien que
primitif et de réduction modulo 2 irréductible, parce que son coefficient dominant est 2.

Théorème 2.6.24 (Critère d’Eisenstein). Soient p � A un idéal premier et P pXq � a0 � a1X � � � � � ad�1X
d�1 �

adX
d P ArXs un polynôme primitif tels que

(i) ad R p ;
(ii) a0, a1, . . . , ad�1 P p ;
(iii) a0 R p2.

Alors P est irréductible dans ArXs (et donc aussi dans KrXs en vertu de la proposition 2.6.11).

Remarque. (1) Bien sûr, l’hypothèse a0 R p2 est cruciale, par exemple, le polynôme X2� 4 � pX � 2qpX � 2q P ZrXs
n’est pas irréductible (avec p � 2Z). �
(2) Ce critère ne s’applique pas lorsque A est un corps (le seul idéal premier est t0u...)
(3) À l’inverse du critère par réduction 2.6.22, le critère d’Eisenstein s’applique quand la réduction P est très réductible.

Exemples 2.6.25. (1) Le polynôme X4 � 4X3 � 6X2 � 10 est irréductible dans ZrXs (prendre p � 2Z). Par contre, le
critère ne s’applique pas au polynôme X5 � 4 (qui est irréductible dans ZrXs cependant).
(2) Le polynôme 2X3 � 3 est irréductible dans ZrXs (prendre p � 3Z) ; le polynôme Y 14 � XpX � 1qpX � 1q est
irréductible dans QrX,Y s (prendre A � QrXs et p � xXy).
(3) Soit p un nombre premier et ΦppXq � Xp�1 � Xp�2 � � � � � X � 1 P ZrXs (on l’appelle le p-ième polynôme
cyclotomique, cf plus bas). Alors Φp est irréductible. Pour le montrer, on remarque que ΦppXq � Xp�1

X�1 P QpXq : on

effectue le changement de variable X � Y � 1. On a alors ΦppXq � pY�1qp�1
Y d’où

ΦppXq � Y p�1 � �
p
1

�
Y p�2 � �

p
2

�
Y p�3 � � � � � �

p
p�1

�
.

Comme p | �pk� pour tout k P t1, . . . , p� 1u et
�
p
p�1

� � p est non divisible par p2, le critère d’Eisenstein s’applique (avec
p � pZ) et ΦppY � 1q est irréductible dans ZrY s � ZrXs : il en est de même de Φp.

Exercice 2.6.26. Soit n P N¡1. Montrer que le polynôme Xn � 5Xn�1 � 3 est irréductible dans ZrXs.
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3 Extensions de corps

Dans tout ce qui suit, les corps seront supposés commutatifs.

3.1 Définitions

Soit K un corps.

Définition 3.1.1. Une extension de K est un corps L qui contient K comme sous-corps. On note L{K l’extension. Un
morphisme d’extensions entre L1{K et L2{K est un morphisme f : L1 Ñ L2 qui induit l’identité sur K. On parle aussi
du K-morphisme f : L1 Ñ L2.

Exemple 3.1.2. (1) C {R, R {Q, QpXq{Q.
(2) Q

�?
2
� � ta� b

?
2 ; a, b P Qu est un sous-corps de C. En effet, on dispose du morphisme

ev?2,Q : QrXs Ñ C

P ÞÑ P p
?

2q

Son image est Q
�?

2
�

et son noyau xX2 � 2y (cela résulte du fait que
?

2 R Q et de la division euclidienne) : il induit un
isomorphisme QrXs{xX2 � 2y �ÑQ

�?
2
�
. Comme X2 � 2 est irréductible dans QrXs, cela montre que Q

�?
2
�

est un
corps : c’est donc une extension de Q.

Définition 3.1.3. Les corps Q et Fp :� Z {pZ avec p premier sont appelés les corps premiers.

Proposition 3.1.4. On a les deux possibilités suivantes :

 carpKq � 0 donc Q � K ;

 carpKq � p est premier et Fp � K.

Exercice 3.1.5. Montrer que le seul automorphisme d’un corps premier est l’identité.

Remarque. Si L{K est une extension, alors L est naturellement muni d’une structure de K-espace vectoriel (on peut
additionner les éléments de L et les multiplier par un élément de K).

Définition 3.1.6. Le degré de l’extension L{K est l’entier (fini ou infini) rL : Ks :� dimKpLq. Si le degré est fini, on dit
que l’extension L{K est finie.

Exemple 3.1.7. rC : Rs � 2, rR : Qs � 8, rQpXq : Qs � 8 et
�
Q
�?

2
�

: Q
� � 2.

Des exemples d’extensions de K particulièrement importants sont fournis par l’énoncé suivant :

Théorème 3.1.8. Si P P KrXs est irréductible de degré d, le quotient KrXs{xP pXqy est une extension de degré d de
K. Une base est fournie par p1, X ,X 2, . . . , X d�1q (où X désigne l’image de X dans KrXs{xP pXqy).

Remarques. (1) Calcul des inverses dans KrXs{xP pXqy. Soient a P KrXs{xP pXqy non nul et Q P KrXs un repré-
sentant de a. Comme P est irréductible et Q a une image non nulle modulo xP y, les polynômes P et Q sont premiers
entre eux : il existe une relation de Bézout (qu’on trouve grâce à l’algorithme d’Euclide étendu) UP � QV � 1 avec
U, V P KrXs. Dans KrXs{xP pXqy, cette égalité s’écrit QV � 1 : un représentant de a�1 dans KrXs est donné par V .
(2) On voit sur cet exemple d’où vient la terminologie de « degré » d’une extension.

Exemple 3.1.9. D’après le critère d’Eisenstein, le polynôme P � X2�2 est irréductible dans ZrXs : il l’est dans QrXs.
L’extension correspondante est Qr?2s � tx � y

?
2, x, y P Qu. C’est un corps, et on a rQr?2s : Qs � 2. Calculons

l’inverse de 1 � ?
2. Il est représenté par le polynôme 1 � X dans QrXs. On a X2 � 2 � pX � 1qpX � 1q � 1 :

en projetant dans Qr?2s, il vient p1 � ?
2q�1 � �1 � ?

2. En fait, on a trivialement px � y
?

2q�1 � x�y?2
x2�2y2 pour

px, yq P Q2 ztp0, 0qu.

Exercice 3.1.10. Soit P P KrXs. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) P est irréductible ;
(ii) KrXs{xP pXqy est un corps ;
(iii) KrXs{xP pXqy est intègre.

À quelle condition sur P l’anneau KrXs{xP pXqy est-il réduit ?

Théorème 3.1.11 (de la base télescopique). Si L{K et M{L sont des extensions, alors M{K est une extension, et

rM : Ks � rM : LsrL : Ks.
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La proposition précédente se résume simplement par le diagramme suivant :

M

L

m

K

nm

n

Définition 3.1.12. Soit L{K une extension. Une sous-extension de L{K est un sous-corps E de L qui contient K.

Exemple 3.1.13. R et une sous-extension de C {Q.

Remarques. (1) D’après le théorème 3.1.11, si E{K est une sous-extension d’une extension finie L{K, alors rE :
Ks|rL : Ks. Cela implique par exemple que si rL : Ks est premier, les seules sous-extensions de L{K sont L et K.
(2) Si L{K est une extension et pEiqiPI une famille de sous-extensions, alors

�
iPI
Ei est une sous-extension de L{K.

Définition 3.1.14. Soient L{K une extension et S � L. La sous-extension de L{K engendrée par S est la plus petite
sous-extension de L{K qui contient S. Elle existe et est unique : c’est l’intersection des sous-extensions de L{K qui
contiennent S. On la note KpSq.
Si L{K est une extension et S � L, on dit que L est engendrée par S sur K si L � KpSq. L’extension L{K est dite de
type fini si L peut être engendré par une famille finie sur K.

Remarques. (1) Il est facile de vérifier que l’ensemble sous-jacent àKpSq est constitué des éléments qui peuvent s’écrire
sous la forme Rps1, . . . , snq avec s1, . . . , sn P S et R P KpX1, . . . , Xnq une fraction rationnelle dont le dénominateur
ne s’annule pas en ps1, . . . , snq.
(2) Si L{K est une extension finie, alors c’est une extension de type fini (une partie génératrice étant fournie par une base
de L vu comme K-espace vectoriel). La réciproque est fausse : QpXq est de type fini sur Q, mais rQpXq : Qs � 8. �
Définition 3.1.15. Soient L{K une extension et E1, E2 deux sous-extensions. Le compositum de ces sous-extensions est
la sous-extension engendrée par E1 Y E2. C’est la plus petite sous-extension de L{K qui contient E1 et E2 : on la note
E1E2.

Remarques. (1) Si E1 � KpS1q et E2 � KpS2q, alors E1E2 � KpS1 Y S2q (exercice).
(2) En général, E1 Y E2 n’est pas une sous-extension de L{K. �

Les relations qu’entretiennent ces différentes sous-extensions sont résumées par le diagramme suivant :

L

E1E2

E1 E2

E1 X E2

K

3.2 Extensions algébriques
3.2.1 Éléments algébriques

Soient L{K une extension et α P L. On dispose du morphisme d’évaluation en α

evα,K : KrXs Ñ L

P ÞÑ P pαq.

On note Krαs son image. Remarquons que Kpαq n’est autre que le corps des fractions de Krαs dans L (cf définition
3.1.14). On a donc Krαs � Kpαq, inclusion stricte en général.

Définition 3.2.2. (1) On dit que α est transcendant sur K si le morphisme evα,K est injectif, et algébrique sur K dans le
cas contraire.
(2) Si α est algébrique sur K, on appelle polynôme mininal de α sur K l’unique générateur unitaire de Kerpevα,Kq. On le
note Pα,K . Le degré de α sur K est le degré de Pα,K , on le note degKpαq.
Remarque. Les notions qui précèdent dépendent très fortement du corps de base. Par exemple, siX est une indéterminée,�
alors X P QpXq est transcendant sur Q, mais algébrique sur QpXq. L’élément i P C est algébrique sur R et sur C, mais
Pi,RpXq � X2 � 1 et Pi,CpXq � X � i.
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Exemples 3.2.3. (1) Si L � KpXq et P est un polynôme non constant, alors P est transcendant sur K. Les nombres π et
e sont transcendants sur Q (mais c’est un peu difficile à prouver).
(2) Si α P K, alors α est algébrique sur K, et Pα,KpXq � X � α.
(3) Les nombres

?
2,
?

2�?3 sont algébriques sur Q, de polynômes minimaux sur Q respectifsX2�2 etX4�10X2�1.

Proposition 3.2.4. Soient L{K une extension et α P L algébrique sur K. Alors Pα,K est irréductible dans KrXs,
l’anneau Krαs est un corps isomorphe à KrXs{xPα,Ky. En particulier, on a Kpαq � Krαs et rKpαq : Ks � degKpαq.

Remarque. Bien sûr, si L{K est une extension, P P KrXs un polynôme unitaire irréductible dans KrXs et α P L une
racine de P , alors le polynôme minimal de α sur K n’est autre que P i.e. Pα,K � P .

Exemple 3.2.5. Si n P N¡0, le polynôme Xn � 2 est irréductible dans ZrXs en vertu du critère d’Eisenstein, donc
aussi dans QrXs. Comme il admet e

2ikπ
n

n
?

2 comme racine, c’est le polynôme minimal de e
2ikπ
n

n
?

2 pour tout k P
t0, . . . , n� 1u. Notons que les sous-extensions Qp n?2q et Qpe 2iπ

n
n
?

2q de C sont isomorphes (à QrXs{xXn � 2y), mais
pas égales (la première est incluse dans R mais pas la deuxième).

Proposition 3.2.6. SoientL{K une extension,E{K une sous-extension et α P L algébrique surK. Alors α est algébrique
sur E et Pα,E | Pα,K dans ErXs.

Exemple 3.2.7. Les nombres
?

2,
?

2 � ?
3 sont algébriques sur Q, donc a fortiori sur E � Qr?2s. Les polynômes

minimaux sur E sont X �?
2 et X2 � 2

?
2X � 1 respectivement.

Dans la pratique, il n’est pas toujours aisé de déterminer si un élément est algébrique sur un corps, a fortiori de
déterminer son polynôme minimal. Cela dit, on dispose d’un critère (abstrait) d’algébricité très commode.

Proposition 3.2.8. Soient L{K une extension et α P L. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) α est algébrique sur K ;

(ii) Krαs est un corps ;

(iii) Kpαq est un K-espace vectoriel de dimension finie ;

(iv) il existe une sous-extension finie E de L{K telle que α P E.

Exercice 3.2.9. Soit A un anneau contenant K comme sous-anneau. Supposons A intègre et de dimension finie comme
K-espace vectoriel. Montrer que A est un corps (c’est donc une extension finie de K).

Corollaire 3.2.10. Soient L{K une extension et α, β P L� algébriques sur K. Alors α� β et αβ�1 sont algébriques sur
K. En particulier, l’ensemble des éléments de L qui sont algébriques sur K forme une sous-extension de L{K.

Définition 3.2.11. On pose

Q � tz P C ; z est algébrique sur Qu.

D’après le corollaire qui précède, c’est un sous-corps de C, qu’on appelle le corps des nombres algébriques.

Donons-en quelques propriétés.

Proposition 3.2.12. Le corps Q est dénombrable.

Corollaire 3.2.13. On a CardpC zQq � CardpCq. En particulier, l’ensemble des nombres complexes transcendants sur
Q est non vide (sa cardinalité est celle de R).

Remarque. Historiquement, l’existence des nombres transcendant à été prouvée différemment.

Théorème 3.2.14 (Liouville). Soitα P Q XR de degré d ¡ 1 sur Q. Alors il existe une constante cpαq P R¡0 telle que pour tout pp, qq P Z�N¡0 , on a

���α � p
q

��� ¡ cpαq
qd

.

Remarque. Le résultat précédent montre que les nombres algébriques s’approchent « mal » par les rationnels. C’est un des premiers résultats d’approximation diophantienne. Il a été raffiné par Baker de la la façon suivante : pour tout

ε P R¡0 , il n’y a qu’un nombre fini de rationels p{q avec p P Z et q P N¡0 premiers entre eux tels que
���α � p

q

��� ¡ 1
q2�ε (il est facile de voir que ce résultat est optimal : pour tout réel x, il iy a une infinité de rationels p{q

avec p P Z et q P N¡0 premiers entre eux tels que
���α � p

q

��� ¤ 1
q2

).

Corollaire 3.2.15. Le nombre
8°
n�0

1
2n!

est transcendant sur Q.

Malheureusement, il est rare qu’on puisse prouver qu’un nombre est transcendant en utilisant le théorème 3.2.14. Par exemple, on ne peut pas le faire avec e et π.
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3.2.16 Extensions finies, extensions algébriques

Définition 3.2.17. Une extension L{K est dite algébrique si tous les éléments de L sont algébriques sur K.

Exemples 3.2.18. les extensions Q{Q et QpXqr?2s{QpXq sont algébriques, mais R {Q et QpXq{Q ne le sont pas.

Proposition 3.2.19. Les intersection et les composés d’extensions algébriques sont algébriques. Une sous-extension
engendrée par des éléments algébriques est algébrique.

Proposition 3.2.20. Une extension L{K est finie si et seulement si elle est algébrique et de type fini.

Remarques. (1) Plus précisément, on a montré qu’une extension L{K est finie si et seulement si elle est de la forme
L � Kpα1, . . . , αnq avec α1, . . . , αn P L algébriques sur K.
(2) Si K est de caractéristique nulle et L{K est finie, on peut montrer qu’il existe α P L tel que L � Kpαq (théorème de
l’élément primitif).
(3) Une extension algébrique n’est pas nécessairement finie. Par exemple, l’extension Q{Q est algébrique par définition,�
mais pas de degré fini (car n � �

Q
�
n
?

2
�

: Q
� ¤ rQ : Qs pour tout n P N¡0).

Exercice 3.2.21. Montrer que toute extension algébrique est réunion de ses sous-extensions finies.

Corollaire 3.2.22. Soient M{L et L{K deux extensions. Alors M{K est algébrique si et seulement si M{L et L{K sont
algébriques.

Proposition 3.2.23. Soient L{K une extension et L1{K, L2{K deux sous-extensions finies. Alors L1L2{K est finie et
rL1L2 : Ks ¤ rL1 : KsrL2 : Ks.

L

L1L2¤m ¤n
L1

n

L2

m
K

Remarques. (1) Une autre façon de prouver la proposition 3.2.23 est de choisir une base pxiq1¤i¤n de L1 sur K et une
base pyjq1¤j¤m de L2 sur K, et de montrer que la famille pxiyjq 1¤i¤n

1¤j¤m
engendre le K-espace vectoriel L1L2 (exercice).

(2) L’inégalité précédente peut être stricte. C’est trivialement le cas lorsque L1 � L2 � K. Autre exemple (plus instruc-�
tif) : K � Q, L1 � Q

�
3
?

2
�

et L2 � Q
�
j 3
?

2
�
.

Corollaire 3.2.24. Soient L{K une extension et L1, L2 deux sous-extensions finies telles que pgcdprL1 : Ks, rL2 : Ksq �
1, alors rL1L2 : Ks � rL1 : KsrL2 : Ks.
Exercices 3.2.25. (1) Calculer les degrés de Qp?2, 3

?
2q, Qp?2,

?
3q, Qp?2,

?
3,
?

5q sur Q.
(2) Montrer que Qp?2,

?
3q � Qp?2�?

3q et Qp?2, 3
?

2q � Qp?2� 3
?

2q.
(3) Soient L{K une extension et L1, L2 deux sous-extensions algébriques. Montrer que L1L2{K est algébrique.

3.2.26 Corps de rupture, corps de décomposition

Définition 3.2.27. Soient L{K une extension de corps et P P KrXs.
(1) On dit que L est un corps de rupture si L est engendré sur K par une racine de P .
(2) On dit que P est scindé sur L si ses facteurs irréductibles dans LrXs sont de degré 1.
(3) On dit que L est un corps de décomposition de P sur K si P est scindé dans LrXs et L est engendré sur K par les
racines de P .

Exemples 3.2.28. (1) C est un corps de rupture (et de décomposition) de X2 � 1 sur R.
(2) Le corps Qp 3

?
2q est un corps de rupture de X3 � 2 sur Q, mais ce n’est pas un corps de décomposition, car il ne

contient pas les racines j 3
?

2 et j2 3
?

2. Le corps Qpj, 3
?

2q est un corps de décomposition.

Proposition 3.2.29. Si P P KrXs est irréductible, le corps KrXs{xP pXqy est un corps de rupture de P sur K, et tout
corps de rupture de P sur K est isomorphe à KrXs{xP pXqy.
Corollaire 3.2.30. Tout P P KrXs admet un corps de décomposition.

Exemple 3.2.31. Le polynômeP pXq � X3�2 P QrXs est irréductible sur Q. Un corps de rupture deP est Qp 3
?

2q � C.
Un corps de décomposition est Qp 3

?
2, j 3

?
2q � Qpj, 3

?
2q (notons que rQpj, 3

?
2q : Qs � 6).

Exercice 3.2.32. Si degpP q � d et L est un corps de décomposition de P sur K, on a rL : Ks ¤ d!.

L’énoncé suivant est d’un usage constant pour construire des morphismes entre extensions algébriques.
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Théorème 3.2.33 (de prolongement des isomorphismes). Soient L1{K1 et L2{K2 des extensions, ϕ : K1
�ÑK2 un

isomorphisme, et P P K1rXs un polynôme irréductible. Notons ϕpP q P K2rXs le polynôme irréductible obtenu en
appliquant ϕ aux coefficients de P . Soient α P L1 (resp. β P L2) une racine de P (resp. de ϕpP q). Alors il existe un
unique isomorphisme rϕ : K1pαq �ÑK2pβq qui prolonge ϕ et tel que rϕpαq � β.

On peut résumer la proposition précédente par le diagramme suivant :

L1 L2

K1pαq rϕ // K2pβq
α � // β

K1
ϕ // K2

La proposition qui précède nous amène naturellement à la définition suivante.

Définition 3.2.34. Soient L{K une extension et α, β P L algébriques sur K. On dit que α et β sont conjugués sur K s’ils
ont même polynôme minimal sur K.

Corollaire 3.2.35. D’après la théorème 3.2.33, α, β P L sont conjugués sur K si et seulement s’il existe un K-
isomorphisme σ : Kpαq Ñ Kpβq tel que σpαq � β.

Corollaire 3.2.36. Si P P KrXs, deux corps de décomposition de P sur K sont isomorphes comme extensions de K.

3.3 Corps algébriquement clos, clôture algébrique
Définition 3.3.1. Soit K un corps. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Tout polynôme à coefficients dans K est scindé ;
(ii) tout polynôme non constant à coefficients dans K admet une racine dans K ;

(iii) K n’a pas d’extension algébrique non triviale.
Si elles sont vérifiées, on dit que K est algébriquement clos.

Théorème 3.3.2 (D’Alembert-Gauss). Le corps C est algébriquement clos.

Corollaire 3.3.3. Les polynômes irréductibles dans RrXs sont :

 les polynômes de degré 1 ;

 les trinômes du second degré à discriminant strictement négatif.

Définition 3.3.4. Soit K un corps. Une clôture algébrique de K est une extension K{K algébrique telle que K est
algébriquement clos.

Proposition 3.3.5. Si C{K une extension avec C algébriquement clos, alors la sous-extension

K � tz P C ; z est algébrique sur Ku
est une clôture algébrique de K.

Exemple 3.3.6. La proposition précédente et le fait que C est algébriquement clos impliquent que Q est une clôture
algébrique de Q (cf définition 3.2.11).

Théorème 3.3.7 (Steiniz). Tout corps K admet une clôture algébrique. En outre, si K est une clôture algébrique, et
si C{K est une extension avec C algébriquement clos, il existe un K-morphisme K Ñ C. En particulier, les clôtures
algébriques de K sont deux à deux isomorphes.

Voici une construction utile pour prouver l’existence : soit pPλqλPΛ la famille des polynômes irréductibles unitaires de KrXs. Posons A � KrXλsλPΛ (anneau de polynômes en une infinité de variables), et notons I
l’idéal deA engendré par les élémentsPλpXλq P A. Supposons I � A : il existe une égalité de la forme

ņ

i�1

QiPλi
pXλi q � 1 (�)

avecλ1, . . . λn P Λ etQ1, . . . , Qn P A. SoitL{K une extension telle que le polynômePλi
admet une racineαi dansL pour tout i P t1, . . . , nu (il suffit d’appliquern fois la proposition 3.2.29). Considérons alors

le morphisme d’anneauxK-linéaireϕ : A Ñ L défini par

ϕpXλq �
#
αi siλ � λi pour i P t1, . . . , nu
0 sinon

En appliquantϕ à l’égalité (�), il vient 0 � 1, ce qui est absurde : l’idéal I est donc strict.

D’après le théorème de Krull (théorème 2.2.13), il existe un idéal maximal m deA tel que I � m : posons �K � A{m. C’est un corps (proposition 2.2.4), et c’est une extension algébrique deK, parce qu’il est engendré surK

par les classes desXλ pourλ P Λ, et qu’on aPλpXλq � 0 dans le quotient �K � A{m. Par ailleurs, siP P KrXs est non constant, il admet une racine dans �K. En effet, il existeλ P Λ tel quePλ soit un facteur irréductible

deP , etPλ a une racine dans �K (la classe deXλ ).

Corollaire 3.3.8. SoientL{K une extension algébrique etK une clôture algébrique deK. Alors il existe unK-morphisme
LÑ K .

Remarque. Il résulte du corollaire 3.3.8 qu’on peut toujours plonger une extension L{K dans une clôture algébrique de
K. Il est donc généralement possible (et commode) de travailler avec des sous-corps d’un corps algébriquement clos fixé
de K : d’après ce qui précède, ce n’est pas une restriction sérieuse.
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3.4 Extensions quadratiques
Soit K un corps.

Définition 3.4.1. Une extension de K est dite quadratique si elle est de degré 2.

Proposition 3.4.2. Si carpKq � 2 et si L{K est une extension quadratique, il existe α P LzK tel que L � Kpαq et
α2 P K (i.e. L s’obtient à partir de K par adjonction d’une racine carrée). Si en outre L � Kpβq avec β2 P K, il existe
c P K� tel que β � cα.

3.4.3 Application aux constructions à la règle et au compas

Soit P le plan affine euclidien. On s’intéresse au problème suivant. Étant donnés deux points P0, P1 P P distincts,
quels sont les points P P P qu’on peut construire avec une règle non graduée et un compas? Il s’agit des points P P P
tels qu’il existe une suite P0, P1, . . . , Pn�1, Pn � P telle que pour tout i P t2, . . . , ru, le point Pi s’obtient à partir de
Ei � tP0, P1, . . . , Pi�1u en effectuant l’une des deux opérations suivantes


 tracer une droite passant par deux points de Ei ;

 tracer un cercle centré en un point de Ei et passant par un point de Ei ;

et en prenant l’intersection des figures ainsi obtenues.
Remarquons déjà que si D est une droite et P un point (qui peut appartenir à D), on sait construire la perpendiculaire

àD qui passe par P , et donc la projection de P surD. Par ailleurs, en itérant cette opération, on sait construire la parallèle
à D passant par P .

D

P

1


 


2



3

D

P

1


 


2









3




4

5

Définition 3.4.4. Ainsi, on peut construire la perpendiculaire ∆1 à ∆ :� pP0, P1q passant par P0. Cela nous donne
un repère : si P est un point de P , on peut construire ses projections sur ∆ et ∆1. Cela permet de décrire les points
constructibles par leurs coordonnées (la longueur P0P1 étant l’unité). Tout le problème consiste donc à déterminer quelles
sont les nombres réels qui sont coordonnées de points constructibles. On appelle ces réels les nombres constructibles.

Proposition 3.4.5. L’ensemble des nombres constructibles est un sous-corps de R.

Remarque. Rappelons que la bissectrice de deux droites de P est constructible à la règle et au compas :







1




2

3

Proposition 3.4.6. Soit x P R. Alors x est constructible si et seulement si il existe un suite d’extensions Q � K0 �
K1 � K2 � � � � � Kr telle que x P Kr et rKi : Ki�1s � 2 pour tout i P t1, . . . , ru. En particulier, il est nécessaire
(mais pas suffisant en général) que rQpxq : Qs soit une puissance de 2.

Corollaire 3.4.7. Les problèmes suivants ne peuvent pas se résoudre à la règle et au compas :
(1) La quadrature du cercle (i.e. étant donné un cercle, construire un carré de même aire), ceci parce que π est transcen-
dant.
(2) Doubler le volume d’un cube (i.e. étant donné un cube, construire un cuble de volume double -c’est dans l’espace et
pas le plan-), ceci parce que rQp 3

?
2q : Qs � 3.

(3) La trisection de l’angle (sauf pour des angles particuliers bien sûr). En effet, en vertu de la formule cosp3θq �
4 cos3 θ � 3 cos θ, cela revient à construire une racine du polynôme 4X3 � 3X � α pour α P R constructible, mais cela
définit des éléments de degré 3 sur Qpαq en général.

Corollaire 3.4.8. Soit p un nombre premier impair. Pour que le polygône régulier à p côtés soit constructible, il faut que
p � 22r � 1 avec r P N¡0 (un tel nombre s’appelle un nombre premier de Fermat).
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Remarque. Le corollaire précédent fournit une condition nécessaire. En fait, elle est suffisante (mais il est utile de
connaître la théorie de Galois, qui sera vue en M1, pour le prouver). Pour r � 0, 1, 2, 3, on obtient les nombres premiers
3, 5, 17 et 257 respectivement. Pour p � 17, la construction a été donnée par Gauss en 1796 (à l’âge de 19 ans...)

Exemple 3.4.9 (Construction du pentagone (polygone à 5 côtés) d’après Ptolémée.). Posons ζ � e
2iπ
5 . Il s’agit de

construire le point ζ � cos
�

2π
5

�� i sin
�

2π
5

�
, soit encore le réel γ � cos

�
2π
5

�
. Comme ζ � 1 et pζ � 1qpζ4 � ζ3 � ζ2 �

ζ � 1q � ζ5 � 1 � 0, on a ζ4 � ζ3 � ζ2 � ζ � 1 � 0. Mais ζ3 � e
6iπ
5 � e

�4iπ
5 � ζ

2
et ζ4 � e

8iπ
5 � e

�2iπ
5 � ζ :

on a donc pζ2 � ζ
2q � pζ � ζq � 1 � 0 i.e. 2 cos

�
4π
5

� � 2
�

2π
5

� � 1 � 0. Comme cos
�

4π
5

� � 2 cos2
�

2π
5

� � 1 (car
cosp2θq � 2 cos2 θ� 1), on a donc p2γq2 � p2γq � 1 � 0. Les racines du polynôme X2 �X � 1 étant �1�?5

2 , et comme
γ ¡ 0 (car 2π

5 P �0, π2 �), on a γ �
?

5�1
4 .

Soient O et A0 deux points deux points distincts du plan P . Construisons le pentagone régulier de centre O qui
admet A0 comme sommet. On prend la droite pOA0q comme axe des abscisses et longueur OA0 comme unité. Il s’agit
de construire les points A1, A2, A3 et A4 de coordonnées respectives ζ, ζ2, ζ3 et ζ4.

On commence par tracer la droite pOA0q et la perpendiculaire ∆ à pOA0q en O. On trace ensuite le cercle (C ) centre
O qui passe par A0. Il recoupe la droite pOA0q en B, et coupe ∆ en C. Notons I le milieu du segment rOBs (on peut
construire la médiatrice de rOBs). Le cercle de centre I et de rayon rICs coupe le segment rOA0s au point J . Comme I
est d’abscisse � 1

2 , on a IC �
?

5
2 (Pythagore), et OJ �

?
5�1
2 � 2γ. La médiatrice du segment rOJs coupe donc (C ) en

A1 et A4. Le cercle de centre A1 (resp. A4) et de rayon rA1A0s (resp. rA4A0s) recoupe le cercle (C ) en A2 (resp. A3), ce
qui achève la construction.

1

O

 A0


2

(C )

B 

I



C


J



3 A1


A4




4

A2 


A3




Remarques. (1) Tout point du plan constructible à la règle et au compas peut être construit en utilisant le compas seul
(théorème de Mohr-Mascheroni).
(2) Tout point du plan constructible à la règle et au compas peut être construit à la règle seule à condition que soit donné
un cercle et son centre (théorème de Poncelet-Steiner).

Exercice 3.4.10. Un polygone régulier à n côtés peut être construit à la règle et au compas si et seulement si n se
décompose sous la forme n � 2kp1 � � � pr où k P N et p1, . . . , pr sont des nombres premiers de Fermat distincts.

3.5 Extensions cyclotomiques

Soit n P N¡0. On pose ϕpnq � Card
�pZ {nZq�� (indicatrice d’Euler). On rappelle que si n �

r±
i�1

pαii est la

décomposition en facteurs premiers de n, on a ϕpnq �
r±
i�1

ppi � 1qpαi�1
i (on se ramène facilement au cas où r � 1 grâce

au théorème des restes chinois (théorème 2.1.30).
Posons

µn � tz P C ; zn � 1u.
C’est un sous-groupe cyclique de C�. Notons µ�n le sous-ensemble de µn constitué des éléments d’ordre n, i.e. des
générateurs du groupe µn (ses éléments sont les racines primitives n-ièmes de l’unité). On a

µn �
§
d|n

µ�d (�)

(c’est la partition de µn suivant l’ordre des éléments). Fixons ζ P µ�n une racine n-ième primitive de l’unité. On pose

ΦnpXq �
¹
ξPµ�n

pX � ξq �
¹

1¤k n
pgcdpk,nq�1

pX � ζkq

C’est un polynôme de degré ϕpnq, unitaire, séparable, à coefficients dans C.
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Exemple 3.5.1. On a

Φ1pXq � X � 1

Φ2pXq � X � 1

Φ3pXq � X2 �X � 1

Φ4pXq � X2 � 1

Φ5pXq � X4 �X3 �X2 �X � 1

Φ6pXq � X2 �X � 1

Φ7pXq � X6 �X5 �X4 �X3 �X2 �X � 1

Φ8pXq � X4 � 1

Φ9pXq � X6 �X3 � 1

Remarque. Contrairement aux apparences, les coefficients des polynômes cyclotomiques ne sont pas tous dans t0,�1u :
on a

Φ105pXq � X48 �X47 �X46 �X43 �X42 � 2X41 �X40 �X39 �X36

�X35 �X34 �X33 �X32 �X31 �X28 �X26 �X24 �X22 �X20 �X17

�X16 �X15 �X14 �X13 �X12 �X9 �X8 � 2X7 �X6 �X5 �X2 �X � 1

Proposition 3.5.2. Pour tout n P N¡0, on a

Xn � 1 �
¹
d|n

ΦdpXq et n �
¸
d|n

ϕpdq (C)

et Φn P ZrXs.

Exemple 3.5.3. Si p est premier et r P N¡0, on a Φpr pXq � Xp
r�1

Xpr�1�1
: on a en particulier

ΦppXq � 1�X � � � � �Xp�1

et Φpr pXq � Φp
�
Xpr�1�

.

On a vu (cf exemple 2.6.25 (3)) que Φp est irréductible dans QrXs. C’est un fait général :

Proposition 3.5.4. Si n P N¡0, le polynôme Φn est irréductible sur Q. En particulier, c’est le polynôme minimal de ζ
sur Q.

Lemme 3.5.5. Soient A un anneau factoriel, K � FracpAq et P,Q P KrXs unitaires tels que PQ P ArXs. Alors
P,Q P ArXs.

3.6 Corps finis
Dans tout ce qui suit, K désigne un corps fini.

3.6.1 Propriétés de base

Proposition 3.6.2. (1) p :� carpKq est un nombre premier ;
(2) on a #K � pd avec d P N¡0.

Contrairement à nos conventions, on ne va pas supposer les anneaux commutatifs a priori dans l’énoncé suivant.

Théorème 3.6.3 (Wedderburn). Tout corps fini est commutatif.

3.6.4 Existence et unicité des corps finis

On a vu que si K est un corps fini, alors #K est une puissance d’un nombre premier. Nous allons voir que récipro-
quement, si p est un nombre premier et d P N¡0, alors il existe un corps de cardinal pd, unique à isomorphisme près. On
va utiliser les deux lemmes suivants.

Lemme 3.6.5. Soient A un anneau commutatif de caractéristique p et a, b P A. On a

pa� bqp � ap � bp.

Remarque. Bien entendu, il est important de supposer A commutatif et p premier. �
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Définition 3.6.6. Soient F un corps et P P F rXs. On dit que P est séparable si ses racines (prises dans une clôture
algébrique de F ) sont simples.

Lemme 3.6.7. Si F est un corps, un polynôme P P F rXs est séparable si et seulement si pgcdpP, P 1q � 1 (où P 1 désigne
le polynôme dérivé).

Remarque. Si carpF q � p ¡ 0, il faut prendre garde au phénomème suivant. Le polynôme dérivé deXp est pXp�1 � 0 :
des polynômes non constants peuvent avoir une dérivée nulle. Plus précisément, les polynômes de dérivée nulle sont ceux�
de la forme QpXpq avec Q P F rXs (exercice).

Exercices 3.6.8. (1) Soit P P F rXs un polynôme irréductible. Montrer que P est séparable si et seulement si P 1 � 0. En
déduire que tout polynôme irréductible est séparable lorsque carpF q � 0.
(2) Soient p un nombre premier, X et T deux indéterminées. Posons F � FppT q. Montrer que le polynôme P pXq �
Xp � T est irréductible dans F rXs, mais pas séparable.

Théorème 3.6.9. Soient p un nombre premier, d P N¡0 et q � pd.
(1) Il existe un corps à q éléments.
(2) Tout corps à q éléments est un corps de décomposition du polynôme Xq � X sur Fp, en particulier, deux corps à q
éléments sont isomorphes (cf corolaire 3.2.36).

Dans la pratique, on fixe une clôture algébrique Fp de Fp, et on pose

Fq � tα P Fp ; αq � αu

Corollaire 3.6.10. (1) Fq est l’unique sous-corps de cardinal q dans Fp ;
(2) Fpd � Fpn ô d | n ;
(3) Fpd XFpn � Fppgcdpd,nq ;

(4) Fp �
8�
n�1

Fpn .

Remarques. (1) On n’a pas Fpn � Z {pn Z dès que n ¡ 1 (l’anneau Z {pn Z n’est pas réduit si n ¡ 1). De même, on a�
Fpn � Fnp en tant que Fp-espace vectoriel, mais pas en tant qu’anneau si n ¡ 1 (l’anneau produit Fnp n’est pas intègre si
n ¡ 1).
(2) On a F4 � F8 (en fait on a F4XF8 � F2).

Exercice 3.6.11. Montrer que
°
αPFq

α � 0. Plus généralement, calculer les polynômes symétriques élémentaires en les q

éléments de Fq . Calculer la somme
°
αPFq

αk pour tout k P N¡0.

3.6.12 Structure du groupe multiplicatif

Commençons par rappeler le résultat classique suivant.

Lemme 3.6.13. Soit G un groupe abélien (noté multiplicativement).
(1) Soient x P G d’ordre n et y P G d’ordre m avec pgcdpn,mq � 1. Alors xy est d’ordre nm.
(2) Supposons G fini, et notons d le ppcm des ordres des éléments de G (on appelle d l’exposant de G). Alors G contient
un élément d’ordre d.

Proposition 3.6.14. Si F est un corps et G un sous-groupe fini de F�, alors G est cyclique.

En particulier, on a :

Corollaire 3.6.15. Le groupe K� est cyclique.

Corollaire 3.6.16 (théorème de l’élément primitif pour un corps fini). Si carpKq � p, il existe α P K tel que K �
Fppαq.

Dans la pratique, si p est premier et d P N¡0, pour construire et manipuler le corps Fpd , on le présente sous la forme

FprXs{xP pXqy

avec P P FprXs irréductible de degré d. D’après le théorème 3.6.9 et le corollaire 3.6.16, c’est toujours possible, et le
résultat ne dépend pas à isomorphisme près du choix de P . Dans le quotient FprXs{xP pXqy, on dispose de la base cano-
nique p1, X ,X 2, . . . , X d�1q : on peut représenter les éléments dans cette base. Il est alors très facile de les additionner,
un peu plus délicat de les multiplier (il faut multiplier des représentants et prendre le reste par la division euclidienne par
P ).

Exemple 3.6.17. (1) F4 � F2rXs{xX2 �X � 1y ;
(2) F8 � F2rXs{xX3 �X � 1y � F2rXs{xX3 �X2 � 1y.
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Exercice 3.6.18. Soient q une puissance qu’un nombre premier et n P N¡0. Posons

ϕ : Fqn Ñ Fqn

α ÞÑ αq

(1) Montrer que ϕ P AutpFqn {Fqq (le groupe des automorphismes de l’extension Fqn {Fq).
(2) Soient P P FqrXs de degré d, irréductible dans FqrXs et α P Fqn une racine de P . Montrer que les racines de P sont
tϕkpαqu0¤k d (et donc P est scindé dans Fqd � Fqn ).
(3) Montrer que l’application

Z {nZÑ Aut
�
Fqn {Fq

�
k ÞÑ ϕk

est un isomorphisme de groupes [indication : pour la surjectivité, appliquer (2) à α tel que Fqn � Fqpαq].
(4) Montrer que les applications

tsous-extensions de Fqn {Fqu Ø tsous-groupes de Aut
�
Fqn {Fq

�u
F ÞÑ tσ P AutpFqn {Fqq ; σ|F � IdF u

tα P Fqn ; p@σ P Hqσpαq � αu Ðß H

sont des bijections décroissantes inverses l’une de l’autre.
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