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1 Groupes

1.1 Rappels
1.1.1 Relations d’équivalence et ensembles quotients

Définition 1.1.2. Soit X un ensemble. Une relation d’équivalence sur X est une relation binaire R sur X vérifiant les
propriétés suivantes :

réflexivité (Va € X)aRx;

symétrie (Vz,y e X)aRy = yRz;

transitivité (Vz,y,z € X) (zRy et yRz) = 2 Rz.
La classe d’équivalence de x € X est alors [z] := {y € X ; 2Ry}. C’est une partie de X, et si 1,22 € X, alors on
a[z1] = [x2] ou [x1] N [z2] = @ : les classes d’équivalence forment une partition de X. Cette partition détermine
entierement R : on a xRy < [x] = [y]. Lensemble quotient X /R est la partie de &?(X) constituée par les classes
d’équivalences. Si A € X/R,ona A = [x] pour tout z € A : un tel élément x s’appelle un représentant de A.

Exemple 1.1.3. Soit f: X — Y une application. On définit une relation d’équivalence Ry sur X en posant x1Ryzo <
f(x1) = f(x2). Par définition, les classes d’équivalence sont les préimages non vides des singletons.

Définition 1.1.4. Si R est une relation d’équivalence sur un ensemble X, on dispose de la surjection canonique

mr: X > X/R

x — [z].

Un systeme (complet) de représentants est une partie ' < X telle que la restriction de mx a T' induise une bijection
T 5 X /R. Cela signifie que pour tout A € X /R, il existe un unique ¢t € T tel que A = [t], i.e. tel que ¢ soit un
représentant de A. Dans ce cas, tout élément de X est équivalent & un unique élément de 7'.

Remarque. Si on accepte I’axiome du choix, il existe toujours un systeme de représentants.

Proposition 1.1.5 (Propriété universelle). Soient R une relation d’équivalence sur un ensemble X et f: X — Y une
application. Supposons que t1Rxo = f(x1) = f(x2). Alors il existe une unique application f: X /R — Y telle que

[ =[fomx.

Corollaire 1.1.6 (Décomposition canonique d’une application). Soir f: X — Y une application. 1l existe une unique
application f: X/Ry — f(X) telle que f = 10 fo TR, o t: f(X) <Y est Uinclusion. L’application [ est bijective.

X—>Y

T

X/Rp—— f(X)

1.1.7 Groupes : définitions et propriétés de base

Définition 1.1.8. Un groupe est un couple (G, ) ol G est un ensemble, *: G x G — G une loi de composition interne,
vérifiant les conditions suivantes :

associativité :ona (z *y) * z =z * (y * z) pour tous z,y, z € G ;

élément neutre : il existe un élément e € G telque e * . = x * e = x pour tout z € G;

inverse : pour tout x € G, il existe un élément z’ € Gtelque x +x' =2’ »x = e.
On dit que G est abélien (ou commutatif) lorsque x =y = y * x pour tous z,y € G.

Remarques. (0) L’élément neutre est unique. L’inverse d’un élément est unique.

(1) Dans la pratique, on parle du groupe GG, en omettant la loi * dans la notation. Il s’agit d’un abus quasi systématique.
(2) En général, on note la loi multiplicativement : si x, y € G, on écrit souvent z.y voire xy pour x * y. L’inverse de x est
souvent noté z 1.

(3) Lorsque le groupe est abélien, la loi est souvent notée additivement, 1’élément neutre O et ’inverse de x par —z.

Exemples 1.1.9. (Z, +), (Z /nZ,+) pour n € N, le groupe symétrique (& x, o) des permutations d’un ensemble X, le
groupe GL(V') ot V est un espace vectoriel, d’innombrables exemples en géométrie.

Définition 1.1.10. Comme pour toute « structure algébrique », on a les notions suivantes :
(1) un morphisme entre deux groupes (G, =) et (G’, o) est une application f: G — G telle que

(Vo,y € G) f(z=y) = f(x) o f(y)

(onaalors f(x~1) = f(x) ! pour tout = € G, et f(e) est 1'élément neutre de G”);



(2) Un sous-groupe de G est une partie H < G telle que I’inclusion soit un morphisme de groupes (on note alors
H < G). On dit qu’on sous-groupe H < G est distingué ' lorsque (Vz € G) xH = Hzx (soit encore tHxz ™! = H); c’est
automatique lorsque G est abélien; on note alors H <1 G;

(3) Le noyau (resp. I'image) d’un morphisme de groupes f: G — G’ est Ker(f) = f~1(eq:) (resp. Im(f) = f(G)).
C’est un sous-groupe distingué de G (resp. un sous-groupe de G').

Proposition 1.1.11. Soient G un groupe et H c G. Alors H est un sous-groupe de G si et seulement si H # & et
r,ye H=xy 'e H.

Exemple 1.1.12. Les sous-groupes de Z sont les parties de la forme n Z avec n € N.

Corollaire 1.1.13. Si G est un groupe et (H;);cr une famille de sous-groupes, alors (| H; est un sous-groupe de G.
iel
Définition 1.1.14. Soient G' un groupe et X < G une partie. Le sous-groupe de G engendré par X est le plus petit

sous-groupe de GG qui contient X. Ce n’est autre que 1’intersection de tous les sous-groupes de GG qui contiennent X. On
le note {X).

Exemples 1.1.15. Ona{2,3) = Z dans (Z, +), {(1,2),(1,2,3)) = &;.

Proposition 1.1.16. Soit f: G — G’ un morphisme de groupes.

(1) L’image directe d’un sous-groupe de G est un sous-groupe de G'. En particulier Im(f) est un sous-groupe de G’

(2) L’image réciproque f~(H') d’un sous-groupe H' < G’ dans G est un sous-groupe de G. Il est distingué dans G
lorsque H' est distingué dans G'.

(3) f estinjective si et seulement si Ker(f) = {ec}.

(4) Si f est bijective, alors I'application f~': G' — G est un morphisme de groupes (et f est un isomorphisme de
groupes).

Remarque. (1) Si H < G est un sous-groupe distingué, I'image directe f(H ) n’est pas distinguée dans G’ en général. <_%
(2) On retrouve le fait que Ker(f) = f~(ec) est un sous-groupe distingué de G.

Définition 1.1.17. Les automorphismes d’un groupe G sont les isomorphismes de G dans lui-méme. Ils forment un
groupe pour la composition, qu’on note Aut(G).

On peut raffiner la proposition 1.1.16 de la fagon suivante.

Proposition 1.1.18. Soit f: G — G’ un morphisme de groupes. L’application H — f(H) induit une bijection de
I’ensemble des sous-groupes de G qui contiennent Ker(f) et I’ensemble des sous-groupes de Im( f).

1.1.19 Classes modulo un sous-groupe

Définition 1.1.20. Soient G un groupe et H < G un sous-groupe. On définit une relation d’équivalence sur G en posant
1 Rug2 < g1 L9y € H. Les classes d’équivalence sont les classes a gauche modulo H : ce sont les parties de la forme
gH. Elles forment une partition de . Bien entendu, on définit de fagon analogue les classes a droite >. On note G/H
(resp. H\G) 'ensemble des classes a gauche (resp. a droite).

Remarque. Si G est un groupe, H un sous-groupe, ona g1 H = g2 H < Hgl_1 = ng_l pour tous g1,g92 € G (en
passant aux inverses). Cela implique que I’application gH +— Hg~! induit une bijection de I’ensemble G/H sur H\G.

Définition 1.1.21 (Indice d’un sous-groupe). Soient G un groupe et H < G un sous-groupe. L’indice de H dans G est
le cardinal * de I’ensemble quotient G/H. On le note (G : H) € N u{0}.

Définition 1.1.22. L’ordre d’un groupe G est son cardinal. Si g € G, I'ordre de g est I’ordre du sous-groupe engendré
{g) = {g™; n € Z}, c’est aussi le plus petit entier n € N+, tel que g = e, ou 400 si un tel entier n’existe pas.

Théoréme 1.1.23 (Lagrange). Si G est un groupe fini et H un sous-groupe, alors #G = (G : H)#H. On a donc
#H | #G. En particulier, I’ordre d’un élément g € G divise #G.

Remarque. 11 faut prendre garde que le théoreme de Lagrange de dit pas que réciproquement, si d est un diviseur de
#@, alors G contient un sous-groupe ou un élément d’ordre d. Par exemple, le groupe alterné 2/, est d’ordre 12, mais ne g‘z}
contient pas de sous-groupe d’ordre 6. Cela dit on verra plus loin des réciproques partielles : le théoreme de Cauchy et les
théoremes de Sylow.

Proposition 1.1.24. Soit G un groupe. Les relations d’équivalence sur G qui sont compatibles avec la loi de groupe sont
les relations modulo un sous-groupe distingué.

1. Ou normal.
2. Lorsque H n’est pas distingué dans G, les relations d’équivalence (et donc les partitions) associées ne coincident pas.
3. C’est donc aussi celui de H\G en vertu de la remarque qui précede.



Ce qui précede montre en particulier que si H est un sous-groupe distingué de G, ’ensemble quotient G/H (qui est
alors égal a H\G) et naturellement muni d’une structure de groupe. La loi de groupe est la suivante : si g1, g2 € G, on a
(91H)(g2H) = g1goH et (¢H) ™! = g1 H (1’élément neutre est la classe « triviale » H).

Remarque. Dans la pratique, on note g la classe gH, lorsque cela ne préte pas a confusion.
Exemple 1.1.25. Sin € Zx, on dispose du groupe quotient Z /n Z.

Corollaire 1.1.26 (propriété universelle). Soient f: G — G’ un morphisme de groupes et H < G un sous-groupe
distingué tel que H < Ker(f). Alors il existe un morphisme de groupes f: G/H — G’ unique tel que f{ = f om, oil
m: G — G/H est la surjection canonique.

Exemple 1.1.27. (1) Si f: G — G’ est un morphisme de groupes, alors f induit un isomorphisme

G/ Ker(f) > Im(f).

Lorsque G est fini, cela implique en particulier que (G : Ker(f)) = # Im(f), et donc #G = # Ker(f)# Im(f), égalité
qui n’est pas sans rappeler le théoreme du rang.
(2) Rappelons que le centre d’un groupe G est le sous-groupe Z(G) = {g € G; (Vx € G) gz = xg}. Si g € G, posons

pg: G- G
x> grg '

Ona g, = ldg et vg,4, = Pg, © g, pour tous g1, gs € G. Cela implique que ¢, € Aut(G) et <pg_1 = (pg-1 pour tout
g € G, et que I'application ¢: G — Aut(G) est un morphisme de groupes. Par définition, on a Z(G) = Ker(p). En
passant au quotient, le morphisme ¢ induit un morphisme de groupes injectif

G/Z(G) — Aut(G).

On note Int(G) son image : ses éléments s’appellent les automorphismes intérieurs de G. On a alors G/ Z(G) = Int(G).
En général, I'inclusion Int(G) = Aut(G) est stricte.

Théoreéme 1.1.28 (théorémes d’isomorphisme). Soit G un groupe.

(1) Soient H < G et N < G. Alors HN = {hn}pep est un sous-groupe de G, N n H < H et on a un isomorphisme
neN
H/(NnH)>HN/N.

(2) Soient H et K deux sous-groupes distingués de G. Si K < H, alors H/K <1 G/K et on a un isomorphisme
(G/K)/(H/K)> G/H.

Proposition 1.1.29. Soit n € N~ . Pour tout diviseur d de n, il existe un et un seul sous-groupe d’ordre d dans Z /n'Z :
c’est le sous-groupe engendré par 7.

1.2 Le groupe symétrique
1.2.1 Généralités, décomposition en produit de cycles a supports disjoints

Définition 1.2.2. Si E est un ensemble, on note S ’ensemble des permutations de F, i.e. des bijections de F dans
lui-mé&me. C’est un groupe pour la composition. Si n € N, on note &,, le groupe des permutations de {1, ..., n}.

Remarque. Une bijection f: F — E’ induit I’isomorphimse
6> 6w
o fooof —1

En particulier, si ' est un ensemble de cardinal n € N+, le choix d’'une numérotation des éléments de E fournit un
isomorphisme & = &,,. Pour cette raison, on va se concentrer sur I’étude de &,, dans ce qui suit.

Soitn € N..
Proposition 1.2.3. On a #6,, = nl.

Définition 1.2.4. (1) Si o € G, on note Fix(c) = {i € {1,...,n}; o(i) = i} 'ensemble des points fixes. L’ensemble
supp(o) :={1,...,n}\Fix(c) s’appelle le support de o.

(2) Soient £ € N+ et iy,...,%, des éléments distincts de {1,...,n}. On note (iy,...,4i;) 'élément de &,, qui envoie
i SUT 41, i) sur ix41 pour tout k € {1,...,£ — 1} et laisse fixe tous les éléments de {1...,n}\{i1,...,%,} (on a donc
supp(i1,...,%) = {i1,...,%¢}). Une permutation de ce type est appelée cycle de longueur ¢ ou ¢-cycle. Un 2-cycle

s’appelle une transposition.



Remarque. (0) On a (iy,1i2,...,4¢) = (i2,...,1%¢,141) : un £-cycle admet ¢ écritures comme ci-dessus, qui s’obtiennent
les unes des autres par permutation circulaire des indices.
(1) Un {-cycle est d’ordre .

2)llya w = (') (¢ — 1)! cycles de longueur /.

Lemme 1.2.5. Soient 01,09 € &,,. Onasupp(c102) C supp(c1)usupp(os). Si en outre on a supp(oq) nsupp(os) = &,
alors supp(o109) = supp(o1) U supp(o2), les permutations o1 et oo commutent.

Théoreme 1.2.6. Soit o € S,,. Il existe c1, . .., c, € &, des cycles a supports deux a deux disjoints tels que 0 = ¢y - - - ¢,
Une telle décomposition est unique a [’ordre des facteurs pres.

Remarque. Onar =0 < o = Id.

Remarque. Les supports des cycles ¢y, . .., ¢, ne sont autres que les orbites non ponctuelles de 1’action du groupe (o)
sur {1,...,n} (c¢f plus bas).

Corollaire 1.2.7. Le groupe S,, admet les parties génératrices suivantes :
e les transpositions ;
o {(1,1)}2cicn;s
o {(i,i+ Dhi<i<n—1/
e {(1,2),(1,2,...,n)}.

Définition 1.2.8. (1) Le rype de o € &,, est la suite £ = ({1, ..., £, ) (ordonnée dans 1’ordre décroissant) des longueurs
des cycles apparaissant dans la décomposition de o en produit de cycles a support disjoints, auxquelles on adjoint une
suite de 1 correspondant aux points fixes. C’est une partition de n (i.e.ona ty + --- + £, = n).

(2) L’ensemble des partitions de n est en bijection avec les diagrammes de Young : un diagramme de Young est une
collection finie de cases, ou cellules, organisée en lignes justifiées a gauche, et telle que les longueurs des lignes décroissent
au sens large. Par exemple, le diagramme de Young associé  la partition (4, 3, 1) de I’entier 8 est

(3) Un tableau de Young est un diagramme de Young rempli avec les entiers de 1 a n. Un tel tableau correspond a une

décomposition d’un élément de &,, en produit de cycles a supports disjoints. Par exemple, le produit (2,5,8,1)(7,4,6)

correspond au tableau . Le tableau de Young standard (de type £) est celui dont les cases sont remplies dans 1’ordre,
3

1|2|3
par exemple En
(8]

Lemme 1.2.9. Soient ¢ = (iy, ..., is) un cycle de longueur £ et v € S,,. Ona

yey™h = (Y(in), . ., (ir)).

Cela montre que G,, agit transitivement par conjugaison sur ’ensemble des ¢-cycles. Plus généralement :
Théoreme 1.2.10. Deux éléments de S,, sont conjugués dans S, si et seulement s’ils ont méme type.

Remarque. Cela montre en particulier que les classes de conjugaison dans &,, sont en bijection avec les partitions de
I’entier n, soit encore avec les diagrammes de Young.

Théoréme 1.2.11. Si n > 3, le centre de &,, est trivial.

Exercice 1.2.12. Montrer que Gy contient un élément d’ordre 20, mais pas d’élément d’ordre 18.

1.2.13 Signature et groupe alterné

Définition 1.2.14. Sic € &, onposee(0) = || ZL=r,

Isi<j<n
Remarque. Un élément o € &,, permute les parties 2 2 éléments de {1, ...,n}. Cela implique que e(c) € {£1}.
Lemme 1.2.15. Sic € &,, est un {-cycle, on a e(t) = (—1)*"L. En particulier, on () = —1 pour toute transposition

TEG,.
Théoréme 1.2.16. L’application € définit un morphisme de groupes ¢: &,, — {x1}. Il est surjectif lorsque n = 2.
Définition 1.2.17. Le groupe alterné est 2,, = Ker(g). C’est un sous-groupe distingué de S,,, d’indice 2 lorsque n > 2.

Proposition 1.2.18. Le groupe 2, admet les parties génératrices suivantes :
o {(1,)(1, )} e<i<j<ns
o {(1,2,9)}s3<i<n;
L {02}066,”'



Remarque. Les classes de conjugaison de 2(,, sont un peu plus compliquées que celles de G,,. Si deux permutations paires
sont conjuguées dans 2, , alors elles le sont a fortiori dans &,,) : elles ont méme type. Par contre, deux permutations paires
de méme type peuvent ne pas €tre conjuguées dans 2, (plus précisément, les classes de conjugaison de permutations paires
de &, peuvent étre réunion d’une ou deux classes de conjugaison de 2,,. Observons que pour les permutations ayant au
moins deux points fixes, tout se passe « bien » : on peut conjuguer par une transposition pour avoir une conjugaison dans
A

A titre d’exemple, décrivons les classes de conjugaison de 2. On a #205 = 60. Les types des éléments de G5 sont les
suivants (ceux de 25 sont en rouge) :

(1,1,1,1,1) (classe de Id), elle a 1 élément;
2,1,1,1) (classe d’une transposition), elle a (

5
2

2,2,1) (classe d’une « double transposition »), elle a %(;) (
3,1,1) (classe d’un 3-cycle), elle a 2X3*3 = 20 éléments ;

3,2), elle a 20 éléments ;

4,1) (classe d’un 4-cycle), elle a = 30 éléments;

(5) (classe d’un 5-cycle), elle a %’ = 4! = 24 éléments.

Les trois premieres classes de conjugaison en rouge sont aussi des classes de conjugaison dans 5. En revanche, les 5-
cycles forment deux classes de conjugaison dans 25, chacune de cardinal 12 (s’en convaincre en utilisant le fait que 24 ne

divise pas 60).

) = 10 éléments ;
3

2) = 15 éléments ;

5x4x3%x2
4

Définition 1.2.19. Un groupe G est dit simple lorsque ses seuls sous-groupes distingués sont {e} et G.

Théoreme 1.2.20. Sin > 5, le groupe 2, est simple.

Remarque. Les groupes 2, et 2(3 sont simples, mais pas 24, qui contient le groupe de Klein des double transpositions.
Corollaire 1.2.21. Sin > 5, les sous-groupes distingués de &,, sont {Id}, 2, et S,,.

Remarque. Lien avec la résolubilité par radicaux des polyndmes.

Exercice 1.2.22. Déterminer tous les morphismes de groupes &,, — C*.

Exercice 1.2.23. Existe-t-il un morphisme surjectif &,, - &,,_1 ?

1.3 Produits semi-directs
1.3.1 Produits semi-directs internes

Soient G un groupe, N et H deux sous-groupes de G.

Lemme 1.3.2. Si N < G, 'ensemble N H := {xy},en est un sous-groupe de G.
yeH

Définition 1.3.3. On dit que G est produit semi-direct interne de H par N lorsque
e NG,
e Nn H = {e};
e NH =(@.

On note alors G = N x H.

Proposition 1.3.4. Supposons que G soit produit semi-direct interne de H par N. Pour tout y € H, on dispose de
’automorphisme o, € Aut(N) défini par o, (z) = yzy~'.
(1) Pour tout g € G, il existe x € N et y € H uniques tels que g = xy.

(2) Si g1 = x1y1,92 = T2ys € G avec x1,x2 € N et y1,y2 € H, ona

9192 = (T19y, (72))(Y1Y2)-
(3) L’application p: H — Aut(N) est un morphisme de groupes.

Remarque. Supposons G fini, que N <G et N n H = {e}. Alors # N#H = #G si et seulement si NH = G. En
effet, I’application N x H — G donnée par (z,y) — xy est injective (méme argument que ’item (1) de la proposition
précédente), et son image est N H.

Exemples 1.3.5. (1) Soient N = 3 = {(1,2,3))<G = Gz et H ={(1,2)). Comme #N = 3et #H = 2, le théoréme
de Lagrange implique que N n H = {ld}. Comme #N#H = 6 = #&5.Onadonc 63 = N x H.

(2) Exemple crucial : le groupe diédral d’ordre 2n. Soient n € Noget U, = {z € C; 2" = 1} < C* le groupe des
racines n-iemes de 1’'unité. Observons que le choix d’une racine primitive n-ieme de 1’unité fournit un isomorphisme
(non canonique Z /nZ = U,). Identifions C au R-espace vectoriel R? de la facon habituelle. On note alors Dy, le



sous-groupe de Oz(R) constitué des isométries qui préservent U,,. On dispose du morphisme det: Oz(R) — {+1} et
Ker(det) = SO2(R). Pour § € R, on dispose de la matrice de rotation Ry = (‘;’;((g)) _Cz‘;(’ég) ) € SO4(R). L application
0 — Ry

est un morphisme de groupes, de noyau 27 Z : il induit un isomorphisme
R /27 Z 5 SO2(R).

De méme, I’application ¢ — ¢ induit un isomorphisme R /2r Z > U := {z € C; |z| = 1}. On dispose donc d’un
isomorphisme ¢: U = SO, (R) tel que pour tout § € R, on ait £(e?’) = Ry. Le groupe Do, nKer(det) = Dy, nSO2(R)
est constitué des rotations qui préservent U,, : I’isomorphisme ¢ induit un isomorphisme U,, = Ds,, N SO2(R). 11 est
distingué dans D5, (c’est le noyau de la restriction de det a Ds,).

Notons o € D5, I’élément correspondant a la conjugaison complexe (c’est la symétrie orthogonale par rapport a I’axe des
réels dans C. On a o ¢ Dy, N SO, (R), donc (Da,, n SO2(R)) n (o) = {ldr2}.

Soit g € Ds,,. Si g ¢ SO2(R), on a det(g) = —1, et donc det(go) = 1. On a alors g = (go)o € (D2, N SO2(R)){o).
Cela montre que Dy, est produit semi-direct de (o) ~ Z /2Z par D3, n SO2(R) ~ U,, ~ Z /nZ. En particulier, on
a #Ds, = 2n, et Dy, est engendré par deux éléments p (la rotation d’angle 27” et o). Ils sont assujetis aux relations
p" =1d, 02 = Id et (po)? = Id.

(3) Notons V' le groupe de Klein : le sous-groupe de 2(4 constitué de Id et des trois double-transpositions. On a V' ~
(Z /2Z)? et V <1 4. Soient ¢ un 3-cycle (par exemple ¢ = (1,2,3)) et H = {¢) ~ Z /3Z. Alors 2, est produit
semi-direct interne de H par V.

(4) Soit (&, E) un espace affine. On dispose du groupe affine GA(&’) des transformations affines, du groupe des transla-
tions T(&) ~ E. Le choix d’un point 2 € & perment de vectorialiser & (i.e. fournit la bijection & > E; M QM ). Si
Hg, désigne le sous-groupe de GA(&) constitué des éléments qui fixent 2, 1’application « application linéaire associée »
fournit un isomorphisme Hg = GL(E). On vérifie sans peine que GA(&) est produit semi-direct interne de Hg, par T(&).

1.3.6 Produits semi-directs externes

Inspirés par ce qui précede, on peut définir la notion de produit semi-direct « externe » de deux groupes : cette procé-
dure permet de construire de nouveaux groupes. Soient N et H deux groupes et

p: H— Aut(N)
Y= Py

un morphisme de groupes.

Définition 1.3.7. Le produit semi-direct (externe) de H par N (relativement a ) est le groupe N x, H dont I’ensemble
sous-jacent est [N x H (produit direct d’ensembles) et la loi est donnée par

(@1, 1) - (22,92) = (219, (T2), Yy192)-
Proposition 1.3.8. Ce qui précéde définit bien un groupe, d’élément neutre (e, ex ).

Remarque. Il est facile de vérifier que N %, H est produit semi-direct interne de {ex} x H par N x {ey}. Pour z € N
ety € H, on aalors

(py(@),em) = (en,y) - (z,em) - (en,y)™"

Proposition 1.3.9. Le produit semi-direct N x,, H est direct (i.e. égal au produit cartésien N x H des groupes N et H)
si et seulement si ¢: H — Aut(N) est trivial.

Exemples 1.3.10. (1) Si @ est trivial, onavuque N x, H = N x N.

(2) Pour tout n € N, ona Dy, ~ (Z /nZ) x, (Z /27Z) ot (1) est la multiplication par —1 dans Z /n Z (exercice).
(3) soient n € N9 et T € &,, une transposition. On a &,, ~ 2,, 3, {1}, ol o(—1) est la conjugaison par T (exercice).

Remarque. On voit sur le dernier exemple que deux morphismes H — Aut(NV) distincts peuvent produire deux produits
semi-directs isomorphes. En général, c’est une question intéressante et un peu délicate de comprendre les classes d’iso-
morphisme de produits semi-directs d’un groupe par un autre (en faisant varier (), voire quand deux produits semi-directs
sont isomorphes.



1.4 Actions de groupes
1.4.1 Rappels

Dans tout ce qui suit, G désigne un groupe (noté multiplicativement) et X un ensemble non vide. On note e 1’élément
neutre de G.

Définition 1.4.2. Une action (a gauche) de G sur X est la donnée d’une application
x#:Gx X > X

ayant les propriétés suivantes :
(i) (Vg1,92 € G) (Yo € X) g1 * (92 * 2) = (9192) * @
() (Ve X)erx =ux.

On dit aussi que G agit sur X.

Remarque. On définit de méme la notion d’action a droite, en considérant les applications #: X x G — X vérifiant
(x#g1)*go =x*(g1g2) etz * e = z pour tous g1, g2 € G et x € X. Observons qu’a partir du groupe G, on peut définir
le groupe opposé G°P, dont I’ensemble sous-jacent est G, et la loi de groupe est donnée par (g1, g2) — g291. Il n’est pas
tres difficile de se convaincre qu’une action a droite de G sur X est la méme chose qu’une action a gauche de G°P sur X.
Dans ce qui suit on ne considérera que des actions a gauche, et quand on parlera 1’action, ce sera toujours a gauche.

Si#: G x X — X estune action, et si g € GG, on dispose de I’application

plg): X = X

[L‘I—)g*x

Les conditions (i) et (ii) se réécrivent
(1) (V91,92 € G) p(g1) © p(g1) = p(g192);
2) p(e) = ldx.

Proposition 1.4.3. Pour tout g € G, on a p(g) € Gx. L’application p: G — Sx est un morphisme de groupes.

Sige Getx e X,onag=z = p(g)(x). Cela montre que 1’action est compleétement déterminée par le morphisme
associé p.

Réciproquement, si on se donne un morphisme de groupes f: G — Gx, on définit une action de G sur X en posant
g*x = f(g)(x) pour tout g € G et x € X. Le morphisme de groupes associé n’est autre que f lui-méme.

Proposition 1.4.4. La donnée d’une action de G sur X équivaut a celle d’un morphisme de groupes G — Sx.

Exemples 1.4.5. (1) Le groupe G agit sur lui-méme par translation a gauche : I’action est donnée par g * * = gx pour
tous g, z € G. L’action par translation a droite est donnée par (x, g) — zg .

(2) Plus généralement, si H < G est un sous-groupe, on dispose de I’ensemble quotient G/H, constitué des classes a
gauche modulo H, i.e. les parties de la forme vH < G avec v € G. On fait agir G sur G/H par translation a gauche en
posant g * (YH) = gvH = {gx}sen (notons que c’est bien défini, i.e. que gvH ne dépend que de la classe vH et pas
du choix d’un représentant 7).

(3) Le groupe G x agit sur X de la facon naturelle, par o * = o(z). Le morphisme de groupes associé n’est autre que
I’identité de G x. Cas particulier ou X = {1,...,n}.

(4) Tout groupe agit sur lui-méme par conjugaison (en posant g * z = gxg~ ' pour tout g,z € ).

(5) Exemples en algebre linéaire et en géométrie.

Définition 1.4.6. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X.
(1) L'orbite de x € X est’ensemble G # = {g * x}4cq, ¢’est une partie de X, on la note orb(z).
(2) Le stabilisateur de x € X est
stabg(x) ={ge G; g+ =z}.

C’est un sous-groupe de G.

(3) On dit que I’action est fidele lorsque le morphisme associé p: G — G x est injectif.

(4) On dit que I’action est libre lorsque pour tout z € X,onag-x =z = g = €.

(5) On dit que I’action est transitive s’il n’y a qu’une seule orbite. Plus généralement, si k € N ¢, on dit que 1’action
est k-transitive si pour tout k-uples (z1, ..., xx) et (y1,-...,yx) d’éléments distincts de X, il existe g € G tel que
g=x; =y;pourtoutie {1,... k}.

Remarque. (1) Si 1,22 € X, on pose x1 ~ x2 lorsqu’il existe g € G tel que x5 = g * x1. Cela définit une relation
d’équivalence sur X, dont les classes d’équivalence ne sont autres que les orbites. En particulier, les orbites forment une
partition de X.

(2) Une action libre est fidele.

(3) L’action induite de G sur chaque orbite est transitive.



Exemples 1.4.7. (1) Si H est un sous-groupe de G, I’action de G sur G/H par translation a gauche est transitive.

(2) L’action naturelle de S, sur {1, ...,n} est fidele.

(3) Si G agit sur lui-mé&me par conjugaison, 1’orbite de x s’appelle la classe de conjugaison de x. Le stabilisateur de z est
le sous-groupe C(x) des éléments de G' qui commutent & x : on I"appelle le centralisateur de x.

(4) Lorsque G agit sur I’ensemble de ses sous-groupes par conjugaison, le stabilisateur d’un sous-groupe H < G s’appelle
le normalisateur de H et se note Ng(H). Onabiensir H <G < Ng(H) = G.

Théoreme 1.4.8 (Cayley). L’action de G sur lui-méme par translation a gauche est fideéle. Elle permet en particulier de
voir G comme un sous-groupe de S ~ &, onn = #G.

Lemme 1.4.9. Soient G un groupe agissant sur un ensemble X, ge Getx € X. Ona

stabg (g * ) = gstabg(z)g™".

Théoreme 1.4.10 (Relation orbite-stabilisateur). Soient G un groupe agissant sur un ensemble X, et x € X. L’appli-
cation

G/stabg(z) — orbx ()
g—g-x
est bijective.
Remarque. La bijection qui précede est en outre G-équivariante, i.e. compatible aux actions de G.

Corollaire 1.4.11. Si G est fini et x € X, on a #G = # orbx (x)# stabg (x), en particulier I’entier
#orbx(r) = (G : stabg(x))
divise #G.

Proposition 1.4.12 (Equation aux classes). Supposons X fini. Si {x1,..., 2.} est un systeme complet de représentants
des orbites de X, on a

4X = é Lorby(z;) = 3 (G : staba(xs)).

i=1

Corollaire 1.4.13. Si G est un p-groupe et X est fini, ona #X = #X& mod pZ (oi X désigne I’ensemble des points
fixes).

Corollaire 1.4.14. Le centre d’un p-groupe est non trivial (par récurrence, pour tout k € N tel que p* | #G, le p-groupe
contient un sous-groupe distingué d’ordre p*).

Proposition 1.4.15. (Formule de Burnside) Supposons G et X finis. Pour x € X, posons Fix(g) = {xr € X ; g -2 = z}
(les points fixes de g dans X ). Le nombre d’orbites dans X est ﬁ ;c # Fix(g) (c’est le nombre moyen de points fixes).
g
Quelques exemples d’utilisation des actions de groupes.

Proposition 1.4.16. Soient G un groupe et H < G un sous-groupe d’indice n. Il existe un sous-groupe distingué N de G
tel que N c H et (G: N) | nl

Proposition 1.4.17. Soient G un groupe fini, H < G un sous-groupe et p le plus petit diviseur premier de #G. Si
(G : H) = p, alors H est distingué dans G.

Exercice 1.4.18. Soit G un groupe d’ordre 33 agissant sur un ensemble de cardinal 19. Montrer qu’il y a au moins un
point fixe.

Proposition 1.4.19. Soit p un nombre premier. Tout groupe de cardinal p® est abélien.

1z
Remarque. Soit G = { (8 ! 3%) s x,y,2€Z [p Z} < GL3(Z /p Z) 1e sous-groupe des matrices triangulaires supérieures

unipotentes. Il est non abélien de cardinal p3.
Voici une réciproque (tres) partielle au théoreme de Lagrange.

Théoreme 1.4.20. (Théoreme de Cauchy) Soient G un groupe fini et p un nombre premier divisant #G. Alors G contient
un élément d’ordre p.

Remarque. Signalons que la relation orbite-stabilisateur, 1’équation aux classes et la formule de Burnside ont de nom-
breuses applications en dénombrement.



1.4.21 Les théoremes de Sylow
Dans tout ce qui suit, p désigne un nombre premier.

Définition 1.4.22. (1) Un p-groupe est un groupe fini d’ordre une puissance de p.
(2) Si G est un groupe fini, un p-sous-groupe de Sylow (ou simplement p-Sylow) de G est un sous-groupe de G d’ordre
p»(#G)_ On note Syl,(G) I’ensemble des p-Sylow de G et on pose n,,(G) = # Syl,,(G).

Remarque. Si p ne divise pas #G, alors {e} est I’'unique p-Sylow de G.

Théoreme 1.4.23. (Sylow) On a
(i) np =1 mod pZ, en particulier Syl,,(G) n’est pas vide ;
(ii) le groupe G agit transitivement par conjugaison sur Sylp(G) (les p-Sylow de G sont conjugués), en particulier

np(G) | #G.
Lemme 1.4.24. Sir € Netm e N, ona (”pm) =m mod p.

Lemme 1.4.25. Soit H un p-sous-groupe de G et Sy un p-Sylow de G. Alors H est inclus dans un conjugué de Sy (donc
en particulier dans un p-Sylow de G).

Corollaire 1.4.26. Le groupe G admet un unique p-Sylow si et seulement si ce dernier est distingué dans G.

Exercice 1.4.27. Soient G un groupe fini, H < G un sous-groupe et p un nombre premier. Soit () un p-Sylow de H.
Montrer qu’il existe un p-Sylow S'de Gtel que Q@ =S n H.

Exercice 1.4.28. Si G est un groupe fini et H <1 G un sous-groupe distingué, on a H Ng(S) = G pour tout S € Syl,,(H).
Quelques exemples d’utilisation des théorémes de Sylow.

Proposition 1.4.29. Tout groupe d’ordre 77 est cyclique.

Proposition 1.4.30. Il n’existe pas de groupe simple d’ordre 945.

Exercice 1.4.31. Déterminer le nombre de p-Sylow du groupe symétrique &,,.

Exercice 1.4.32. Soit G un groupe d’ordre 12. On suppose que I’ensemble des 3-Sylow de G est de cardinal 4. Montrer
que G est isomorphe a 2[4 (on commencera par construire un morphisme G — G,).

Exercice 1.4.33. Un groupe d’ordre 300 n’est jamais simple.

2 Anneaux et polynomes

2.1 Rappels sur les anneaux
2.1.1 Définitions

Définition 2.1.2. Un anneau est la donnée d’un triplet (A, +,-) ot Aestunensembleet+: AxA — Aet-: AxA— A
sont deux lois de composition interne tels que les propriétés suivantes sont remplies :

e le couple (A, +) est un groupe abélien;
¢ laloi - est associative, distributive (a droite et a gauche), par rapport a la loi +.

On note 04 I’élément neutre pour la loi +. L’anneau est dit unitaire s’il existe un élément neutre 1 4 (a droite et a gauche)
pour la loi -, commutatif si la loi - est commutative.
La loi + est appelée addition et 1a loi - multiplication.

Remarques. (1) Par abus, on parlera souvent de I’anneau A au lieu de (A, +, +), et on omet le point pour la multiplication
i.e. on écrit ab pour a - b. En outre, on écrit simplement 0 et 1 au lieu de 04 et 1 4 lorsqu’aucune confusion n’est a craindre.
(2) L’anneau nul (i.e. réduit a {0}) est unitaire (on a alors 0 = 1).

(3) Si A est unitaire, la commutativité de la loi + résulte des autres conditions. Cela résulte de la distributivité : soient a, b €
A. Si on développe I’expression (1 + 1) - (a + b) en distribuant le premier et le second facteur, on obtient respectivement
a+a+b+beta+b+a+b doua+b=>b+ aensimplifiant par a a gauche et b a droite.

Exemples 2.1.3. (1) Les anneaux Z, Q, R et C.

(2)Z /nZ avec n € N.

(3) Si K estun corps et V un K-espace vectoriel, Endx (V'), muni de I’addition et de la composition des endomorphismes
est un anneau unitaire (non commutatif si dimg (V') > 1).

(4) Si A est un anneau, ’anneau des polyndmes A[ X (¢f plus bas), I’anneau des matrices M,,(A4).

(5) Plein d’exemples en analyse.
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Dans ce qui suit, tous les anneaux seront supposés unitaires.

Remarque (Bindome de Newton). Sia,b € A commutent etn € N, on a

w3 (Dot

k=0
Mise en garde : il est important de supposer que ab = ba.

Définition 2.1.4 (Anneaux produits). (1) Soient A; et A, deux anneaux. Le produit cartésien A; x A est naturellement
muni d’une structure d’anneau, les lois étant données par les formules

(a1,a2) + (b1,b2) = (a1 +bi,a2 +b2) et (ai,az) - (b1,b2) = (a1b1, azbs)

pour tous aj,b; € Aj et as,by € Ay. L’élément neutre pour ’addition (resp. la multiplication) est (04,,04,) (resp.
la,xa, = (1a,,14,)). Si Ay et As sont commutatifs, il en est de méme de 1’anneau produit A; x As. Bien entendu,
cette construction se généralise a un produit quelconque d’anneaux.

(2) Cas particulier de (1) : soit / un ensemble. On note A’ (resp. A()) I’ensemble des applications I — A (resp. des
applications I — A qui sont nulles en dehors d’une partie finie de ). On a bien entendu AY) = A7 avec égalité si et
seulement si I est fini. Muni des lois d’addition et de multiplication « composante par composante », A’ est un anneau. Il
est commutatif si A I’est.

Remarque. Lorsque 7 est infini, A(!) est un anneau non unitaire.

Définition 2.1.5. Soient A un anneau et a € A.

(1) On dit que a est inversible, s’il existe b € A tel que ab = ba = 1. L’ensemble des éléments inversibles de A est
noté A*. Muni de la restriction de la multiplication, c’est un groupe, d’élément neutre 1. Bien siir, on a toujours 1 € A*.
L’anneau A est un corps s’il est non nul et tous ses éléments non nuls sont inversibles, i.e. A* = A\{0}.

(2) On dit que a est diviseur de zéro s’il existe b € A\{0} tel que ab = 0 ou ba = 0. L’anneau A est dit intégre s’il n’a pas
de diviseur de zéro autre que 0. En particulier, un corps est un anneau intégre. L’anneau nul n’est pas integre.

(3) On dit que a est nilpotent s’il existe n € N~ tel que a™ = 0 (en particulier, ¢’est un diviseur de zéro). L’anneau A est
dit réduit s’il n’a pas d’élément nilpotent autre que 0. Bien siir un anneau integre est réduit.

Exemples 2.1.6. (1) Les anneaux Q, R et C sont des corps. Il en est de méme de Z /p Z lorsque p est un entier premier.
L’anneau Z est intégre, mais ce n’est pas un corps (2 n’est pas inversible), en faitona Z* = {1, —1}.

(2) L’anneau Z /6 Z n’est pas integre, parce que 23 = 0 alors que 2 # 0 et 3 # 0. En fait, on a (Z /6 Z)* = {1,5}. Par
contre, Z /6 Z est réduit.

(3) Lanneau Z /4 Z n’est pas réduit, car 3% = 0 mais 2 # 0.

Remarque. On peut aussi définir les notions d’inversible a gauche et d’inversible a droite. Ces notions sont distinctes en
général dans le cas d’un anneau non commutatif (par exemple, dans 1’anneau des endomorphismes d’un espace vectoriel
de dimension infinie). Par contre, il est immédiat de voir que si un élément est inversible a la fois a gauche et a droite,
alors il est inversible (exercice). On peut aussi montrer (exercice) que si un élément admet un unique inverse a gauche,
alors il est inversible.

Exercice 2.1.7. Un anneau fini et integre est un corps.

Comme d’habitude, apres avoir défini une structure algébrique, on définit la notion de morphisme entre objets possé-
dant cette structure :

Définition 2.1.8. Soient A et B deux anneaux. Un morphisme d’anneaux de A vers B est un morphisme f: A — B entre
les groupes additifs sous-jacents tel que

(Va,be A) f(ab) = f(a)f(b)
f(1a) = 1p.

Remarques. (1) Si f: A - Betg: B — C sont deux morphismes d’anneaux, I’application composée g o f est encore
un morphisme d’anneaux.
(2) L’applicationi: A — A x A; a — (a,0) n’est pas un morphisme d’anneau, parce que i(14) # laxa.

Exemples 2.1.9. (1) Les inclusions Z — Q, Q — R, R — C. Pour n € N. 1, la réduction modulon : Z — Z /n Z.
(2) I existe un unique morphisme d’anneaux c4: Z — A.C’est’applicationquia z € N associeca(z) = 1g+---+ 14
(NS

z fois
et telle que c4(z) = —ca(—2) siz € Zo.
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Définition 2.1.10. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux. Le noyau {a € A, f(a) = Op} (resp. I'image {f(a)}qca)
du morphisme de groupes sous-jacent s’appelle le noyau (resp. I’image) de f et est noté Ker(f) (resp. Im(f)). Rappelons
que f est injectif si et seulement si Ker(f) = {04}.

Ker(f) n’est pas un sous-anneau de A.

Définition 2.1.11. Soient A et B deux anneaux. On dit que A est un sous-anneau de B si A c B etsil’inclusion A — B
est un morphisme d’anneaux.

Exemple 2.1.12. €°(]0, 1], R) est un sous-anneau de %([0, 1], R).

Remarque. Pour montrer qu’un ensemble muni de deux lois de composition interne est un anneau, il est souvent judicieux
de voir comme un sous-anneau d’un anneau convenable. Par exemple, Z[i] = {a + ib; a,b € Z} est un sous-anneau de

C.

2.1.13 Idéaux et quotients
2.1.14 Définitions
Soit A un anneau.

Définition 2.1.15. Un idéal a gauche de A est un sous-groupe I < A pour la loi + tel que
(Vae A)(Nzel)axel.

On définit la notion d’idéal a droite de fagon analogue. Un idéal bilatere est un idéal a gauche qui est aussi un idéal a
droite (lorsque A est commutatif, les trois notions coincident). Un idéal I est dit strict si I # A (I’anneau A est toujours
un idéal, appelé idéal unité).

Exemple 2.1.16. Les idéaux de Z sont les n Z, avec n € N (en particulier ils coincident avec les sous-groupes).

Exercice 2.1.17. Soient K un corps et V' un K-espace vectoriel de dimension finie. Déterminer les idéaux a gauche, a
droite, et bilatéres de Endg (V).

Proposition 2.1.18. Si f: A — B est un morphisme d’anneaux, alors Ker(f) est un idéal bilatere de A.

Remarque. Si f: A — B est un morphisme d’anneaux et J < B un idéal a gauche (resp. a droite), alors f~1(.J) est un
idéal a gauche (resp. a droite) de A.
Si I ¢ Aestunidéal a gauche, f(I) n’est pas un idéal a gauche de B en général (c’en est un lorsque f est surjectif).

Dans la suite de ce numéro, on suppose A commutatif.

Définition 2.1.19. e Soit X une partie de A. L’idéal engendré par X est I’ensemble des combinai