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Exercice 1

Soient A un anneau (commutatif et unitaire), I, J ⊂ A des idéaux et p ⊂ A un idéal
premier tel que IJ ⊂ p. Montrer que I ⊂ p ou J ⊂ p.

Solution : Supposons I 6⊂ p et J 6⊂ p : on peut choisir x ∈ I \ p et y ∈ J \ p. On a alors
xy /∈ p, mais xy ∈ IJ : contradiction.

Exercice 2

Déterminer l'ensemble {n ∈ Z ; n ≡ 3 mod 15, n ≡ 5 mod 8, n ≡ 2 mod 7}.

Solution : Les entiers 15, 8 et 7 sont deux à deux premiers entre eux, et leur produit vaut
840 : d'après le théorème des restes chinois, l'application naturelle

Z /840Z→ (Z /15Z)× (Z /8Z)× (Z /7Z)

est un isomorphisme. On a les relations de Bézout 1 = 8 − 7 et 1 = 15 × 15 − 4 × 56 :
en les multipliant, il vient 1 = 15 × (8 × 15) − 15 × (7 × 15) − 4 × (7 × 8). Si x, y, z ∈ Z,
alors l'entier n = 15 × (8 × 15)z − 15 × (7 × 15)y − 4 × (7 × 8)x véri�e n ≡ x mod 15,
n ≡ y mod 8 et n ≡ z mod 7. En particulier, on a −4947 ≡ 93 mod 840 appartient à
l'ensemble recherché, qui est donc égal à 93 + 840Z.

Exercice 3

Soit A = C 0([0, 1],R) l'anneau des fonctions continues sur le segment [0, 1]. Si c ∈ [0, 1],
posons mc = {f ∈ A ; f(c) = 0}.
(0) Déterminer A×.
(1) Montrer que mc est un idéal maximal de A.
(2) Soit m ⊂ A un idéal maximal. On va montrer qu'il existe c ∈ [0, 1] tel que m = mc : on
raisonne par l'absurde en supposant que pour tout c ∈ [0, 1], on a m 6⊂ mc.

(i) Pour f ∈ A, on pose Z(f) = f−1({0}). Montrer que
⋂
f∈m

Z(f) = ∅.

(ii) En utilisant la compacité du segment [0, 1], montrer qu'il existe f1, . . . , fr ∈ m tels

que
r⋂

i=1

Z(fi) = ∅.

(iii) Conclure en considérant l'élément
r∑

i=1

f 2
i .

(3) Montrer que mc n'est pas engendré par x 7→ x− c.
(4) Montrer que mc n'est pas de type �ni [di�cile].

Posons R = C 0(R,R).
(5) Montrer que l'ensemble I des fonctions à support compact est un idéal de R, et que I
n'est pas premier.
(6) Soit m un idéal maximal de R tel que I ⊂ m. Montrer que m n'est pas de la forme
{f ∈ R ; f(c) = 0} avec c ∈ R.
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Solution : (0) Si f ∈ A×, il existe g ∈ A tel que fg = 1 : pour tout x ∈ [0, 1], on a
f(x)g(x) = 1, en particulier, f(x) 6= 0. Réciproquement, si f(x) 6= 0 pour tout x ∈ [0, 1],
on dispose de la fonction 1

f
sur [0, 1], et elle est continue. Cela montre que f ∈ A×. Il en

résulte que A× = {f ∈ A ; (∀x ∈ [0, 1]) f(x) 6= 0}.
(1) mc est le noyau du morphisme A → R; f 7→ f(c). Ce dernier étant surjectif, cela
implique que mc est maximal, et que A/mc

∼→R.
(2) Comme m 6⊂ mc, on a

⋂
f∈m

Z(f) = ∅. Chaque Z(f) est fermé dans [0, 1] (image inverse

d'un fermé par une application continue) : comme [0, 1] est compact, il existe f1, . . . , fr ∈ m

tels que
r⋂

i=1

Z(fi) = ∅. Posons f =
r∑

i=1

f 2
i : on a f ∈ m. Si c ∈ [0, 1] est tel que f(c) = 0,

alors fi(c) = 0 pour tout i ∈ {1, . . . , r}, ce qui n'est pas : cela montre que Z(f) = ∅. Il en
résulte que f ∈ A×, et donc que m = A, contredisant le fait que m est un idéal maximal.
Il existe donc c ∈ [0, 1] tel que m ⊂ mc, i.e. m = mc par maximalité.
(3) Soit fc ∈ mc dé�nie par fc(x) =

√
|x− c|. Supposons mc engendré par x 7→ x − c :

il existe g ∈ A tel que
√
|x− c| = (x − c)g(x) pour tout x ∈ [0, 1]. Si x 6= c, on a donc

1 = sign(x − c)
√
|x− c|g(x) : en faisant tendre x vers c, on obtient 1 = 0, ce qui est

absurde.
(4) Supposons mc de type �ni : écrivons mc = 〈f1, . . . , fr〉. L'application f dé�nie par
f(x) = max

1≤i≤r

√
|fi(x)| est continue sur [0, 1] et s'annule en c : il existe g1, . . . , gr ∈ A tels

que f =
r∑

i=1

figi. On a en particulier f ≤
r∑

i=1

‖gi‖∞ |fi| ≤ rMf 2, où M = max
1≤i≤r

‖gi‖∞.

Cela implique que 1 ≤ rMf sur [0, 1] \ Z(f). Comme f est continue et Z(f) 6= ∅ on a
nécessairement Z(f) = [0, 1], i.e. f = 0, ce qui implique f1 = · · · = fr = 0 : contradiction.
(5) I est clairement un idéal de R. Soit f : x 7→ max{0, x} et g : x 7→ max{0,−x} : on a
f, g /∈ I, mais fg = 0 ∈ I. Cela montre que I n'est pas premier.
(6) Évident : pour tout c ∈ R, il existe une fonction à support compact qui ne s'annule
pas en c.


