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Dans ce qui suit, tous les anneaux considérés sont supposés commutatifs, et K désigne
un corps.

(0) Si p est un nombre premier et A un anneau de caractéristique p, rappeler pourquoi
I’application

pa: A= A

T — xP

est un morphisme d’anneaux. On dit que A est parfait lorsque ¢4 est un isomorphisme.
Montrer qu'un corps fini est parfait.

On fixe P € K[X].Si P(X) = agX% - -+ag € K[X], on pose P'(X) = dag X '+ +a
(c’est le polynome dérivé de P).
(1) Supposons car(K) = p > 0. Montrer I’équivalence entre
i) P =0;
(i) P € K[X?] (i.e. il existe @ € K[X] tel que P(X) = Q(X?));
et que si K est supposé parfait, ces conditions sont en outre équivalentes a
(iii) il existe R € K[X] tel que P(X) = R(X)P.
(2) Supposons P irréductible dans K[X].
(a) Montrer que si car(K) = 0, alors pged(P’, P) = 1.

P siPeK[X7

(b) Montrer que si car(K) = p > 0, on a pged(P', P) = ,
1  sinon

.91 K est
supposé parfait, montrer qu’on a pged(P’, P) = 1.

(¢) Donner un exemple de polynome irréductible dans (Z /pZ)(T)[X] et dont la dérivée
est nulle.

'
Désormais, on ne suppose plus P irréductible : soit P = [[ P avec Pi,..., P, € K[X]
i=1
irréductibles deux & deux premiers entre eux et aq, ..., o, € Nyg sa factorisation en produit
d’éléments irréductibles. .
(3) Exprimer P’ en fonctionde Py, ..., P. et ay, ..., a, ; montrer que [[ P*~" | pged(P’, P).
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r

(a) Montrer que si car(K) = 0, on a pged(P’, P) = [[ P .
i=1
(b) Montrer que si car(K) = p > 0, on a pgcd(P’, P) = [] pf avec

=1

5, {ai—l sipta; et PL#0

le% sinon



On dit que P est séparable si oy = -+ = . = 1 (i.e. si P est sans facteur carré).
(4) Supposons K de caractéristique 0 (resp. parfait de caractéristique p > 0). Montrer que
pgcd(P’, P) € {1, P} si et seulement si P est séparable (resp. P est séparable ou P’ = 0).

Ce qui précéde montre que si K est de caractéristique nulle ou parfait de caractéristique p > 0,
la factorisation des polyndémes se raméne a celle des polynomes séparables.

On suppose désormais que K = Z /pZ et que P est séparable. On pose A = K[X]/(P).

(5) Que vaut dimg(A)? Montrer que 'anneau A est produit de r extensions finies de K
et que l'application ¢4 est K-linéaire.
(6) Posons E = Ker(pa —1d4) C A.
(a) Montrer que si L/K est une extension finie et z € L, on a ¢y (z) =x < x € K. En
déduire que dimg (E) = 7.
(b) Montrer que si Q € K[X] est tel que Q € E (ot Q désigne 'image de Q dans A) et
1 < deg(Q) < deg(P), alors on a

P(X) =[] pecd(P(X),Q(X) — \)

XeK
et que ce produit est une factorisation non triviale de P dans K[X].

Cela fournit un algorithme de factorisation des polyndmes a coefficients dans K =Z /pZ : on
calcule la matrice de p 4 dans une base, puis le sous-espace propre associé a la valeur propre 1. Sl
est de dimension 1, le polynéme P est irréductible dans K|[X]|, sinon un vecteur propre n’appar-
tenant pas a la droite K1 fournit une factorisation non triviale, et on peut appliquer [’algorithme
sur chaque facteur. Bien entendu, [’algorithme s’étend a un corps fini K quelconque : il suffit de
prendre pour ¢ l'application x — x9 ot ¢ = #K.

(7) Appliquer I'algorithme & X? — X — 1 € (Z /pZ)[X].



