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Exercice 1

(1) Montrer que [Q(¥/2) : Q] = 5.
(2) Expliquer pourquoi Q(v/4) = Q(v/2).
(3) En déduire que le polynome X° — 4 est irréductible dans Q[X].

Exercice 2

Soit. L/ K une extension finie de degré d. Si o € L, on note m,: L — L 'application
donnée par x — ax. Elle est K-linéaire : on note x,,r/x son polynéme caractéristique,
Tr k(o) sa trace.

(1) Montrer que P, rc divise X 1/5 dans K[X]. A quelle condition sur K («) a-t-on égalité ?
(2) Montrer que I'application Try/x: L — K est K-linéaire.

(3) Supposons que degg () = d : écrivons P, (X) = X+ a; X9 + -+ + aq € K[X].
Exprimer Try k(a) en fonction de ay, ..., aq.

(4) Que vaut Trp k(o) lorsque o € K7

On suppose désormais que K = Q et L = Q(a) avec a = v/2.

(5) En s’inspirant de I'exercice 1 et en utilisant la question (3), montrer que Try g (o) =0
pour i € {1,2,3,4}.

(6) Expliquer pourquoi v/3 ¢ L.

Supposons que /3 € L.

(7) Montrer que Try/k (\‘r’/ga") = 0 pour tout 7 € {0,1,2,3,4}.

(8) Utiliser le résultat de la question précédente pour calculer les coordonnées de v/3 dans
la base (1, a,a? o, at) de L sur K.

(9) En déduire une contradiction et conclure.



