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Épreuve de Mr Brinon

Exercice 1

Déterminer les idéaux premiers de A � ZrX,Y s{x6, pX � 1q2, Y 6y.

Solution : Soit p un idéal premier de A. Notons P � ZrX,Y s son image inverse par
le morphisme canonique ZrX,Y s Ñ A : c'est un idéal premier de ZrX,Y s qui contient
I :� x6, pX � 1q2, Y 6y. Comme P est premier, on a pX � 1q2 P P ñ X � 1 P P et
Y 6 P P ñ Y P P. Par ailleurs, on a 6 P P ñ p2 P P ou 3 P Pq. Finalement, on a M2 � P
ou M3 � P, avec M2 � x2, X � 1, Y y et M3 � x3, X � 1, Y y. Comme ZrX,Y s{M2 �
ZrX,Y s{x2, X � 1, Y y � Z {2Z et de même ZrX,Y s{M3 � Z {3Z, les idéaux M2 et M3

sont maximaux : on a nécessairement P P tM2,M3u. Il en résulte que A a deux idéaux
premiers : m2 � M2{I et m3 � M3{I. Ils sont maximaux tous les deux.

Exercice 2

Soient n P N¡0 et p premier impair.
(1) Montrer que le polynôme Xn � p est irréductible dans QrXs.
(2) Montrer que p est soit irréductible, soit le produit de deux éléments irréductibles non
associés dans Zris [indication : on pourra utiliser le stathme N : Zris Ñ N; z ÞÑ |z|2 ou
bien l'isomorphisme ZrXs{xX2 � 1y

�
ÑZris]. En déduire que Xn � p est irréductible dans

QpiqrXs.

Solution : (1) On applique le critère d'Eisenstein, qui montre que Xn � p est irréductible
dans ZrXs, donc dans QrXs.
(2) Comme Zris est factoriel, on peut écrire p � π1 � � �πr avec π1, . . . , πr premiers dans
Zris. En prenant la norme, il vient p2 � Nppq � Npπ1q � � �Npπrq. Comme Npπiq ¡ 1
pour tout i P t1, . . . , ru, on a soit r � 1 (i.e. p est irréductible dans Zris), soit r � 2 et
Npπ1q � Npπ2q � p. Montrons que dans le deuxième cas, les éléments π1 et π2 ne sont pas
associés : supposons qu'il existe u P Zris� � t�1,�iu tels que π1 � u�1π2 : on a π2

1 � up.
En écrivant π1 � a� ib avec a, b P Z, on a a2� b2� 2abi P t�p,�piu. Comme p est impair,
on ne peut avoir 2ab � �p : on a nécessairement ab � 0, et quitte à multiplier π1 par i, on
peut supposer que b � 0, de sorte que a2 � �p, ce qui est impossible.
Autre preuve. On a Zris{pZris � pZ {pZqrXsxX2�1y. Le polynôme X2�1 est soit irréductible dans pZ {pZqrXs,

soit il se factorise sous la forme X2�1 � pX�aqpX�aq avec a P pZ {pZq�. Dans le premier cas, Zris{pZris est un

corps i.e. p est premier dans Zris, et dans le deuxième cas, on a Zris{pZris � ZrXs{xpX � aqpX � aqy � Fp �Fp

(en vertu du théorème des restes chinois, vu que pgcdpX � a,X � aq � 1 parce que p est impair). Cela implique

alors que p est le produit de deux éléments irréductibles non associés dans Zris.

Lorsque p est premier dans Zris, le critère d'Eisenstein appliqué avec l'idéal premier xpy
montre que Xn � p est irréductible dans ZrisrXs, donc dans QpiqrXs. Lorsque p � π1π2
avec π1, π2 irréductibles non associés dans Zris, on applique le critère d'Eisenstein avec
l'idéal premier xπ1y.



Exercice 3

Posons A � RrX,Y s{xX2 � Y 2 � 1y. On note x et y les images de X et de Y dans A.
(1) Montrer que A est intègre.
(2) Montrer que l'unique morphisme RrY s Ñ A qui envoie tout réel sur (la classe de)
lui-même et Y sur y est injectif. Il induit donc un isomorphisme RrY s

�
ÑRrys � A.

(3) Montrer que A � Rrys `Rrysx. Tout élément de A s'écrit donc de façon unique sous
la forme P pyq �Qpyqx avec P pyq, Qpyq P Rrys.
(4) Si α � P pyq �Qpyqx, on pose α � P pyq �Qpyqx. Montrer que α ÞÑ α est un automor-
phisme de l'anneau A.
(5) Montrer que pour tout α P A, on a Npαq :� αα P Rrys, puis que N : A Ñ Rrys est
multiplicative (i.e. que Npα1α2q � Npα1qNpα2q).
(6) Montrer que α P A� ô Npαq P R�.
(7) Montrer que si α � P pyq �Qpyqx avec P pyq, Qpyq P Rrys, on a

degpNpαqq � 2maxtdegpP q, degpQq � 1u

(on rappelle que degp0q � �8). En déduire que x est irréductible dans A.
(8) Décrire A{xxy et en déduire que A n'est pas factoriel.

Solution : (1) Il s'agit de montrer que X2 � Y 2 � 1 est premier dans RrX,Y s. Comme
ce dernier est factoriel, il su�t de montrer qu'il est irréductible. Cela résulte du critère
d'Eisenstein, appliqué avec l'idéal premier xY � 1y de l'anneau RrY srXs.
(2) Soit P pY q un élément du noyau : il existe fpX,Y q P RrX,Y s tel que P pY q � pX2 �
Y 2�1qfpX,Y q. Pour des raisons de degré en l'indéterminée X (l'anneau RrY s est intègre),
cela implique P pY q � 0.
(3) Un élément α P A est l'image d'un polynôme fpX,Y q P RrX,Y s. Comme le polynôme
X2�Y 2�1 est unitaire vu comme polynôme en l'indéterminée X, on dispode de la division
euclidienne de fpX,Y q par X2 � Y 2 � 1 dans pRrY sqrXs : il existe gpX,Y q P RrX,Y s et
P pY q, QpY q P RrY s uniques tels que fpX,Y q � pX2 � Y 2 � 1qgpX,Y q � QpY qX � P pY q.
On a alors α � P pyq � Qpyqx avec P pY q, QpY q P RrY s uniques. Cela montre que A �
Rrys `Rrysx.
(4) La propriété universelle de l'anneau de polynômes RrX,Y s implique qu'il existe un
unique morphisme d'anneaux RrX,Y s Ñ A qui envoie X sur �x et Y sur y. Il envoie alors
X2 � Y 2 � 1 sur p�xq2 � y2 � 1 � 0 : il se factorise en un morphisme d'anneaux A Ñ A
qui est précisément α ÞÑ α. Il est involutif : c'est un automorphisme.
(5) Écrivons α � P pyq �Qpyqx avec P pyq, Qpyq P RrY s. On a

Npαq � pP pyq�QpyqxqpP pyq�Qpyqxq � P pyq2�x2Qpyq2 � P pyq2�py2�1qQpyq2 P Rrys.

La multiplicativité de N résulte de celle de α ÞÑ α (c'est un morphisme d'anneaux).
(6) Si Npαq P R�, alors α est inversible dans A, d'inverse Npαq�1α. Réciproquement,
supposons α P A� : il existe β P A tel que αβ � 1. Comme N est multiplicative, on a
NpαqNpβq � 1, ce qui implique que Npαq P Rrys� � R� (rappelons que Rrys � RrY s).
(7) On a vu queNpαq � P pyq2�py2�1qQpyq2 donc degpNpαqq ¤ 2maxtdegpP q, degpQq�1u,
avec égalité lorsque degpP q � degpQq � 1. Lorsque degpP q � degpQq � 1, le coe�cient de
y2 degpP q dans Npαq est a2 � b2 ¡ 0, où a (resp. b) est le coe�cient dominant de P (resp.
de Q) : on a degpNpαqq � 2maxtdegpP q, degpQq � 1u dans tous les cas.
Si x � αβ, on a y2� 1 � Npxq � NpαqNpβq dans Rrys, donc degpNpαqq�degpNpβqq � 2 :
comme Npαq et Npβq sont pairs, on a nécessairement Npαq P R� ou Npβq P R�, ce qui
montre que x est irréductible.
(8) On a A{xxy � RrX.Y s{xX2�Y 2�1, Xy � RrY s{xY 2�1y � R2 (en vertu du théorème
des restes chinois). En particulier, l'anneau A{xxy n'est pas intègre : l'élément x n'est pas
premier. Contenant un élément irréductible mais pas premier, l'anneau A n'est pas factoriel.
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