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Epreuve de Mr Brinon

La qualité de la rédaction sera un facteur d’évaluation important.

Exercice 1

Déterminer les idéaux premiers de A = Z[X,Y]/(6, (X — 1)2,Y6).

Exercice 2

Soient n € Nsg et p premier impair.
(1) Montrer que le polynéme X™ — p est irréductible dans Q[X].
(2) Montrer que p est soit irréductible, soit le produit de deux éléments irréductibles non
associés dans Z[4] [indication : on pourra utiliser le stathme N: Z[i] —» N; z — |z|? ou
bien l’isomorphisme Z[X]/{(X? + 1) > Z[i]]. En déduire que X™ — p est irréductible dans

Q(H)[X]-

Exercice 3

Posons A = R[X,Y]/(X? + Y2 — 1). On note x et y les images de X et de Y dans A.
(1) Montrer que A est intégre.
(2) Montrer que 'unique morphisme R[Y] — A qui envoie tout réel sur (la classe de)
lui-méme et Y sur y est injectif. Il induit donc un isomorphisme R[Y] > R[y] < A.
(3) Montrer que A = R[y] @ R[y]z. Tout élément de A s’écrit donc de fagon unique sous
la forme P(y) + Q(y)z avec P(y), Q(y) € R[y].
(4) Si a = P(y) + Q(y)z, on pose @ = P(y) — Q(y)z. Montrer que o — @ est un automor-
phisme de ’anneau A.
(5) Montrer que pour tout o € A, on a N(a) := aa@ € R[y], puis que N: A — R[y] est
multiplicative (i.e. que N(ai1az) = N{a1)N(a2)).
(6) Montrer que a € A* < N(a) e R*.
(7) Montrer que si & = P(y) + Q(y)z avec P(y),Q(y) € R[y], on a

deg(N(a)) = 2max{deg(P), deg(Q) + 1}

(on rappelle que deg(0) = —0). En déduire que z est irréductible dans A.
(8) Décrire A/{x) et en déduire que A n’est pas factoriel.



