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Epreuve de Mr Brinon

La qualité de la rédaction sera un facteur d’évaluation important.

Exercice 1

(1) Montrer que dans un anneau intégre, un élément premier est irréductible.
(2) Montrer que I'idéal (X,Y) (engendré par X et Y') n’est pas principal dans Q[X,Y].
(3) Quels sont les idéaux premiers de Z /120Z ?

Exercice 2

Posons A = {a + ib\/g}a vez < C.

(1) En construisant soigneusement un isomorphisme Z[X]/{X? 4 3> > A, montrer que A
est un sous-anneau de C.

(2) Expliquer pourquoi le corps des fractions de A est K = {a + lb\/g}
‘2

a,beQ’
(3) Pour z € C, on pose N(z) = |z|. Montrer que pour tout z € A, on a N(z) € N, et que
A ne contient pas d’élément z tel que N(z) = 2.
(4) En utilisant N, montrer que A* = {£1}.
(5) Notons I = (2,1 + i4/3) I'idéal de A engendré par 2 et 1 + iv/3. Montrer que I est
maximal dans A.
(6) Supposons I principal : écrivons I = (o).

(i) Montrer que N(«) | 4, puis que N(«a) = 4.

(i) En déduire que  est associé & 2 ainsi qu’a 1 + iv/3 dans A.

(iii) Conclure que I ne peut pas étre principal.
(7) Posons j = _1%“5 eCet B= {a—&-bj}a’bez
B est un sous-anneau de C). Montrer que l'anneau B est euclidien, muni du stathme N
(indication : s’inspirer de la preuve vue pour Z[z]).
(8) Déterminer B*.
(9) L’entier 5 est-il irréductible dans B? Et 77

< C (on ne demande pas de justifier que



