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Épreuve de Mr Brinon

La qualité de la rédaction sera un facteur d'évaluation important.

Question de cours

Énoncer et démontrer le théorème de Lagrange.

Exercice 1

Soit G un groupe d'ordre 33 agissant sur un ensemble de cardinal 19. Montrer qu'il y a
au moins un point �xe.

Exercice 2

Soit G un groupe simple d'ordre 180. On note e son élément neutre et pour p premier,
np le nombre de p-Sylow de G.
(1) Factoriser 180 en produit de puissances de nombres premiers.
(2) Supposons que n5 � 6.

(i) Montrer que l'action naturelle de G sur l'ensemble des ses 5-Sylow fournit un mor-
phisme injectif ρ : GÑ S6.

(ii) En considérant le morphisme composé ε � ρ (où ε est la signature), montrer que
ρpGq � A6.

(iii) En déduire une contradiction (considérer l'indice pA6 : ρpGqq).
(iv) En déduire que n5 � 36.

(3) Véri�er qu'un groupe d'ordre 18 admet un unique 3-Sylow.
(4) Montrer que n3 � 10.
(5) Soient S1 et S2 deux 3-Sylow distincts, g P S1 X S2 et Cpgq � tγ P G ; gγ � γgu le
centralisateur de g dans G.

(i) Rappeler pourquoi tout groupe d'ordre 9 est abélien. En déduire que Si � Cpgq pour
i P t1, 2u.

(ii) En utilisant la question (3), en déduire que pG : Cpgqq P t1, 2, 4, 5u (on pourra
montrer que 9 divise strictement l'ordre de Cpgq).

(iii) Conclure que Cpgq � G, puis que g � e.
(6) En comptant le nombre d'éléments d'ordre 5 et le nombre d'éléments d'ordre divisant
9, conclure à une contradiction.
(7) Qu'en déduit-on ?


