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Epreuve de Mr Brinon

La qualité de la rédaction sera un facteur d’évaluation important.

Questions de cours

Soient A un anneau intégre et w € A.

(1) Montrer que si 7 est premier, alors 7 est irréductible.

(2) Montrer que si A est factoriel, alors 7 irréductible implique 7 premier.

(3) Enoncer et démontrer le critére d’Eisenstein.

(4) Soient M /L et L/K des extensions finies. Montrer que M /K est finie et [M : K| = [M :
L][L : K].

Exercice 1

Montrer que 'anneau R[X,Y, Z]/{X? + Y2 + Z?2) est intégre.

Exercice 2

(1) Soient A un anneau factoriel, K son corps des fractions et P(X) € A[X] unitaire.
Montrer que si P(X) = P1(X)P2(X) avec Pi, P, € K[X] unitaires, alors Py, P, € A[X].
(2) En déduire que Z[2v/2] = {a + 2+/2b; a,b € Z} n’est pas factoriel.

Exercice 3

Posons A = Z[iv/2] = {z + iv2y; 2,y € Z}. C’est un sous-anneau de C.

(1) Montrer soigneusement que A, muni du stathme défini par N(z 4 yiv/2) = 22 4 2y est
un anneau euclidien [on pourra illustrer la preuve par un dessin]|.
(2) Déterminer A*.
(3) Montrer que iv/2 est irréductible dans A.
Soit (x,y) € Z2 tel que z3 = y2 + 2.
(4) Soit m € A un élément irréductible divisant y + iv/2 et y — iv/2.
(a) Montrer qu’on a 7™ = +iv/2.
(b) En déduire que y est pair, et trouver une contradiction.
(5) En déduire pged(y + iv2,y — iv/2).
(6) Montrer que y + i4/2 est un cube dans A.
(7) En déduire que les seules solutions de 1’équation 23 = y2 + 2 sont (3, +5).



Exercice 4

Posons K = Q(\/g, \/5) c R.
(1) Que vaut [K : Q]?
(2) Donner une base de K vu comme Q-espace vectoriel.
(3) En déduire que le polynome minimal de o := v/3 + /5 sur Q n’est pas de degré 2.
(4) En déduire que K = Q(«) et calculer le polynome minimal de « sur Q.

Exercice 5

Soient P € Q[X] irréductible unitaire de degré d et K — C une extension de Q contenant
une racine o de P. Supposons que K ne contient pas de racine cubique de a.
(1) Montrer que le polyndme X3 — « est irréductible sur Q(a).
(2) Soit B8 € C une racine cubique de a. Calculer [Q(S) : Q] en fonction de d, et en déduire
que P(X3) est irréductible sur Q.

Exercice 6

Quel est le cardinal du plus petit corps de caractéristique 7 dans lequel le polyndme
X184+ X174 ...+ X 4+ 1 a une racine?



