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Épreuve de Mr Brinon

La qualité de la rédaction sera un facteur d'évaluation important.

Questions de cours

Soient A un anneau intègre et π P A.
(1) Montrer que si π est premier, alors π est irréductible.
(2) Montrer que si A est factoriel, alors π irréductible implique π premier.
(3) Énoncer et démontrer le critère d'Eisenstein.
(4) SoientM{L et L{K des extensions �nies. Montrer queM{K est �nie et rM : Ks � rM :
LsrL : Ks.

Exercice 1

Montrer que l'anneau RrX,Y, Zs{xX2 � Y 2 � Z2y est intègre.

Exercice 2

(1) Soient A un anneau factoriel, K son corps des fractions et P pXq P ArXs unitaire.
Montrer que si P pXq � P1pXqP2pXq avec P1, P2 P KrXs unitaires, alors P1, P2 P ArXs.
(2) En déduire que Zr2?2s � ta� 2

?
2b ; a, b P Zu n'est pas factoriel.

Exercice 3

Posons A � Zri?2s � tx� i
?
2y ; x, y P Zu. C'est un sous-anneau de C.

(1) Montrer soigneusement que A, muni du stathme dé�ni par Npx� yi?2q � x2 � 2y2 est
un anneau euclidien [on pourra illustrer la preuve par un dessin].
(2) Déterminer A�.
(3) Montrer que i

?
2 est irréductible dans A.

Soit px, yq P Z2 tel que x3 � y2 � 2.

(4) Soit π P A un élément irréductible divisant y � i
?
2 et y � i

?
2.

(a) Montrer qu'on a π � �i?2.
(b) En déduire que y est pair, et trouver une contradiction.

(5) En déduire pgcdpy � i
?
2, y � i

?
2q.

(6) Montrer que y � i
?
2 est un cube dans A.

(7) En déduire que les seules solutions de l'équation x3 � y2 � 2 sont p3,�5q.



Exercice 4

Posons K � Qp?3,
?
5q � R.

(1) Que vaut rK : Qs ?
(2) Donner une base de K vu comme Q-espace vectoriel.
(3) En déduire que le polynôme minimal de α :� ?

3�?
5 sur Q n'est pas de degré 2.

(4) En déduire que K � Qpαq et calculer le polynôme minimal de α sur Q.

Exercice 5

Soient P P QrXs irréductible unitaire de degré d etK � C une extension de Q contenant
une racine α de P . Supposons que K ne contient pas de racine cubique de α.
(1) Montrer que le polynôme X3 � α est irréductible sur Qpαq.
(2) Soit β P C une racine cubique de α. Calculer rQpβq : Qs en fonction de d, et en déduire
que P pX3q est irréductible sur Q.

Exercice 6

Quel est le cardinal du plus petit corps de caractéristique 7 dans lequel le polynôme
X18 �X17 � � � � �X � 1 a une racine ?
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