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Exercice 1

Soient λ P C et A :� CrX,Y s{xX2 � Y 2 � λy.
(1) Montrer que A est intègre si et seulement si λ � 0.
(2) Quand A est-il un corps ?

Solution : (1) Si λ � 0, écrivons λ � �µ2 avec µ P C� : on a X2 � Y 2 � λ � X2 � pY �
µqpY �µq. Comme µ � �µ, on a pgcdpY �µ, Y �µq � 1, et le critère d'Eisenstein appliqué
avec l'élément premier Y � µ dans CrY srXs implique que X2 � Y 2 � λ est irréductible
dans CrX,Y s. Comme CrX,Y s est factoriel, cela montre que X2�Y 2�λ est premier dans
CrX,Y s, et donc que A est intègre.
Si λ � 0, on a X2�Y 2 � pX� iY qpX� iY q : comme pgcdpX� iY,X� iY q � 1, le théorème
des restes chinois implique que

A � pCrX,Y s{xX � iY yq � pCrX,Y s{xX � iY yq � CrXs2

est réduit mais pas intègre.
(2) Soit µ P C tel que λ � �µ2 : on a X2�Y 2�λ � X2�pY �µqpY �µq P m :� xX,Y �µy.
L'idéal m � CrX,Y s est maximal, parce que CrX,Y s{m �ÑC (via le morphisme qui envoie
X sur 0 et Y sur µ). Pour des raisons de degré, on n'a pas X P p :� xX2 � Y 2 � λy.
Cela implique que l'inclusion p � m est stricte, et que p n'est pas maximal. En conclusion,
l'anneau A n'est jamais un corps.

Exercice 2

(1) Soient A un anneau euclidien, et φ : Azt0u Ñ N un stathme euclidien. Supposons en
outre que A n'est pas un corps.

(a) Justi�er l'existence de x P E :� Azpt0u YA�q tel que φpxq � min
yPE

φpyq.
(b) Notons π : AÑ A{xxy la surjection canonique. Montrer que πpt0u YA�q � A{xxy.

Posons θ � 1�i?19
2

P C et A � ta� bθua,bPZ.
(2) Calculer le polynôme minimal P de θ sur Q.
(3) Construire un isomorphisme ZrXs{xP y �ÑA.

Si z P Qpθq, on pose Npzq � |z|2 (où |z| désigne le module du nombre complexe z).

(4) Montrer que l'application N est multiplicative, et que NpAq � N.
(5) Montrer que A� � t�1u.
(6) Supposons A euclidien.

(a) En utilisant la question (1), montrer qu'il existe x P A tel que A{xxy est isomorphe
à Z {2Z ou Z {3Z.

(b) Montrer que cela implique que P a une racine dans Z {2Z ou Z {3Z, et en déduire
une contradiction.



(7) Montrer que l'idéal 2A est maximal dans A.
(8) Soient a P A et b P Azt0u. Posons z � a

b
P Qpθq. Écrivons z � x � yθ avec x, y P Q,

notons v l'entier le plus proche de y, et posons y1 � y � v (on a donc |y1| ¤ 1
2
).

(a) Supposons |y1| ¤ 1
3
et notons u l'entier le plus proche de x � y�v

2
. Montrer que

Npz � pu � vθqq   1. En déduire qu'il existe q, r P A avec Nprq   Npbq, tels que
a � bq � r.

(b) Supposons 1
3
  |y1| ¤ 1

2
. Montrer qu'il existe v2 P Z tel que |2y � v2|   1

3
. En

déduire qu'il existe q, r P A avec Nprq   Npbq, tels que 2a � bq � r.
(9) Montrer que A est principal [indication : si I � A est un idéal non nul, on considérera
un élément de norme minimale dans Izt0u].
Solution : (1) (a) Comme A n'est pas un corps, l'ensemble E est non vide : il en est de
même de φpEq � N. L'ensemble φpEq a donc un plus petit élément, de la forme φpxq avec
x P E.
(b) Soit a P A. Soit a � qx � r avec q, r P A et r � 0 ou φprq   φpxq. Par dé�nition de x,
cela implique que r P t0u YA�, et donc πpaq � πprq P πpt0u YA�q.
(2) On a pX� θqpX� θq � X2�X� 5 P QrXs, ce qui montre que P | X2�X� 5. Comme
θ R Q (on a θ R R), on a degpP q ¡ 1, ce qui implique que P pXq � X2 �X � 5.
(3) Par propriété universelle de l'anneau de polynômes ZrXs, il existe un unique morphisme
f : ZrXs Ñ C qui envoie X sur θ. Observons que P P Kerpfq, de sorte que xP y � Kerpfq.
Soit Q P ZrXs. Comme P P ZrXs est unitaire, on dispose de la division euclidienne de Q
par P dans ZrXs : il existe D,R P ZrXs tels que Q � DP � R et degpRq   2. Écrivons
RpXq � a � bX avec a, b P Z. On a fpQq � fpRq � a � bθ. Cela montre que A � Impfq.
Par ailleurs, si Q P Kerpfq, on a a � bθ � 0 : si b � 0, cela implique que θ � �a

b
P Q, ce

qui n'est pas. On a donc nécessairement b � 0 puis a � 0, de sorte que Q � DP P xP y. On
a donc Kerpfq � xP y : en passant au quotient, f induit donc un isomorphisme d'anneaux

ZrXs{xP y �ÑA

qui envoie la classe de X sur θ.
(4) Si z P C, on a |z|2 � zz (où z est le conjugué complexe de z). Comme z ÞÑ z est un
automorphisme du corps C, on a |z1z2|2 � |z1|2 |z2|2 pour tous z1, z2 P C. En particulier,
on a Npz1z2q � Npz1qNpz2q pour tous z1, z2 P Qpθq.
Soit z P A : d'après la question précédente, on a z � a � bθ avec a, b P Z. On a alors
Npzq � pa� bθqpa� bθq � a2 � ab� 5b2 ce qui implique que Npzq P ZXR¥0 � N.
(5) Si z P A est inversible, il existe z1 P A tel que zz1 � 1, donc NpzqNpz1q � 1, ce qui
implique Npzq � 1 vu que N est à valeurs dans N. Écrivons z � a � bθ avec a, b P Z : on

a a2 � ab � 5b2 � 1, soit
�
a � b

2

�4 � 19
4
b2 � 1. Comme 19

4
¡ 1, cela implique b � 0, puis

a � �1. Réciproquement, 1 et �1 sont inversibles dans A : on a A� � t�1u.
(6) (a) Observons que A n'est pas un corps (on a 1

2
R A parce que N

�
1
2

� � 1
4
R N). D'après

la question (1), il existe x R t0uYA� tel que πpt0uYA�q � A{xxy. Comme #pt0uYA�q � 3,
cela implique que #A{xxy ¤ 3. Comme x R A�, on a #A{xxy ¡ 1, d'où #A{xxy P t2, 3u, ce
qui montre que A{xxy est isomorphe à Z {2Z ou Z {3Z.
(b) On a P pθq � 0, donc P pπpθqq � 0 (où comme plus haut, π : A Ñ A{xxy désigne
la surjection canonique). Cela implique en particulier que P a une racine dans Z {2Z ou
Z {3Z. Comme P p0q � P p1q � 5 et P p2q � 7 ne sont divisibles ni par 2 ni par 3, ce n'est
pas le cas : on a une contradiction.
(7) On a A{2A � ZrXs{x2, X2 �X � 5y � F2rXs{xX2 �X � 1y � F4 est un corps : l'idéal
2A est maximal dans A.
(8) (a) On a z�pu�vθq � x�u�py�vqθ � x�u�py�vq 1�i

?
19

2
� x� y�v

2
�u�i

?
19
2
py�vq,

donc
N
�
z � pu� vθq� � �

x� y�v
2

� u
�2 � 19

4
py � vq2 ¤ 1

4
� 19

4
. 1
9
� 7

9
  1.

Posons alors q � u� vθ P A et r � a� bq : on a r P A et Nprq   Npbq.
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(b) On a 2
3
  |2y � 2v| ¤ 1 : il existe ε P t�1u tel que |ε� p2y � 2vq|   1

3
. Posons

v2 � 2v � ε P Z : on a |2y � v2|   1
3
. Cela montre qu'en remplaçant z par 2z (i.e. a par

2a), on est dans le cas de la question précédente : il existe q P A tel que r � 2a � bq P A
véri�e Nprq   Npbq.
Remarque. L'anneau A est un réseau du plan complexe C, une maille étant un parallélogramme de sommets
a, a � α, a � 1 et a � α � 1 pour a P A. Il s'agit de voir que le plan est recouvert par l'ensemble des disques de

centre a (pour a P A) et de rayon 1 (en bleu sur le dessin) et celui des disques de centre a
2

et de rayon 1
2

(en

rouge sur le dessin).
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Soient a P A et b P Azt0u. Posons z � a
b
. Si z appartient au disque de centre q et de rayon 1, on a Nprq   Npbq

avec r � a � bq. Si z appartient au disque de centre
q
2

et de rayon 1
2
, alors Nprq   Npbq avec r � 2a � bq.

(9) Soient I un idéal non nul de A et b P Izt0u avec Npbq minimal. On a déjà bA � I.
Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il existe a P IzbA. D'après la question précédente,
il existe q, r P A avec r � 0 ou Nprq   Npbq, tels que a � bq � r ou 2a � bq � r. Dans le
premier cas, on a r � a � bq P I et donc r � 0 par minimalité de Npbq, d'où a � bq P bA,
contredisant l'hypothèse. On est donc nécessairement dans le deuxième cas. Là encore, on
a r � 2a � bq P I, donc r � 0, i.e. bq � 2a P 2A. Comme 2A est maximal donc premier,
on a b P 2A ou q P 2A. Si q P 2A, écrivons q � 2q1 : on obtient a P bA par intégrité,
ce qui est absurde. On a donc nécessairement q R 2A et b P 2A : écrivons b � 2b1. On a
a � b1q par intégrité. Par maximalité de 2A, on a x2, qy � A : il existe x, y P A tels que
2x� qy � 1, d'où 2b1x� b1qy � b1, soit encore b1 � bx� ay P I. C'est absurde par choix de
b car Npb1q � Npbq{4   Npbq.

Exercice 3

Soit α � i
?

2� 4
?

3 P C.
(1) Montrer que i

?
2 P Qpαq.

(2) En déduire que Qpαq � Qpi?2, 4
?

3q.
(3) Calculer rQp 4

?
3q : Qs, puis rQpαq : Qs.

(4) Expliquer pourquoi le polynôme X4 � 3 est irréductible dans Qpi?2qrXs.
(5) Calculer le polynôme minimal de α sur Q.

Solution : (1) On a α � i
?

2 � 4
?

3, d'où α4 � 4α3pi?2q � 12α2 � 8αpi?2q � 4 � 3 en
prenant la puissance quatrième, soit α4 � 12α2 � 1 � p4α3 � 8αqpi?2q, ce qui montre que

i
?

2 � α4�12α2�1
4α3�8α

P Qpαq, car 4α3 � 8α � 0 (vu que α � 0 et α2 � 2, car α2 R R).

(2) D'après la question précédente, on a aussi 4
?

3 � α � i
?

2 P Qpαq. Cela implique que
Qpi?2, 4

?
3q � Qpαq. Comme on a bien sûr α P Qpi?2, 4

?
3q, on a Qpαq � Qpi?2, 4

?
3q, et

donc Qpαq � Qpi?2, 4
?

3q.
(3) Le polynôme minimal de 4

?
3 sur Q est le polynôme d'Eisenstein X4 � 3 : on a donc

rQp 4
?

3q : Qs � 4. Comme Qpαq � Qp 4
?

3qpi?2q, et i?2 est racine de X2 � 2 P Qp 4
?

3qrXs,

3



on a rQpαq : Qp 4
?

3qs ¤ 2. Par ailleurs, on a Qp 4
?

3q � R et i
?

2 R R : cela implique que
rQpαq : Qp 4

?
3qs ¡ 1, et donc en fait rQpαq : Qp 4

?
3qs � 2. Finalement,

rQpαq : Qs � rQpαq : Qp 4
?

3qsrQp 4
?

3q : Qs � 8

par multiplicativité des degrés.
(4) D'après la question précédente, on a rQpαq : Qpi?2qs � rQpαq:Qs

rQpi?2q:Qs � 4 (parce que

rQpi?2q : Qs � 2, vu que le polynôme minimal de i
?

2 sur Q est le polynôme d'Eisenstein
X2 � 2). Le polynôme minimal de 4

?
3 sur Qpi?2q est donc de degré 4. Comme il divise

X4 � 3, c'est X4 � 3, qui est donc irréductible sur Qpi?2q.
(5) D'après la question (3), on sait que le polynôme minimal P de α sur Q est de degré 8.
Par ailleurs, on a vu que α4�12α2�1 � p4α3�8αqpi?2q dans la question (1). En élevant au
carré, on obtient pα4�12α2�1q2 � �2p4α3�8αq2, et donc α8�8α6�18α4�104α2�1 � 0
en développant. Le polynôme minimal de α sur Q est donc X8� 8X6� 18X4� 104X2� 1.

Exercice 4

On note ζ P C une racine primitive 11-ième de l'unité.
(1) Quel est le polynôme minimal de ζ sur Q ? Que vaut rQpζq : Qs ?
(2) Soit γ � cos

�
2π
11

�
. Déterminer le polynôme minimal de ζ sur Qpγq.

(3) En déduire rQpγq : Qs. Quel est le polynôme minimal de γ sur Q ?

Posons A �  
x� i

?
11y

(
x,yPZ � C. Pour z P A, on pose Npzq � |z|2.

(4) Montrer que Npzq P N et déterminer A�.
(5) Montrer que 2 est irréductible dans A et calculer p1 � i

?
11qp1 � i

?
11q. L'anneau A

est-il factoriel ?
(6) Posons α � 1�i?11

2
. Calculer le polynôme minimal de α sur Q.

(7) Montrer que B � tx� yαux,yPZ est euclidien.

Solution : (1) C'est Φ11pXq � 1�X �X2 � � � � �X10 : on a rQpζq : Qs � 10.

(2) On a γ � ζ�ζ�1

2
, donc ζ2 � 2γζ � 1 � 0. Cela montre que X2 � 2γX � 1 P QpγqrXs

annule ζ, et donc que rQpζq : Qpγqs ¤ 2. Comme Qpγq � R et ζ R R, on a Qpγq � Qpζq,
ce qui montre que rQpζq : Qpγqs � 2, et Pζ,QpγqpXq � X2 � 2γX � 1.
(3) Par transitivité des degrés, on a 10 � rQpζq : Qs � rQpζq : QpγqsrQpγq : Qs, et donc
rQpγq : Qs � 5. Pour calculer Pγ,Q, on part de l'égalité Φ11pζq � 0 : en la multipliant par
ζ�5, il vient

ζ5 � ζ4 � ζ3 � ζ2 � ζ � 1� ζ�1 � ζ�2 � ζ�3 � ζ�4 � ζ�5 � 0

On a

p2γq5 � pζ � ζ�1q5 � ζ5 � 5ζ3 � 10ζ � 10ζ�1 � 5ζ�3 � ζ�5

p2γq4 � pζ � ζ�1q4 � ζ4 � 4ζ2 � 6� 4ζ�2 � ζ�4

p2γq3 � pζ � ζ�1q3 � ζ3 � 3ζ � 3ζ�1 � ζ�3

p2γq2 � pζ � ζ�1q2 � ζ2 � 2� ζ�2

ce qui implique que

p2γq5 � p2γq4 � ζ5 � ζ4 � 5ζ3 � 4ζ2 � 10ζ � 6� 10ζ�1 � 4ζ�2 � 5ζ�3 � ζ�4 � ζ�5

� 4ζ3 � 3ζ2 � 9ζ � 5� 9ζ�1 � 3ζ�2 � 4ζ�3

� 4p2γq3 � 3ζ2 � 3ζ � 5� 3ζ�1 � 3ζ�2

� 4p2γq3 � 3p2γq2 � 3ζ � 1� 3ζ�1

� 4p2γq3 � 3p2γq2 � 3p2γq � 1

4



ce qui implique que γ annule le polynôme 32X5 � 16X4 � 32X3 � 12X2 � 6X � 1 : comme
rQpγq : Qs � 5, le polynôme minimal de γ sur Q est donc

X5 � X4

2
�X3 � 3X2

8
� 3X

16
� 1

32
.

(4) Si z � x � i
?

11y P A, avec x, y P Z, on a Npzq � x2 � 11y2 P N. L'application N est
multiplicative. On a z P A� ô Npzq � 1 ô z P t�1u, donc A� � t�1u.
(5) Observons que A ne contient pas d'élément z tel que Npzq � 2 : comme Np2q � 4, la
question précédente implique que 2 est irréductible dans A. On a p1�i?11qp1�i?11q � 12,
ce qui montre que 2 | p1 � i

?
11qp1 � i

?
11q dans A. Si A était factoriel, cela impliquerait

que 2 | 1� i
?

11 ou 2 | 1� i
?

11, ce qui n'est pas. L'anneau A n'est donc pas factoriel.

(6) On a α � 1�i?11
2

et αα � |α|2 � 12
4
� 3, ce qui montre que le polynôme minimal de α

sur Q est X2 �X � 3.
(7) Soient a P B et b P Bzt0u, et posons z � a

b
P Qpαq. Écrivons z � x� yα avec x, y P Q.

Soit v l'entier le plus proche de y : on a |y � v| ¤ 1
2
. Notons u l'entier le plus proche de

x � y�v
2

et posons q � u � vα P A : on a z � q � x � u � y�v
2

� i
?
11
2

py � vq, ce qui

implique que |z � q|2 � �
x � u � y�v

2

�2 � 11
4
py � vq2 ¤ 1

4
� 11

4
. 1
4
� 15

16
  1. Cela montre

que r � a� bq P A véri�e Nprq   Npbq.
Remarque. Géométriquement, cela résulte du dessin suivant :


 



 


Les deux cercles du bas se recoupent au point de coordonnées
� 1
2
,

?
3

2

�
: cela implique que tous les points du

parallélogramme d'ordonnée ¤
?

3
2

sont recouverts par les deux disques correspondants. Comme
?

3 ¡
?

11
2

,

cela implique que le parallélogramme est recouvert par les disques centrés en ses sommets et de rayon 1. Il en
résulte que tout point du plan complexe est à distance   1 d'un point du réseau correspondant à B : ce dernier
est euclidien, avec le stathme donné par z ÞÑ |z|.

Exercice 5

(1) Quels sont les polynômes irréductibles de degré 2 dans F2rXs ?
(2) Expliciter un polynôme P P F2rXs tel que F16 � F2rXs{xP y (il y a trois réponses
possibles, on n'en demande qu'une seule).

Solution : (1) Un élément de degré 2 dans F2rXs est irréductible si et seulement s'il est
sans racine : il n'y a qu'un seul : c'est X2 �X � 1.
(2) Comme 16 � 24, on a rF16 : F2s � 4 : il s'agit de déterminer un polynôme P P F2rXs
irréductible de degré 4. Il est nécessairement de la forme X4 � aX3 � bX2 � cX � 1 avec
a, b, c P F2, sans racine, et donc tel que a� b� c � 1. Si cette condition est remplie, il est
réductible si et seulement si c'est le carré de l'unique polynôme irréductible de degré 2 (cf
question précédente), c'est-à-dire si c'est pX2 � X � 1q2 � X4 � X2 � 1. Finalement, les
polynômes P possibles sont X4 �X3 � 1, X4 �X � 1 et X4 �X3 �X2 �X � 1.
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