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Epreuve de Mr Brinon

Exercice 1

Soient A€ C et A:= C[X,Y]KX2%2+Y2 + ).
(1) Montrer que A est intégre si et seulement si X # 0.
(2) Quand A est-il un corps?

Solution : (1) Si A # 0, écrivons A = —u? avec p€ C* tona X2 +Y2 + 2= X2+ (Y —
(Y + p). Comme p # —p, on a pged(Y — p, Y + p) = 1, et le critére d’Eisenstein appliqué
avec I’élément premier Y — u dans C[Y][X] implique que X2 + Y2 + X est irréductible
dans C[X,Y]. Comme C[X, Y] est factoriel, cela montre que X2+ Y2+ \ est premier dans
C[X,Y], et donc que A est intégre.

Sid=0,0onaX2+Y2 = (X+4iY)(X—14Y) : comme pged(X +iY, X —iY) = 1, le théoréme
des restes chinois implique que

A~ (C[X,Y]KX +iY)) x (C[X,Y]/(X —iY)) ~ C[X]?

est réduit mais pas integre.

(2) Soit pe Ctelque A = —p2:ona X2+Y2+ A= X24+(Y —p)(Y +p) em:= (X, Y —p.
L’idéal m = C[X, Y] est maximal, parce que C[X,Y]/m = C (via le morphisme qui envoie
X sur 0 et Y sur p). Pour des raisons de degré, on n’a pas X € p := (X2 + Y2 + M.
Cela implique que l’inclusion p < m est stricte, et que p n’est pas maximal. En conclusion,
l’anneau A n’est jamais un corps.

Exercice 2

(1) Soient A un anneau euclidien, et ¢: A\{0} — N un stathme euclidien. Supposons en
outre que A n’est pas un corps.
(a) Justifier Pexistence de x € E := A\({0} u A*) tel que ¢(x) = n’liél o(y).
ye

(b) Notons m: A — A/{x) la surjection canonique. Montrer que w({0} U A*) = A/{x).
Posons 6 = % €eCet A= {a+bb}q pcz-

(2) Calculer le polynéme minimal P de 6 sur Q.
(3) Construire un isomorphisme Z[X]/{P) > A.

Si z € Q(6), on pose N(z) = |z|? (ou |z| désigne le module du nombre complexe z).

(4) Montrer que I’application N est multiplicative, et que N(A) < N.
(5) Montrer que A* = {£1}.
(6) Supposons A euclidien.
(a) En utilisant la question (1), montrer qu’il existe z € A tel que A/{(z) est isomorphe
A4Z/27Z ou Z/37Z.
(b) Montrer que cela implique que P a une racine dans Z /2Z ou Z /3 Z, et en déduire
une contradiction.



(7) Montrer que I'idéal 2A est maximal dans A.
(8) Soient a € A et b € A\{0}. Posons z = ¢ € Q(6). Ecrivons z = z + yf avec 2,y € Q,
notons v lentier le plus proche de y, et posons y' = y — v (on a donc |y'| < %)

(a) Supposons |y/| < 1 et notons u lentier le plus proche de = + ¥Z%. Montrer que
N(z — (u + v8)) < 1. En déduire qu’il existe g, € A avec N(r) < N(b), tels que
a=bg+r.

(b) Supposons % < || < %
déduire qu’il existe ¢, € A avec N(r) < N(b), tels que 2a = bg + r.

(9) Montrer que A est principal [indication : si I — A est un idéal non nul, on considérera
un élément de norme minimale dans I\{0}].

. Montrer qu’il existe v € Z tel que |2y —v"| < % En

Solution : (1) (a) Comme A n’est pas un corps, ’ensemble E est non vide : il en est de
meéme de ¢(E) ¢ N. L’ensemble ¢(F) a donc un plus petit élément, de la forme ¢(z) avec
zeFE.

(b) Soit a € A. Soit a = gz + 1 avec ¢,7 € A et r = 0 ou ¢(r) < ¢(z). Par définition de z,
cela implique que r € {0} U A%, et donc w(a) = w(r) € w({0} U AX).

(2) Ona (X —0)(X —0) = X2 - X +5 € Q[X], ce qui montre que P | X2 — X +5. Comme
6¢Q (onaé¢R), on adeg(P)> 1, ce qui implique que P(X) = X2 — X + 5.

(3) Par propriété universelle de ’anneau de polynomes Z[X], il existe un unique morphisme
f: Z[X] — C qui envoie X sur 0. Observons que P € Ker(f), de sorte que (P) < Ker(f).
Soit @ € Z[X]. Comme P € Z[X] est unitaire, on dispose de la division euclidienne de Q
par P dans Z[X] : il existe D, R € Z[X] tels que @ = DP + R et deg(R) < 2. Ecrivons
R(X) =a+bX avec a,b € Z. On a f(Q) = f(R) = a + bf. Cela montre que A = Im(f).
Par ailleurs, si Q € Ker(f), on a a+b0 =0 :si b # 0, cela implique que § = —¢ € Q, ce
qui n’est pas. On a donc nécessairement b = 0 puis a = 0, de sorte que Q@ = DP € {P). On
a donc Ker(f) = (P) : en passant au quotient, f induit donc un isomorphisme d’anneaux

ZIX]KPYy> A

qui envoie la classe de X sur 6.

(4) Si z € C, on a |z|> = 2z (ou z est le conjugué complexe de z). Comme z > Z est un
automorphisme du corps C, on a |z122|% = |21]? |22|? pour tous z1, 20 € C. En particulier,
on a N(z122) = N(z1)N{z2) pour tous z1,z2 € Q(0).

Soit z € A : d’aprés la question précédente, on a z = a + bf avec a,b € Z. On a alors
N(z) = (a + b0)(a + b8) = a® + ab + 5b2 ce qui implique que N(z) € Zn R = N.

(5) Si z € A est inversible, il existe 2z’ € A tel que zz’ = 1, donc N(z)N(z’) = 1, ce qui
implique N(z) = 1 vu que N est & valeurs dans N. Ecrivons z = a + b0 avec a,b€ Z : on

a a? + ab + 5b% = 1, soit (a + %)4 + 14—9172 = 1. Comme % > 1, cela implique b = 0, puis

a = +1. Réciproquement, 1 et —1 sont inversibles dans A : on a AX = {+1}.
(6) (a) Observons que A n’est pas un corps (on a % ¢ A parce que N(%) = % ¢ N). D’aprés
la question (1), il existe z ¢ {0} UA* tel que w({0}UA*) = A/{z). Comme #({0}LA*) =3
cela implique que #A/{z) < 3. Comme x ¢ A*, on a #A/z) > 1, d’ou #A/ x) € {2,3}, ce
qui montre que A/{z) est isomorphe & Z /2Z ou Z /3 Z.
(b) On a P(A) = 0, donc P(n(0)) = 0 (ot comme plus haut, m: A — A/{x) désigne
la surjection canonique). Cela implique en particulier que P a une racine dans Z /2Z ou
Z /3Z. Comme P(0) = P(1) = 5 et P(2) = 7 ne sont divisibles ni par 2 ni par 3, ce n’est
pas le cas : on a une contradiction.
(7) On a A/2A ~ Z[X]/{2, X% — X +5) ~ Fo[X]/{(X? + X + 1) ~ F4 est un corps : I’idéal
2A est maximal dans A.
((18) (a) Onaz—(u+v8) = z—u+(y—v)d = :E—u—&-(y—v)% = x+%—u+i@(y—v),

onc

N(z—(u+v0)) = (v + —u)2+%(y—v)2 <3+21=I<1

Posons alors g =u+vle Aetr=a—bg:onareAet N(r) < N(b).



(b) On a % < |2y —2v| < 1 :1il existe ¢ € {£1} tel que |e — (2y — 2v)| < % Posons
v =2v4+e€Z:ona|2y—"| < % Cela montre qu’en remplacant z par 2z (i.e. a par

2a), on est dans le cas de la question précédente : il existe g € A tel que r = 2a —bg e A
vérifie N(r) < N(b).

Remarque. IL’anneau A est un réseau du plan complexe C, une maille étant un parallélogramme de sommets
a,a4+a,a+1eta+a+1pourac A. Il s’agit de voir que le plan est recouvert par I’ensemble des disques de
centre a (pour a € A) et de rayon 1 (en bleu sur le dessin) et celui des disques de centre & et de rayon % (en
rouge sur le dessin).
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Soient a € A et b € A\{0}. Posons z = {. Si z appartient au disque de centre g et de rayon 1, on a N(r) < N(b)

avec 7 = a — bq. Si z appartient au disque de centre % et de rayon % alors N(r) < N(b) avec r = 2a — bq.

(9) Soient I un idéal non nul de A et b € I\{0} avec N(b) minimal. On a déja bA < I.
Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe a € I\bA. D’aprés la question précédente,
il existe g,7 € A avec r = 0 ou N(r) < N(b), tels que a = bqg + r ou 2a = bg + r. Dans le
premier cas, on a r = a — bqg € I et donc r = 0 par minimalité de N(b), d’ott a = bg € bA,
contredisant I’hypothése. On est donc nécessairement dans le deuxiéme cas. La encore, on
ar=2a—bqgel,doncr =0, ie bg =2ae€2A. Comme 2A est maximal donc premier,
on abe 24 ou q € 2A. Si g € 24, écrivons ¢ = 2¢’ : on obtient a € bA par intégrité,
ce qui est absurde. On a donc nécessairement q ¢ 2A et b € 2A : écrivons b = 2b’. On a
a = b/q par intégrité. Par maximalité de 24, on a {2,q) = A : il existe =,y € A tels que
2z +qy = 1, d’ou 2'x + b/qy = V', soit encore b/ = bx + ay € I. C’est absurde par choix de
b car N(V') = N(b)/4 < N(b).

Exercice 3

Soit o = iv/2 + V3 € C.
(1) Montrer que iv/2 € Q(a).
(2) En déduire que Q(a) = Q(iv/2, v/3).
(3) Calculer [Q(V/3) : Q], puis [Q(a) : Q].
(4) Expliquer pourquoi le polynéme X4 — 3 est irréductible dans Q(iv/2)[X].
(5) Calculer le polynoéme minimal de a sur Q.

Solution : (1) On a a — iv2 = /3, dott a? — 4a3(iv/2) — 1202 + 8a(iv/2) + 4 = 3 en
prenant la puissance quatriéme, soit a* — 122 + 1 = (4a° — 8a)(iv/2), ce qui montre que

i 2=%eQ(a),car4a3—8a;é0(quuea;tOetaQ#2,cara2¢R).

(2) D’aprés la question précédente, on a aussi v3 = a — iv/2 € Q(a). Cela implique que
Q(iv2, v/3) © Q(a). Comme on a bien sir o € Q(iv/2, v/3), on a Q(a) © Q(iv2, v/3), et
donc Q(a) = Q(iv/2, ¥3).

(3) Le polynéme minimal de +/3 sur Q est le polynéme d’Eisenstein X* — 3 : on a donc

[Q(/3) : Q] = 4. Comme Q() = Q(~+/3)(iv/2), et i1/2 est racine de X2 + 2 € Q(+/3)[X],



on a [Q(a) : Q(+/3)] < 2. Par ailleurs, on a Q(v/3) € R et iv/2 ¢ R : cela implique que
[Q() : Q(+/3)] > 1, et donc en fait [Q(c) : Q(+/3)] = 2. Finalement,

[Q(e) : Q] = [Q(a) : Q(VB)][Q(V3): Q] =8
par multiplicativité des degrés.

PRI : bed . O — _[Q:Q] _
(4) D’aprés la question précédente, on a [Q(a) : Q(iv?2)] = Qv2)Ql 4 (parce que

[Q(iv2) : Q] = 2, vu que le polyndme minimal de i1/2 sur Q est le polynéme d’Eisenstein
X2 + 2). Le polynéme minimal de +/3 sur Q(iv/2) est donc de degré 4. Comme il divise
X4 — 3, c’est X* — 3, qui est donc irréductible sur Q(z\/ﬁ)

(5) D’apreés la question (3), on sait que le polynéme minimal P de a sur Q est de degré 8.
Par ailleurs, on a vu que a* —12a2 41 = (4a> —8a)(iv/2) dans la question (1). En élevant au
carré, on obtient (a* —12a2 +1)2 = —2(4a® —8a)?, et donc a® +8a8+18a* +104a2+1 = 0
en développant. Le polynéme minimal de o sur Q est donc X8 +8X6 4+ 18X* +104X2 +1.

Exercice 4

On note ¢ € C une racine primitive 11-iéme de 'unité.
(1) Quel est le polynéme minimal de ¢ sur Q7 Que vaut [Q(¢) : Q] ?
(2) Soit v = cos (?—’f) Déterminer le polynéme minimal de ¢ sur Q(7).
(3) En déduire [Q(7) : Q]. Quel est le polyndéme minimal de v sur Q ?
Posons A = {z + i\/ﬁy}m,yez c C. Pour z € A, on pose N(z) = |z|2.
(4) Montrer que N(z) € N et déterminer A*.
(5) Montrer que 2 est irréductible dans A et calculer (1 + i+/11)(1 — 44/11). L’anneau A
est-il factoriel 7
(6) Posons a = % Calculer le polynome minimal de a sur Q.
(7) Montrer que B = {x 4+ ya}y yez est euclidien.
Solution : (1) Clest ®11(X) =1+ X + X2+ .-+ X0 :0n a [Q(¢) : Q] = 10.
(2) On a v = C+g 1, donc ¢2 — 27¢ 4+ 1 = 0. Cela montre que X2 — 2yX + 1 € Q(7)[X]
annule ¢, et donc que [Q(¢) : Q(7)] < 2. Comme Q(yv) c R et (¢ R, on a Q(y) # Q({),
ce qui montre que [Q(¢) : Q(7)] = 2, et Pr q(y)(X) = X2 29X + 1.
(3) Par transitivité des degrés, on a 10 = [Q(¢) : Q] = [Q(C) : Q(MM)][Q(Y) : Q], et donc
[Q(%) : Q] = 5. Pour calculer P, q, on part de ’égalité ®11(¢) = 0 : en la multipliant par
¢~%, il vient

CHt P+ I+ T TP T T (T =0

On a
(277 = (C+ ¢ =P +5¢3 +10¢+10¢7 +5¢3 ¢
@' =+ ="+ + 6 +4C72 4 ¢!
@V =(C+¢ ) =¢+3¢+3¢C +¢?
(27 =+ =247

ce qui implique que
Y2+ N =+ ¢ +5¢C3 +4¢2+10¢+6+10¢  +4¢72 4 5¢ 3 4 ¢4+ ¢
=43 +3C2 +9¢C+5+9¢ 1 +3¢2 +4¢3
—4(29)% +3¢2 —3¢C+5—-3¢" 1 +3¢7?
=4(27)° +3(27)? =3¢ -1 -3¢""
=4(27)® +3(27)* = 3(2y) - 1



ce qui implique que ~ annule le polynéme 32X° + 16X% —32X3 —12X2 + 6X + 1 : comme
[Q(v) : Q] = 5, le polynéme minimal de v sur Q est donc
5, x4 3_3x2%2 | 3x 1

Xt - X -F +%txm
(4) Siz =2 +iV1ly € A, avec z,y € Z, on a N(z) = 22 + 11y? € N. L’application N est
multiplicative. On a z € A* & N(z) =1 < z € {1}, donc A* = {£1}.
(5) Observons que A ne contient pas d’élément z tel que N(z) = 2 : comme N(2) = 4, la
question précédente implique que 2 est irréductible dans A. On a (1+iv/11)(1—iv/11) = 12,
ce qui montre que 2 | (1 + i+/11)(1 —i+/11) dans A. Si A était factoriel, cela impliquerait
que 2|1+ iv11l ou 2|1 —1i+/11, ce qui n’est pas. L’anneau A n’est donc pas factoriel.
(6) Onaa= 1_’#& et aa = |a|? = % = 3, ce qui montre que le polynéme minimal de «
sur Q est X2 — X + 3. )
(7) Solent a € B et b e B\{0}, et posons z = ¥ € Q(a). Kcrivons 2z = x + ya avec z,y € Q.

Soit v l’entier le plus proche de y : on a |y — v| < % Notons u ’entier le plus proche de
z+ Y% et posons ¢ = u+va € A:onaz—q= a:—u-i—%-l—@(y—v), ce qui
implique que |z — ¢|? = (z—u+ %)2 + 14—1(3,171))2 < i + %% = % < 1. Cela montre
que 7 = a — bg € A vérifie N(r) < N(b).

Remarque. Géométriquement, cela résulte du dessin suivant :

Les deux cercles du bas se recoupent au point de coordonnées (%, %) : cela implique que tous les points du
/3 Vi1
3

parallélogramme d’ordonnée < %2 sont recouverts par les deux disques correspondants. Comme /3 >
cela implique que le parallélogramme est recouvert par les disques centrés en ses sommets et de rayon 1. Ii en

résulte que tout point du plan complexe est a distance < 1 d’un point du réseau correspondant a B : ce dernier
est euclidien, avec le stathme donné par z — |z|.

Exercice 5

(1) Quels sont les polynomes irréductibles de degré 2 dans Fo[X]?
(2) Expliciter un polynéme P € F2[X] tel que Fig ~ F2[X]/P) (il y a trois réponses
possibles, on n’en demande qu’une seule).

Solution : (1) Un élément de degré 2 dans Fa[X] est irréductible si et seulement s’il est
sans racine : il n’y a qu’un seul : c’est X2 + X + 1.

(2) Comme 16 = 2%, on a [Fi6 : F2] = 4 : il s’agit de déterminer un polynéme P € Fo[X]
irréductible de degré 4. Il est nécessairement de la forme X* + aX3 + bX?2 + ¢X + 1 avec
a, b, c € Fa, sans racine, et donc tel que a + b+ ¢ = 1. Si cette condition est remplie, il est
réductible si et seulement si c’est le carré de 'unique polynéme irréductible de degré 2 (cf
question précédente), c’est-a-dire si c’est (X2 + X + 1)2 = X4 + X2 + 1. Finalement, les
polynémes P possibles sont X4 + X3 +1, X4 + X +1et X4+ X3+ X2 4 X 4 1.



