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Epreuve de Mr Brinon

La qualité de la rédaction sera un facteur d’évaluation important.

Questions de cours

(1) Montrer que l'idéal (2, X) (engendré par 2 et X) n’est pas principal dans Z[X].

(2) Soit A anneau factoriel. Rappeler la définition du contenu c(P) d’un polynéme P €
A[X1\{0}, et montrer que si Q € A[X]\{0}, on a c(PQ) = c(P)c(Q).

(3) Montrer que le polynéme X6 + X3 + 1 est irréductible dans Q[X].

(4) Soient /K une extension et Li/K et L2/K des sous-extensions finies. Montrer que
Ly/K est finie et que [L1Ly : K| < [L1 : K][L2 : K].

Les extensions Q(+/2)/ Q et Q(v/3)/ Q sont-elles isomorphes ?
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Exercice 1

Soient A€ Cet A:= C[X,YV]KX2+Y2+ ).
(1) Montrer que A est intégre si et seulement si X # 0.
(2) Quand A est-il un corps ?

Exercice 2

(1) Soient A un anneau euclidien, et ¢: A\{0} — N un stathme euclidien. Supposons en
outre que A n’est pas un corps.
(a) Justifier Pexistence de z € E := A\({0} u A*) tel que ¢(z) = mi};l o(y).
ye

(b) Notons m: A — A/{z) la surjection canonique. Montrer que 7({0} U A*) = A/{x).

Posons 6 = % €Cet A= {a+bb}4 ez
(2) Calculer le polynéme minimal P de 6 sur Q.
(3) Construire un isomorphisme Z[X]/{P) > A.
Si z € Q(A), on pose N(z) = |z|? (ou |z| désigne le module du nombre complexe z).

(4) Montrer que I’application N est multiplicative, et que N(A) c N.
(5) Montrer que A* = {£1}.
(6) Supposons A euclidien.
(a) En utilisant la question (1), montrer qu’il existe z € A tel que A/(z) est isomorphe
AZ/2Z ouZ/3Z.
(b) Montrer que cela implique que P a une racine dans Z /2Z ou Z /3Z, et en déduire
une contradiction.
(7) Montrer que I'idéal 2A est maximal dans A.
(8) Soient a € A et b € A\{0}. Posons z = ¢ € Q(0). Ecrivons z = x + y6 avec z,y € Q,
notons v Uentier le plus proche de y, et posons ¥y’ = y — v (on a donc |y/| < %)



(a) Supposons |y| < L ot notons w lentier le plus proche de z + . Montrer que

N(z — (u + v8)) < 1. En déduire qu’il existe g, € A avec N(r) < N(b), tels que
a=bg+r.
(b) Supposons % < || < %
déduire qu’il existe ¢, € A avec N(r) < N(b), tels que 2a = bg + r.
(9) Montrer que A est principal [indication : si I © A est un idéal non nul, on considérera
un élément de norme minimale dans I\{0}].

Yy—v

. Montrer qu’il existe v € Z tel que |2y —v"| < % En

Exercice 3

Soit o = iv/2 + ¥/3 € C.
(1) Montrer que iv/2 € Q(a).
(2) En déduire que Q(a) = Q(iv/2, v/3).
(3) Calculer [Q(V/3) : Q], puis [Q(a) : Q].
(4) Expliquer pourquoi le polynéme X4 — 3 est irréductible dans Q(iv/2)[X].
(5) Calculer le polynéme minimal de « sur Q.

Exercice 4

On note ¢ € C une racine primitive 11-iéme de 'unité.
(1) Quel est le polynome minimal de ¢ sur Q7 Que vaut [Q(¢) : Q] ?
(2) Soit v = cos (%r) Déterminer le polynome minimal de ¢ sur Q(7).
(3) En déduire [Q(7) : Q]. Quel est le polyndéme minimal de v sur Q ?
Posons A = {z + i\/ﬁy}z,yez c C. Pour z € A, on pose N(z) = |z|2.
(4) Montrer que N(z) € N et déterminer A*.
(5) Montrer que 2 est irréductible dans A et calculer (1 4 i4/11)(1 — i+/11). L’anneau A
est-il factoriel 7
(6) Posons a = H%m Calculer le polynéme minimal de o sur Q.
(7) Montrer que B = {z + ya}, yez est euclidien.

Exercice 5
(1) Quels sont les polynomes irréductibles de degré 2 dans Fo[X]?

(2) Expliciter un polynome P € Fa[X] tel que Fig ~ Fa[X]/(P) (il y a trois réponses
possibles, on n’en demande qu’une seule).



