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La qualité de la rédaction sera un facteur d'évaluation important.

Questions de cours

(1) Montrer que l'idéal x2, Xy (engendré par 2 et X) n'est pas principal dans ZrXs.
(2) Soit A anneau factoriel. Rappeler la dé�nition du contenu cpP q d'un polynôme P P
ArXszt0u, et montrer que si Q P ArXszt0u, on a cpPQq � cpP q cpQq.
(3) Montrer que le polynôme X6 �X3 � 1 est irréductible dans QrXs.
(4) Soient Ω{K une extension et L1{K et L2{K des sous-extensions �nies. Montrer que
L1L2{K est �nie et que rL1L2 : Ks ¤ rL1 : KsrL2 : Ks.
(5) Les extensions Qp?2q{Q et Qp?3q{Q sont-elles isomorphes ?

Exercice 1

Soient λ P C et A :� CrX,Y s{xX2 � Y 2 � λy.
(1) Montrer que A est intègre si et seulement si λ � 0.
(2) Quand A est-il un corps ?

Exercice 2

(1) Soient A un anneau euclidien, et φ : Azt0u Ñ N un stathme euclidien. Supposons en
outre que A n'est pas un corps.

(a) Justi�er l'existence de x P E :� Azpt0u YA�q tel que φpxq � min
yPE

φpyq.
(b) Notons π : AÑ A{xxy la surjection canonique. Montrer que πpt0u YA�q � A{xxy.

Posons θ � 1�i
?
19

2
P C et A � ta� bθua,bPZ.

(2) Calculer le polynôme minimal P de θ sur Q.
(3) Construire un isomorphisme ZrXs{xP y �ÑA.

Si z P Qpθq, on pose Npzq � |z|2 (où |z| désigne le module du nombre complexe z).

(4) Montrer que l'application N est multiplicative, et que NpAq � N.
(5) Montrer que A� � t�1u.
(6) Supposons A euclidien.

(a) En utilisant la question (1), montrer qu'il existe x P A tel que A{xxy est isomorphe
à Z {2Z ou Z {3Z.

(b) Montrer que cela implique que P a une racine dans Z {2Z ou Z {3Z, et en déduire
une contradiction.

(7) Montrer que l'idéal 2A est maximal dans A.
(8) Soient a P A et b P Azt0u. Posons z � a

b
P Qpθq. Écrivons z � x � yθ avec x, y P Q,

notons v l'entier le plus proche de y, et posons y1 � y � v (on a donc |y1| ¤ 1
2
).



(a) Supposons |y1| ¤ 1
3
et notons u l'entier le plus proche de x � y�v

2
. Montrer que

Npz � pu � vθqq   1. En déduire qu'il existe q, r P A avec Nprq   Npbq, tels que
a � bq � r.

(b) Supposons 1
3
  |y1| ¤ 1

2
. Montrer qu'il existe v2 P Z tel que |2y � v2|   1

3
. En

déduire qu'il existe q, r P A avec Nprq   Npbq, tels que 2a � bq � r.
(9) Montrer que A est principal [indication : si I � A est un idéal non nul, on considérera
un élément de norme minimale dans Izt0u].

Exercice 3

Soit α � i
?

2 � 4
?

3 P C.
(1) Montrer que i

?
2 P Qpαq.

(2) En déduire que Qpαq � Qpi?2, 4
?

3q.
(3) Calculer rQp 4

?
3q : Qs, puis rQpαq : Qs.

(4) Expliquer pourquoi le polynôme X4 � 3 est irréductible dans Qpi?2qrXs.
(5) Calculer le polynôme minimal de α sur Q.

Exercice 4

On note ζ P C une racine primitive 11-ième de l'unité.
(1) Quel est le polynôme minimal de ζ sur Q ? Que vaut rQpζq : Qs ?
(2) Soit γ � cos

�
2π
11

�
. Déterminer le polynôme minimal de ζ sur Qpγq.

(3) En déduire rQpγq : Qs. Quel est le polynôme minimal de γ sur Q ?

Posons A �  
x� i

?
11y

(
x,yPZ � C. Pour z P A, on pose Npzq � |z|2.

(4) Montrer que Npzq P N et déterminer A�.
(5) Montrer que 2 est irréductible dans A et calculer p1 � i

?
11qp1 � i

?
11q. L'anneau A

est-il factoriel ?
(6) Posons α � 1�i

?
11

2
. Calculer le polynôme minimal de α sur Q.

(7) Montrer que B � tx� yαux,yPZ est euclidien.

Exercice 5

(1) Quels sont les polynômes irréductibles de degré 2 dans F2rXs ?
(2) Expliciter un polynôme P P F2rXs tel que F16 � F2rXs{xP y (il y a trois réponses
possibles, on n'en demande qu'une seule).
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