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La qualité de la rédaction sera un facteur d'évaluation important.

Exercices préliminaires

(1) Soit G un groupe �ni. Pour chaque nombre premier p divisant #G, soit Sp un p-Sylow
de G. Montrer que G est engendré par

�

p
Sp.

(2) Énoncer et démontrer le critère d'Eisenstein sur Z.
(3) Montrer que le polynôme X6 �X3 � 1 est irréductible dans QrXs.

Exercice 1

Soient q   p deux nombres premiers et G un groupe d'ordre p2q2. On suppose que G
est simple, et on note e son élément neutre.

(1) Montrer que l'ensemble SylppGq des p-Sylow de G a q2 éléments.
(2) Supposons que pour tous S, S1 P SylppGq, on a S X S1 � teu. Dénombrer l'ensemble des
éléments de G dont l'ordre divise q2, et en déduire une contradiction.

Il existe donc S, S1 P SylppGq distincts et tels que H :� S X S1 � teu.
(3) Expliquer pourquoi S et S1 sont abéliens. En déduire que S et S1 sont des sous-groupes
du normalisateur NGpHq � tg P G ; gHg�1 � Hu.
(4) Déterminer le nombre de p-Sylow de NGpHq.
(5) En déduire que NGpHq � G, puis une contradiction.
(6) Que peut-on en conclure ?

Exercice 2

Désignons par α le réel
a
1�?

3.
(1) Trouver le polynôme minimal P de α sur Q. Que vaut rQpαq : Qs ?
(2) Prouver que K � Qpα, i?2q est un corps de décomposition de P P QrXs.
(3) Calculer le degré de K sur Q.

Exercice 3

On pose ζ � e
2iπ
7 P C.

(1) Quel est le polynôme minimal de ζ sur Q ? Que vaut rQpζq : Qs ?
(2) Soit γ � cos

�
2π
7

�
. Déterminer le polynôme minimal de ζ sur Qpγq.

(3) En déduire rQpγq : Qs. Quel est le polynôme minimal de γ sur Q ?
(4) Posons α � ζ � ζ2 � ζ4. Déterminer le polynôme minimal de α sur Q.
(5) En déduire que α n'est pas réel. Quelles sont les valeurs de α� α et |α|2 ?

Posons A �  
x�i?7y

(
x,yPZ

et B � tx�yαux,yPZ � C. Pour z P B, on poseNpzq � |z|2.



(6) Montrer que A et B sont des sous-anneaux de Qpζq et que A � B.
(7) Montrer que si z P B, on a Npzq P N, puis déterminer B� et A�.
(8) Montrer que 2 est irréductible dans A, mais pas premier. L'anneau A est-il factoriel ?
(9) Montrer que B est euclidien.

Exercice 4

(1) Quels sont les polynômes irréductibles de degré 2 dans F2rXs ?
Posons P pXq � X5 �X2 � 1 P F2rXs, et �xons une clôture algébrique F2 de F2.

(2) E�ectuer la division euclidienne de P pXq par X2 �X � 1, puis expliquer pourquoi le
polynôme P pXq est irréductible dans F2rXs.
(3) Soit α P F2 une racine de P . Montrer que α est un générateur de F�32.
(4) Quel est le polynôme minimal de α2 sur F2 ?
(5) Quel est le degré du polynôme minimal de α3 sur F2 ?
(6) Expliquer pourquoi le polynôme X2 �X � 1 est irréductible dans F32rXs.
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