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Epreuve de Mr Brinon

La qualité de la rédaction sera un facteur d’évaluation important.

Exercices préliminaires

Soit n = 5 un entier. Quel est le sous-groupe de &,, engendré par les 5-cycles?
Montrer que tout anneau euclidien est principal.

Montrer que le polyndome X6 + X + X4 + X3 + X2 4+ X + 1 est irréductible dans Q[X].
Enoncer et démontrer le théoréme de la base télescopique.
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Exercice 1

Soient p et ¢ deux nombres premiers et G' un groupe d’ordre p3q. On note np et ng le
nombre de p-Sylow et de g-Sylow de G respectivement. On suppose que np > 1 et ng > 1.
(1) Expliquer pourquoi p # gq.

(2) Montrer que ng > q = np > p, et en déduire que nq € {p?,p3}.
(3) Supposons que ng = p3.
(a) Notons E I’ensemble des éléments d’ordre ¢ dans G. Calculer #E.
(b) Expliquer pourquoi cela contredit ’hypothése n, > 1.
(4) On a donc ng = p?. Montrer que ¢ = p + 1.
(5) En déduire que #G = 24.
(6) *Notons X l’ensemble des 3-Sylow de G (d’aprés ce qui précéde, on a #X = 4). Si
S € X, on note Ng(S) son normalisateur dans G, et on pose K = () Ng(S), c’est un
SeX
sous-groupe distingué de G.
(a) Si Se X, que vaut #Ng(S)?
(b) Si S,S" € X sont distincts, montrer que 3 ne divise pas #(Ng(S) n Ng(5")). En
déduire que #K € {1,2}.
(c) Supposons #K = 2. Montrer que G/K a quatre 3-Sylow, puis un unique 2-Sylow,
et que cela contredit I’hypothése no > 1.

(d) On adonc #K = 1. En interprétant K comme le noyau d’un morphisme de groupes

convenable, en déduire que G ~ Sy4.

Exercice 2
Posons j = e eCet A= Z[j] = {a + bj}a,pez < C.
(1) Construire soigneusement, un isomorphisme d’anneaux Z[X]/(X2 + X + 1) > A.
(2) Prouver que A est euclidien (utiliser ’application N: C — Ry¢ définie par N(z) = |z|?).
(3) Soit p > 3 un nombre premier. Montrer que p est irréductible dans A si et seulement si
—3 n’est pas un carré modulo p.
(4) Factoriser 3 en produit d’irréductibles dans A.

*. Plus difficile.



Exercice 3

2im

Onposecx=\5/§eR>oetC=eT€C.

)
) En considérant v = C*g_l , montrer que v/5 € Q(¢).
) Quel est le polynéme minimal P de o sur Q? En déduire [Q(a) : Q].
) Expliciter une base de Q(a) sur Q. Que vaut [Q(a?) : Q] ? En déduire que le polynéme
X5 — 4 est irréductible sur Q.
) Expliquer pourquoi K := Q((, «) est le corps de décomposition de P dans C.
) Que vaut [K : Q]?

) Quel est le polynéme minimal de ¢ sur Q(a, v/5)?

)

Exercice 4

Soit Q une cléture algébrique de F3. Si n € N5, on note Fgn 1’unique sous-corps de
cardinal 3" dans Q, ®7 € Z[X] le 7-iéme polynéme cyclotomique et ®7 son image dans
F3[X]. .

(1) Démontrer que ®7 est séparable.

(2) Expliquer soigneusement pourquoi les racines de ®; dans € sont les éléments d’ordre 7
dans le groupe multiplicatif Q*.

(3) Soit a € Q une racine de ®7. A quelle condition sur n € Nsg a-t-on o € Fan ?

(4) En déduire [F3(c) : F3], puis que ®7 est irréductible sur Fs.

(5) Dessiner le diagramme des sous-corps de Fz(a).

(6) Posons 8 = o + a2 + o € F3(a).

(a) Expliquer pourquoi 8 ¢ Fs.

(b) Exprimer 32 en fonction de B.

(c) Montrer que F3(8) = Fy.

(d) Calculer le polynome minimal de 8 sur Fs.



