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La qualité de la rédaction sera un facteur d'évaluation important.

Exercices préliminaires

(1) Soit n ¥ 5 un entier. Quel est le sous-groupe de Sn engendré par les 5-cycles ?
(2) Montrer que tout anneau euclidien est principal.
(3) Montrer que le polynôme X6�X5�X4�X3�X2�X�1 est irréductible dans QrXs.
(4) Énoncer et démontrer le théorème de la base télescopique.

Exercice 1

Soient p et q deux nombres premiers et G un groupe d'ordre p3q. On note np et nq le
nombre de p-Sylow et de q-Sylow de G respectivement. On suppose que np ¡ 1 et nq ¡ 1.

(1) Expliquer pourquoi p � q.
(2) Montrer que nq ¡ q � np ¡ p, et en déduire que nq P tp2, p3u.
(3) Supposons que nq � p3.

(a) Notons E l'ensemble des éléments d'ordre q dans G. Calculer #E.
(b) Expliquer pourquoi cela contredit l'hypothèse np ¡ 1.

(4) On a donc nq � p2. Montrer que q � p� 1.
(5) En déduire que #G � 24.
(6) ∗Notons X l'ensemble des 3-Sylow de G (d'après ce qui précède, on a #X � 4). Si
S P X, on note NGpSq son normalisateur dans G, et on pose K � �

SPX
NGpSq, c'est un

sous-groupe distingué de G.
(a) Si S P X, que vaut #NGpSq ?
(b) Si S, S1 P X sont distincts, montrer que 3 ne divise pas #pNGpSq X NGpS1qq. En

déduire que #K P t1, 2u.
(c) Supposons #K � 2. Montrer que G{K a quatre 3-Sylow, puis un unique 2-Sylow,

et que cela contredit l'hypothèse n2 ¡ 1.
(d) On a donc #K � 1. En interprétant K comme le noyau d'un morphisme de groupes

convenable, en déduire que G � S4.

Exercice 2

Posons j � e
2iπ
3 P C et A � Zrjs � ta� bjua,bPZ � C.

(1) Construire soigneusement un isomorphisme d'anneaux ZrXs{pX2 �X � 1q �ÑA.
(2) Prouver queA est euclidien (utiliser l'applicationN : C Ñ R¥0 dé�nie parNpzq � |z|2).
(3) Soit p ¡ 3 un nombre premier. Montrer que p est irréductible dans A si et seulement si
�3 n'est pas un carré modulo p.
(4) Factoriser 3 en produit d'irréductibles dans A.

∗. Plus di�cile.



Exercice 3

On pose α � 5
?

2 P R¡0 et ζ � e
2iπ
5 P C.

(1) Quel est le polynôme minimal de ζ sur Q ? Que vaut rQpζq : Qs ?
(2) En considérant γ � ζ�ζ�1

2
, montrer que

?
5 P Qpζq.

(3) Quel est le polynôme minimal P de α sur Q ? En déduire rQpαq : Qs.
(4) Expliciter une base de Qpαq sur Q. Que vaut rQpα2q : Qs ? En déduire que le polynôme
X5 � 4 est irréductible sur Q.
(5) Expliquer pourquoi K :� Qpζ, αq est le corps de décomposition de P dans C.
(6) Que vaut rK : Qs ?
(7) Quel est le polynôme minimal de ζ sur Qpα,?5q ?
(8) Expliquer pourquoi 5 5

?
2� 2

?
5� 14

5?8?
5
R Q.

Exercice 4

Soit Ω une clôture algébrique de F3. Si n P N¡0, on note F3n l'unique sous-corps de
cardinal 3n dans Ω, Φ7 P ZrXs le 7-ième polynôme cyclotomique et Φ7 son image dans
F3rXs.
(1) Démontrer que Φ7 est séparable.
(2) Expliquer soigneusement pourquoi les racines de Φ7 dans Ω sont les éléments d'ordre 7
dans le groupe multiplicatif Ω�.
(3) Soit α P Ω une racine de Φ7. À quelle condition sur n P N¡0 a-t-on α P F3n ?
(4) En déduire rF3pαq : F3s, puis que Φ7 est irréductible sur F3.
(5) Dessiner le diagramme des sous-corps de F3pαq.
(6) Posons β � α� α2 � α4 P F3pαq.

(a) Expliquer pourquoi β R F3.
(b) Exprimer β3 en fonction de β.
(c) Montrer que F3pβq � F9.
(d) Calculer le polynôme minimal de β sur F3.
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