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Exercice 1

Quels sont les idéaux, les idéaux premiers et les idéaux maximaux de Z {60Z ?

Solution : Si n P N¡0, les idéaux de Z {nZ sont les parties de la forme dZ {nZ où d est
un diviseur de n. Ici n � 60 � 22 � 3 � 5 : dressons la liste des diviseurs de 60. Elle est
résumée dans le diagramme suivant

3 2 5

6 4 10

12 15 20

60

qui se traduit par le treillis suivant

x3y x2y x5y

x6y?
� * 
 x4y?

�
x10yT4 ?
�

x12y?
� * 
 x15y

/�O/
x20yT4 ?
�

x60y � x0y
T4 ?� *




Parmi ceux-ci, les idéaux premiers correspondent aux diviseurs d qui sont premiers : ici, ce
sont x2y, x3y et x5y. Il sont tous maximaux.

Exercice 2

Soient K un corps et P,Q P KrY s non constants et premiers entre eux. Montrer que le
polynôme XP pY q �QpY q est irréductible dans KrX,Y s et dans KpXqrY s.
Solution : Posons fpX,Y q � XP pY q �QpY q P KrX,Y s.
 Supposons f � gh avec g, h P KrX,Y s. C'est une égalité dans KpY qrXs : comme
degXpfq � 1, on a degXpgq � 0 ou degXphq � 0. Quitte à échanger, supposons degXpgq � 0
et degXphq � 1 : cela montre que g P KrY s divise P et Q. Comme ils sont premiers entre
eux, on a nécessairement g P K�. Cela montre que f est irréductible dans KrX,Y s.
 L'anneau KrY s est factoriel. Comme pgcdpP,Qq � 1, le polynôme f P pKrY sqrXs est
primitif : comme il est irréductible dans KrX,Y s, il l'est aussi dans KpY qrXs.



Exercice 3

Posons A � Zr?2s � tx�?
2y ; x, y P Zu. C'est un sous-anneau de R.

(1) Quel est le corps des fractions de A ?
(2) Construire un isomorphisme ZrXs{xX2 � 2y �ÑA.
(3) Montrer que l'application σ : A Ñ A dé�nie par σpx � ?

2yq � x � ?
2y (pour tous

x, y P Z) est un morphisme d'anneaux. En déduire que l'application

N : AÑ N

x�
?
2y ÞÑ ��x2 � 2y2

��

est multiplicative (i.e. telle que Npz1z2q � Npz1qNpz2q pour tous z1, z2 P A).
(4) Montrer que muni du stathme N , l'anneau A est euclidien.
(5) Montrer que z P A� ô Npzq � 1. En déduire que α :� 1 � ?

2 P A� et préciser la
valeur de α�1.
(6) Dans cette question, on montre que A� � t�αkukPZ. Soit z � x � ?

2y P A� (avec
x, y P Z). Quitte à multiplier z par �1, on peut supposer que x ¥ 0.

(a) Montrer qu'il existe ε P t�1u tel que zαε � x1�
?
2y1 véri�e x1 P t�1u ou |x1|   x

[indication : justi�er que x ¡ 0 et |y| ¤ x, montrer que αε � ε�?
2 et calculer zαε,

puis traiter les cas |y| � x et |y|   x séparément].
(b) Conclure en itérant ce qui précède.
(c) En déduire un isomorphisme de groupes pZ {2Zq � Z

�ÑA�.
(7) Montrer que 5 est premier dans A, mais que 7 ne l'est pas.

Solution : (1) On a Z � A donc Q � FracpAq : comme
?
2 P A, on a donc Qp?2q � FracpAq.

Comme A � Qp?2q et Qp?2q est un corps, on a réciproquement FracpAq � Qp?2q donc
FracpAq � Qp?2q.
(2) Par la propriété universelle de l'anneau de polynômes ZrXs, il existe un unique mor-
phisme d'anneaux f : ZrXs Ñ R tel que fpXq � ?

2 (ce n'est autre que le morphisme
d'évaluation en

?
2). Par dé�nition, on a Impfq � A. Si P pXq P Kerpfq, notons P pXq �

pX2 � 2qQpXq � RpXq avec QpXq, RpXq P ZrXs et degpRq   2 la division euclidienne de
P pXq par X2�2 (licite puisque X2�2 est unitaire). Écrivons RpXq � x�yX avec x.y P Z :
on a RpXq P Kerpfq i.e. x �?

2y � 0. Comme p1,?2q est une base de Qp?2q sur Q, cela
implique x � y � 0, et donc P pXq P xX2 � 2y. On a donc Kerpfq � xX2 � 2y. L'inclusion
réciproque est immédiate : on a Kerpfq � xX2 � 2y. En passant au quotient, le morphisme
f induit un isomorphisme rf : ZrXs{xX2 � 2y �ÑA.
(3)  Considérons l'unique morphisme d'anneaux s : ZrXs Ñ A tel que spXq � �?2 (par
la propriété universelle de l'anneau de polynômes ZrXs encore). Comme spX2�2q � 0, il se
factorise en un morphisme d'anneaux rs : ZrXs{xX2�2y Ñ A. Combiné avec l'isomorphisme
de la question précédente, il fournit un morphisme d'anneaux σ : A Ñ A tel que σp?2q �
�?2, et donc σpx�?

2yq � x�?
2y pour tous x, y P Z.

 Comme σ est multiplicative, il en est de même de A Ñ A; z ÞÑ zσpzq, et donc de son
composé N avec la valeur absolue |.| : R Ñ R¥0. Notons que si x, y P Z, on a Npx�?2yq ���x2 � 2y2

�� P N.

(4) Soient z P A et d P Azt0u. On a λ � z
d
P FracpAq � Qp?2q : écrivons λ � u�?

2v avec

u, v P Q. Il existe x, y P Z tels que |u� x| ¤ 1
2
et |v � y| ¤ 1

2
: posons q � x � ?

2y P A.
On a

Npλ� qq � ��pu� xq2 � 2pv � yq2�� ¤ pu� xq2 � 2pv � yq2 ¤ 3
4

de sorte que si r � z � qd, on a Nprq ¤ 3
4
Npdq

(5) Si z P A�, on a zz�1 � 1 donc NpzqNpz�1q � Np1q � 1 : comme Npzq, Npz�1q P N, on
a Npzq � 1. Réciproquement, si z P A est tel que Npzq � 1, on a zσpzq P t�1u, donc z P A�
(d'inverse σpzq ou �σpzq). On a Np1�?

2q � 1 donc 1�?
2 P A�. On a α�1 � �1�?

2.
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(6) (a) On a
��x2 � 2y2

�� � 1 donc n � 0 et d'où x ¡ 0 vu l'hypothèse. Cela implique aussi
que 2y2 ¤ 1 � x2, d'où |y| ¤ x. On a zαε � zpε �?

2q � x1 �
?
2y1 avec x1 � εx � 2y et

y1 � x� εy. Choisissons ε P t�1u tel que εy   0.
 Si |y| � x, on a y1 � x� εy � 0, donc zpε�?

2q P t�1u.
 Si |y|   x, on a �2x   �2 |y|   0, donc �x   x� 2 |y|   x, i.e. |x1| � |x� 2 |y||   x.
(b) En répétant ce qui précède un nombre �ni de fois, on construit inductivement des suites
pzk � xk �

?
2ykq0¤k¤n dans A et pεkq1¤k¤n dans t�1u telles que z0 � z, zk � zk�1α

εk

et |xk|   |xk�1| pour tout k P t1, . . . , nu. Le processus s'arrête lorsque zn P t�1u (il
s'arrête nécessairement au bout d'un nombre �ni d'étapes parce que la suite p|xk|q1¤k¤n

est strictement décroissante et positive). Si k � �pε1�� � ��εnq P Z, on a donc zα�k P t�1u
et donc z � �αk.
(c) D'après la question précédente, l'application

ψ : t�1u � Z Ñ A�

pε, kq ÞÑ εαk

est surjective. C'est bien sûr un morphisme de groupes. Si pε, kq P Kerpψq, on a εαk � 1 :
comme α ¡ 0, cela implique ε � 1, et donc αk � 1, d'où k � 0 vu que |α| � 1. Cela montre
que ψ est un isomorphisme. On conclut en observant que t�1u � Z {2Z.
(7)  Supposons 5 réductible dans A : il existe z, z1 P A tels que zz1 � 5 et z, z1 R A� :
on a alors NpzqNpz1q � 25 et Npzq � 1 et Npz1q � 1, i.e. Npzq � Npz1q � 1. Écrivons
z � x � ?

2y avec x, y P Z : on a x2 � 2y2 � �5. Comme 2 n'est pas un carré modulo 5,
on a nécessairement x � 0 mod 5 et y � 0 mod 5, ce qui implique 25 | 5 : absurde. Cela
montre que 5 est irréductible dans A.
 On a p3�?2qp3�?2q � 7, mais Np3�?2q � 7, de sorte que 3�?2 R A�, ce qui montre
que 7 est réductible dans A.

Remarque. On le voit immédiatement en écrivant A{5A � F5rXs{xX2 � 2y � F25 (parce que 2 n'est pas un

carré modulo 5), et A{7A � F7rXs{xX2 � 2y � F7rXs{xpX � 3qpX � 3qy � F2
7.

Exercice 4

Posons K � Qp?2, 3
?
7q � R.

(1) Que vaut rK : Qs ?
(2) Donner une base de K vu comme Q-espace vectoriel.
(3) En déduire que le polynôme minimal de α :� ?

2� 3
?
7 sur Q n'est pas de degré 2 ou 3.

(4) En déduire que K � Qpαq et calculer le polynôme minimal de α sur Q.

Solution : (1) On a les inclusions Q � Qp?2q � K et Q � Qp 3
?
7q � K. On a rQp?2q :

Qs � 2 et rQp 3
?
7q : Qs � 3, parce que le polynôme minimal de

?
2 (resp. 3

?
7) sur Q est

le polynôme d'Eisenstein X2 � 3 (resp. X3 � 7). Par transitivité des degrés, cela implique
que 6 | rK : Qs. Par ailleurs, on a rK : Qs � rK : Qp?2qsrQp?2q : Qs ¤ 6 parce que
rK : Qp?2qs ¤ rQp 3

?
7q : Qs (le polynôme minimal de 3

?
7 sur Qp?2q divise son polynôme

minimal sur Q (qui est X3 � 7 comme on l'a vu). Finalement, on a rK : Qs � 6.
(2) Une base du Q-espace vectoriel Qp?2q est p1,?2q. D'après la question précédente, on
a 6 � rK : Qs � rK : Qp?2qs rQp

?
2q : Qslooooooomooooooon
�2

et donc rK : Qp?2qs � 3. Cela montre que le

polynôme minimal de 3
?
7 sur Qp?2q est de degré 3 : comme il divise X3 � 7, il est égal

à X3 � 7. Cela implique qu'une base du Qp?2q-espace vectoriel K est p1, 3
?
7, 3
?
7
2q. Le

théorème de la base téléscopique implique qu'une base de K comme Q-espace vectoriel est

donnée par B � p1,?2, 3
?
7,
?
2 3
?
7, 3
?
7,
?
2 3
?
7
2q.
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(3)  On a α2 � 2� 2
?
2 3
?
7� 3

?
7
2
. Si α était de degré 2 sur Q, il existerait x, y P Q tels

que α2 � xα � y � 0, donc 2
?
2 3
?
7 � 3

?
7
2 � x

?
2 � x 3

?
7 � y � 2 � 0, contredisant le fait

que B est libre sur Q.

 De même, on a α3 � 2
?
2� 6 3

?
7� 3

?
2 3
?
7
2 � 7. Si α était de degré 3 sur Q, il existerait

x, y, z P Q tels que α3 � xα2 � yα� z � 0, donc

3
?
2

3
?
7
2 � 2x

?
2

3
?
7� x

3
?
7
2 � py � 2q

?
2� py � 6q 3

?
7� 2x� z � 7 � 0,

contredisant le fait que B est libre sur Q.
(4) On a Q � Qpαq � K, donc rQpαq : Qs | 6. Comme rQpαq : Qs R t1, 2, 3u d'après la
question précédente, on a nécessairement rQpαq : Qs � 6, i.e. K � Qpαq (on a bien sûr
α R Q). Cela montre que le polynôme minimal de α sur Q est de degré 6.
Si P pXq � X3 � 7, on a P pα�?

2q � 0, donc α est racine de P pX �?
2q, donc a fortiori

de

P pX �
?
2qP pX �

?
2q � �pX �

?
2q3 � 7

��pX �
?
2q3 � 7

�

� pX2 � 2q3 � 7
�pX �

?
2q3 � pX �

?
2q3�� 49

� X6 � 6X4 � 12X2 � 8� 7p2X3 � 6Xq � 49

� X6 � 6X4 � 14X3 � 12X2 � 42X � 41

Comme il est de degré 6 et unitaire, X6� 6X4� 14X3� 12X2� 42X � 41 est le polynôme
minimal de α sur Q.

Exercice 5

(1) Montrer qu'il existe α P F27 tel que F27 � F3rαs et α3 � α� 1.
(2) Montrer que α engendre le groupe multiplicatif F�27.

Solution : (1) Posons P pXq � X3�X�1 P F3rXs. Il n'a pas de racine dans F3 : comme il est
de degré 3, cela implique qu'il est irréductible dans F3rXs. Il en résulte que F3rXs{xP pXqy
est une corps à 33 � 27 éléments : on a F3rXs{xP pXqy �ÑF27 et l'image α de la classe de
X a les propriétés requises.
(2) Le groupe F�27 est d'ordre 26 � 2� 13 : d'après le théorème de Lagrange, l'ordre de α
dans F�27 divise 26. L'élément α n'est pas d'ordre 2, vu qu'il est de degré 3 sur F3. Comme
on est en caractéristique 3, on a α9 � pα3q3 � pα � 1q3 � α3 � 1 � α � 1. En multipliant
par α3, cela implique que α12 � pα� 1qpα� 1q � α2 � 1, et donc α13 � α3 � α � �1. On
a donc α13 � 1 et α n'est pas d'ordre 13 : il est donc nécessairement d'ordre 26, et c'est un
générateur de F�27.
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