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Exercice 1

Soit A un anneau tel que p@a P Aq pDn P N¡1q an � a. Montrer que les idéaux premiers
de A sont maximaux.

Solution : Soit p � A un idéal premier : l'anneau A{p est intègre, et pour tout α P A{p, il
existe n P N¡1 tel que αn � α. Si en outre α � 0, on a alors αn�1 � 1 (car A{p est intègre),
et donc α est inversible dans A{p. L'anneau A{p est donc un corps, i.e. p est maximal.

Exercice 2

Posons A � Z
�
i
?

7
� �  

x� yi
?

7
(
x,yPZ � C et P pXq � X2 �X � 2.

(1) Expliquer pourquoi A est un anneau. Décrire explicitement son corps des fractions K.
(2) Montrer que P est irréductible dans ArXs, mais réductible dans KrXs.
(3) Montrer que A n'est pas factoriel.

On pose θ � 1�i?7
2

P C, et B � Zrθs � tx� yθux,yPZ.
(4) Quel est le corps des fractions de B ?

Si z P C, on pose Npzq � |z|2 � zz.

(5) Montrer que N est multiplicative et que NpBq � N.
(6) Déterminer B�.
(7) Montrer que B est principal.
(8) Construire soigneusement un isomorphisme ZrXs{xP pXqy �ÑB.
(9) Si p est un nombre premier, décrire B{pB en précisant s'il est non intègre ou non réduit
[indication : on s'intéressera au discriminant de P , et on discutera suivant que �7 est un
carré modulo p ou non, en traitant les cas p � 2 et p � 7 séparément].
(10) Donner la décompositon de 66 en produit d'éléments irréductibles dans B.
(11) Calculer le pgcd de 2 et 7 dans B, puis de 1 � 2θ et �1 � 3θ.

Solution : (1)  Soit ε : ZrXs Ñ C le morphisme d'évaluation en i
?

7. Comme le polynôme
minimal de i

?
7 surQ est le polynômeX2�7 P ZrXs, on a Kerpεq � xX2�7y, et ε se factorise

en un morphisme d'anneaux injectif rε : ZrXs{xX2 � 7y Ñ C. La division euclidienne par
X2�7 dans ZrXs implique que Impεq � Imprεq � A, ce qui montre que A est un sous-anneau
de C (et qu'en outre ZrXs{xX2 � 7y �ÑA).
 Le corps K est une extension de Q : on a Q

�
i
?

7
� �  

x � yi
?

7
(
x,yPQ � K. Comme

Q
�
i
?

7
�
est un corps (c'est le corps de décomposition du polynôme X2 � 7 dans C), on a

nécessairement K � Q
�
i
?

7
�
.

(2) Supposons P pXq � P1pXqP2pXq avec P1, P2 P ArXs. Soit a1 (resp. a2) le coe�cient
dominant de P1 (resp. P2). On a a1a2 � 1 (le coe�cient dominant de P ) : quitte à diviser
P1 par a1 et P2 par a2, on peut supposer P1 et P2 unitaires. Si degpP1q � degpP2q � 1,



alors P a une racine dans A, ce qui n'est pas. En e�et, les racines de P sont θ � 1�i?7
2

et

θ � 1�i?7
2

: ce ne sont pas des éléments de A, parce que la famille
�
1, i

?
7
�
est une base du

Q-espace vectoriel K. On a donc nécessairement degpP1q � 0 ou degpP2q � 0, i.e. P1 � 1
ou P2 � 1, ce qui prouve l'irréductibilité de P dans ArXs.
La factorisation P pXq � �

X � θ
��
X � θ

�
montre que P est réductible dans KrXs.

(3) Supposons A factoriel. Comme P est unitaire donc primitif, et irréductible dans ArXs :
cela implique que P est irréductible dans KrXs, contredisant la question (2). L'anneau A
n'est donc pas factoriel.

Remarque. On peut aussi invoquer la non unicité de la factorisation avec l'égalité
�
1�i?7

��
1�i?7

� � 23 (il faut
justi�er que les facteurs sont irréductibles et non associés), ou le fait que 2 P A est irréductible (avec l'application

N introduite plus bas) mais pas premier parce que A{2A � ZrXs{x2, X2�7y � F2rXs{xX2�1y � F2rXs{xX�1y2.

(4) On a A � B � K, ce qui implique que le corps des fractions de B est K.
(5) Si z P C, on a |z|2 � zz P R¥0 (où z est le conjugué complexe de z). Comme z ÞÑ z
est un automorphisme du corps C, on a |z1z2|2 � |z1|2 |z2|2 pour tous z1, z2 P C. En
particulier, on a Npz1z2q � Npz1qNpz2q pour tous z1, z2 P B.
Soit z P B : écrivons z � x� yθ avec x, y P Z. On a alors

Npzq � �
x� yθ

��
x� yθ

� � x2 � xy � 2y2 P Z

ce qui implique que Npzq P ZXR¥0 � N.
(6) Si z P B�, on a 1 � Npzz�1q � NpzqNpz�1q : comme Npzq, Npz�1q P N, cela montre
que Npzq � 1. Écrivons z � x� yθ avec x, y P Z : on a

Npzq � x2 � xy � 2y2 � �
x� y

2

�2 � 7
4
y2.

On a en particulier 7
4
y2 ¤ 1, donc y � 0 (parce que y P Z), et donc x2 � 1, soit z � x P t�1u.

Comme �1 P B�, on a B� � t�1u.
(7) Montrons que B est euclidien, ce qui implique qu'il est principal. Soient a, b P B avec
b � 0. On a z :� a

b
P FracpBq � K : on peut écrire de façon unique z � x�yθ avec x, y P Q.

Soit v P Z l'entier le plus proche de y. Soit ensuite u P Z l'entier le plus proche de x� y�v
2

:

on a
���x� u� y�v

2

��� ¤ 1
2
et |y � v| ¤ 1

2
. Posons q � u�vθ P B : on a z�q � px�uq�py�vqθ.

D'après la question précédente, on a

|z � q|2 � �
x� u� y�v

2

�2 � 7
4
py � vq2 ¤ �

1
2

�2 � 7
4

�
1
2

�2 � 11
16

  1.

En multipliant par Npbq � |b|2, il vient Npa� qbq   Npbq, ce qui montre que a admet une
division euclidienne par b pour le stathme N .

Remarque. Graphiquement, cela correspond au fait que les disques ouverts de rayon 1 centrés en les points
d'a�xes appartenant à B recouvrent le plan complexe, comme le montre la �gure suivante :

0


1


θ
θ � 1



2



(8) Soit ϕ : ZrXs Ñ C le morphisme d'évaluation en θ. Le polynôme P est irréductible sur
Q : c'est le polynôme minimal sur Q de sa racine θ. La division euclidienne par le polynôme
unitaire P dans ZrXs implique que Kerpϕq � xP pXqy, et que Impϕq � B. En passant au
quotient, le morphisme ϕ induit donc un isomorphisme rϕ : ZrXs{xP pXqy �ÑB.
(9) En réduisant l'isomorphisme de la question précédente modulo p, on a un isomorphisme
FprXs{xP pXqy �ÑB{pB où P désigne l'image de P dans FprXs (on utilise l'isomorphisme
naturel pZrXs{xP pXqyq{ppZrXs{xP pXqyq �ÑFprXs{xP pXqy). Le discriminant de P vaut �7.
 Si p � 2, on a B{2B � F2rXs{xX2 � Xy � F2rXs{xXy � F2rXs{xX � 1y en vertu du
théorème des restes chinois, donc B{2B � F2

2 est réduit mais pas intègre.
 Si p � 7, le discriminant de P est nul, donc P a une racine double : P pXq � pX � 3q2.
Cela implique que B{7B � F7rXs{xX � 3y2 n'est pas réduit.
 Si p R t2, 7u et �7 est un carré modulo p, écrivons �7 � α2 : on a alors

P pXq � �
X � 2�1

�2� 4�17 � �
X � 2�1

�2�p2�1αq2 � �
X � 2�1p1�αq��X � 2�1p1�αq�

et le théorème des restes chinois montre que B{pB � FprXs{xX�2�1p1�αqy�FprXs{xX�
2�1p1 � αqy � F2

p est réduit mais pas intègre.

 Si p R t2, 7u et �7 n'est pas un carré modulo p, alors P n'a pas de racine dans Fp : étant
de degré 2, il est irréductible dans FprXs, ce qui implique que B{pB � Fp2 est un corps.
(10) On a 66 � 2 � 3 � 11 dans Z : il s'agit de factoriser 2, 3 et 11.
 On a θ2 � θ � 2 � 0, donc 2 � θp1 � θq. Comme Npθq � Np1 � θq � 2, les éléments θ et
1� θ � θ sont irréductibles dans B, ce qui montre que la factorisation de 2 est 2 � θp1� θq.
 Comme on l'a vu dans la question précédente, on a B{3B � F3rXs{xX2 �X � 1y � F9

parce que X2 �X � 1 est irréductible dans F3rXs car de degré 2 sans racine.

Remarque. On peut aussi invoquer le fait que B ne contient pas d'élément de norme 3 : en e�et, si x, y P Z,

on a Npx� yθq � �
x� y

2

�2 � 7
4
y2 : si Npx� yθq � 3, on a nécessairement |y| ¤ 1. On a y � 0 parce que x2 � 3

et impossible. On a nécessairement y P t�1u : quitte à multiplier par �1, on peut supposer que y � 1 : on a
�
x � 1

2

�2 � 5
4
, i.e. x � �1�?5

2
R Z : contradiction.

 On a 11 � 4� 7 � Np2� i
?

7q, ce qui montre que 2� i
?

7 sont irréductibles dans B : la
factorisation de 11 est donc 11 � �

2 � i
?

7
��

2 � i
?

7
� � p1 � 2θqp3 � 2θq.

Finalement, la décomposition de 66 en produit de facteur irréductibles dans B est

66 � 3θp1 � θqp1 � 2θqp3 � 2θq.

(11)  On a pgcdp3, 7q � 1 dans Z donc a fortiori dans B (on a la relation de Bezout
1 � 5 � 3 � 2 � 7).
 On a Np1� 2θq � 11 et Np�1� 3θq � 16, ce qui implique que pgcdp1� 2θ,�1� 3θq � 1.

Exercice 3

Soient j P C une racine primitive 3-ième de l'unité et α � j �?
2 P C.

(1) Quel est le polynôme minimal de j sur Q ? Que vaut rQpjq : Qs ?
(2) Montrer que

?
2 P Qpαq.

(3) En déduire que Qpαq � Qpj,?2q.
(4) Calculer rQpαq : Qs.
(5) Quel est le polynôme minimal de j sur Qp?2q ?
(6) Calculer le polynôme minimal de α sur Q.

Solution : (1) Le polynôme minimal de j sur Q est le 3-ième polynôme cyclotomique
Φ3pXq � X2 �X � 1. Cela implique que rQpjq : Qs � 2.
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(2) On a j � α�?
2, donc Φ3

�
α�?

2
� � 0, i.e.

�
α�?

2
�2 � α�?

2 � 1 � 0, soit encore
α2�α� 3�p2α� 1q?2 � 0. Comme α R R (parce que =pαq � =pjq � 0), on a 2α� 1 � 0,

ce qui montre que
?

2 � α2�α�3
2α�1

P Qpαq.
(3) D'après la question précédente, on a aussi j � α � ?

2 P Qpαq, ce qui montre que
Qpj,?2q � Qpαq. Comme on a bien sûr α P Qpj,?2q et donc Qpαq � Qpj,?2q, on a
Qpαq � Qpj,?2q.
(4) Par transitivité des degrés, on a rQpαq : Qs � rQp?2qpjq : Qp?2qsrQp?2q : Qs. Comme
rQp?2q : Qs � 2 (parce que le polynôme minimal de

?
2 sur Q est le polynôme d'Eisenstein

X2 � 2) et j R Qp?2q (parce que j R R et Qp?2q � R) alors que rQp?2qpjq : Qp?2qs ¤
rQpjq : Qs � 2, on a nécessairement rQp?2qpjq : Qp?2qs � 2, d'où rQpαq : Qs � 4.
(5) Le polynôme minimal de j sur Qp?2q divise Φ3pXq � X2 �X � 1. Par ailleurs, il est

de degré rQp?2qpjq:Qs
rQp?2q:Qs � 2 : c'est donc X2 �X � 1.

(6) D'après la question (4), le degré du polynôme minimal de α sur Q est rQpαq : Qs � 4.
Par ailleurs, on a α2 � α � 3 � p2α � 1q?2 en vertu de la question (1), de sorte que
pα2 � α � 3q2 � 2p2α � 1q2, soit α4 � α2 � 9 � 2α3 � 6α2 � 6α � 8α2 � 8α � 2, i.e.

α4 � 2α3 � α2 � 2α� 7 � 0, ce qui implique que le polynôme minmal de α sur Q est

X4 � 2X3 �X2 � 2X � 7.

Exercice 4

(1) Montrer que le polynôme X4 �X3 �X2 �X � 1 est irréductible dans F2rXs.
On a donc F2rXs{xX4 � X3 � X2 � X � 1y �ÑF16. On note α P F16 une racine de

X4 �X3 �X2 �X � 1.

(2) Quels sont les sous-corps de F16 ?
(3) L'élément α est-il un générateur du groupe multiplicatif F�16 ?
(4) Combien le groupe F�16 a-t-il de générateurs ? Quels sont les polynômes minimaux sur
F2 de ces générateurs ?
(5) Montrer que β � α2 � α est un générateur du groupe F�16.
(6) Le polynôme P pXq � X5 �X2 � 1 est-il irréductible dans F2rXs ? Dans F16rXs ?
Solution : (1) Le polynôme X4 � X3 � X2 � X � 1 n'a pas de racine dans F2 : s'il
était réductible dans F2rXs, il aurait pour seul diviseur irréductible l'unique polynôme
irréductible de degré 2 dans F2rXs, i.e. X2 �X � 1, mais pX2 �X � 1q2 � X4 �X2 � 1 :
contradiction. Cela montre que X4 �X3 �X2 �X � 1 est irréductible dans F2rXs.
(2) Ce sont F2, F4 et F16.
(3) Le groupe F�16 est cyclique d'ordre 15. Comme pX�1qpX4�X3�X2�X�1q � X5�1,
l'élément α est racine de X5�1 : il est d'ordre divisant 5, donc d'ordre 5 (parce que α � 1)
dans F�16. Cela implique que α n'est pas un générateur du groupe F�16.
(4)  Étant cyclique d'ordre 15, le groupe F�16 admet ϕp15q � ϕp3qϕp5q � 8 générateurs.
 Un générateur du groupe cyclique F�16 engendre l'extension F16 {F2 : son polynôme
minimal sur F2 est de degré 4. Les polynômes irréductibles de degré 4 dans F2rXs sont
X4�X3�1,X4�X�1 etX4�X3�X2�X�1 (sans racines et non divisibles parX2�X�1,
on sait qu'il y en a 3 � #F16 �#F4

4
). On a vu que les racines de X4�X3�X2�X�1 sont

d'ordre 5 dans le groupe F�16 : les polynômes possibles sont donc X4�X3�1 et X4�X�1.
(5) On a β2 � α4�α2 � α3�α�1 donc β4 � α6�α2�1. Comme α5 � 1, on a α6 � α, de
sorte que β4 � α2�α�1 � β�1, ce qui montre que β est racine du polynôme X4�X�1 :
c'est donc un générateur du groupe F�16 en vertu de la question précédente.

Remarque. Sans invoquer la question précédente, on peut observer que β3 � 1 (sinon β � β4 � β � 1 ce qui

est absurde), et β5 � βpβ � 1q � β2 � β � α3 � α2 � 1 � 1, ce qui implique que l'ordre de β divise 15 mais ni
3 ni 5 : c'est 15.
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(6)  Le polynôme P n'a pas de racine dans F2. Par ailleurs, la division euclidienne de
P pXq par X2 �X � 1 est P pXq � pX2 �X � 1qpX3 �X2q � 1, ce qui montre que P pXq
n'est pas divisible par X2 �X � 1, l'unique polynôme irréductible de degré 2 dans F2rXs.
Cela implique que les facteurs irréductibles de P dans F2rXs sont tous de degré ¥ 3 : le
polynôme P est irréductible dans F2rXs.
 Soit θ une racine de P (dans une extension convenable de F16) : on a d :� rF16pθq :
F16s ¤ degpP q � 5. Comme P est irréductible sur F2, on a rF2pθq : F2s � 5. On a donc le
diagramme de corps suivant :

F16pθq

F2pθq F16

d

F2

5 4

Par transitivité des degrés, on a 5 | 4d, et donc 5 | d : comme d ¤ 5, on a d � 5. Cela
implique que le polynôme minimal de θ sur F16 est de degré 5. Comme il divise P qui est
de degré 5 : c'est P lui-même. Ce dernier est donc irréductible dans F16rXs.

Exercice 5

(1) Prouver sans calcul que les anneaux A :� F2rXs{xX3 �X � 1y et B :� F2rY s{xY 3 �
Y 2 � 1y sont isomorphes.
(2) Construire explicitement un isomorphisme A

�ÑB.

Solution : (1) Les polynômes X3 � X � 1 et Y 3 � Y 2 � 1 sont irréductibles dans F2rXs
(car de degré 3 sans racine). Cela implique que A et B sont deux corps de cardinal 23 � 8.
Comme il existe un seul corps de cardinal 8 à isomorphisme près, cela implique que A et B
sont des anneaux isomorphes.
(2) Notons α (resp. β) l'image de X (resp. Y ) dans A (resp. B). Commençons par observer
que l'image de α par un isomorphisme de corps A

�ÑB est une racine de X3�X�1 dans B.
Or la relation β3�β2�1 � 0 implique que 1�β�1�β�3 � 0, ce qui signi�e que β�1 � β2�β
est une telle racine. On peut donc construire un isomorphisme de la façon suivante : on part
du morphisme f : F2rXs Ñ B d'évaluation en β2 � β (c'est l'application P ÞÑ P pβ2 � βq).
Comme β2 � β est racine de X3 �X � 1, et comme ce dernier est irréductible sur F2, c'est
le polynôme minimal de β2 � β sur F2. Cela implique que Kerpfq � xX3 � X � 1y. Le
morphisme f se factorise donc en un morphisme injectif rf : AÑ B. C'est un isomorphisme
par cardinalité.

Remarque. En fait, il y a bijection entre l'ensemble des isomorphismes A
�ÑB et celui des racines de X3�X�1

dans B. Comme on a trois racines (ce sont β�1 � β2 � β, β�2 � β4 � β2 � β � 1 et β�4 � β2 � 1), on a trois
tels isomorphismes.
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