Extensions de corps

Dans tout ce qui suit, les corps seront supposés commutatifs.
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Extensions de corps

Soit K un corps.

Définition

Une extension de K est un corps L qui contient K comme
sous-corps. On note L/K I'extension. Un morphisme d'extensions
entre L1/K et Lp/K est un morphisme f: L1 — L qui induit
I'identité sur K. On parle aussi du K-morphisme f: L1 — Lo.

Exemples

(1) C/R, R/Q, Q(X)/Q.

(2) Q [\/ﬂ ={a+ bV2; a,b € Q) est un sous-corps de C. C'est
'image du morphisme ev, 55 o1 Q[X] — C qui envoie P sur P(v/2),
dont le noyau est (X? —2) : il induit un isomorphisme
Q[X]/(X?2-2)3Q [\/ﬂ Comme X2 — 2 est irréductible dans
Q[X], cela montre que Q [v/2] est un corps : c'est une extension de

Q.
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Définition

Les corps Q et F, := Z /pZ avec p premier sont appelés les corps
premiers.

Proposition

On a les deux possibilités suivantes :
e car(K) =0donc Q C K;
e car(K) = p est premier et F, C K.
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Montrer que le seul automorphisme d'un corps premier est |'identité.

Remarque

Si L/K est une extension, alors L est naturellement muni d'une
structure de K-espace vectoriel (on peut additionner les éléments
de L et les multiplier par un élément de K).

Définition

| A\

Le degré de I'extension L/K est I'entier (fini ou infini)
[L: K] :=dimg(L). Si le degré est fini, on dit que I'extension L/K
est finie.

| \

Exemple

[C:R] =2 [R:Q] =00, [Q(X): Q] =c0et [Q[v2]:Q] =2
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Théoréme- Construction fondamentale

Si P € K[X] est irréductible de degré d, le quotient K[X]/(P(X))
est une extension de degré d de K. Une base est fournie par
(1,X,X?,...,X91) (ou X est I'image de X dans K[X]/(P(X))).
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Remarques

(1) Calcul des inverses dans K[X]/(P(X)). Si Q € K[X] est tel que
m(Q) = a € K[X]/(P(X))*, ona Q ¢ (P), donc pgcd(P,Q) =1 :
il existe une relation de Bézout UP + QV =1 avec U, V € K[X].
Dans K[X]/(P(X)), ona QV =1: V est un représentant de a~!
dans K[X].

(2) On voit sur cet exemple d'ou vient la terminologie de « degré »
d'une extension.

Exemple

P = X2 — 2 est irréductible dans Z[X] : il I'est dans Q[X].
L'extension correspondante est Q[v2] = {x + yv/2, x,y € Q}; on
a [Q[v2] : Q] = 2. Calculons I'inverse de 14 /2. On a
X?—2=(X—1)(X+1)—1: en projetant dans Q[/2], il vient
(1+v2) 1=-1++2
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Exercice

Soit P € K[X]. Montrer que les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) P est irréductible;
(i) K[X]/{P(X)) est un corps;
(i) K[X]/(P(X)) est un intégre.
A quelle condition sur P I'anneau K[X]/(P(X)) est-il réduit?

Théoréme de la base télescopique

| \

Si L/K et M/L sont des extensions, alors M/K est une extension,
et

[M: K] =[M:L][L:K].
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La proposition précédente se résume simplement par le diagramme
suivant :
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Extensions de corps

Définition
Soit L/K une extension. Une sous-extension de L/K est un
sous-corps E de L qui contient K.

R et une sous-extension de C/ Q.

Remarques

(1) D’aprés le théoréeme de la base télescopique, si E/K est une
sous-extension d'une extension finie L/ K, alors [E : K]|[L : K]. Cela
implique par exemple que si [L : K] est premier, les seules
sous-extensions de L/K sont L et K.

(2) Si L/K est une extension et (E;)jc/ une famille de

sous-extensions, alors (] Ej est une sous-extension de L/K.
i€l
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Soient L/K une extension et S C L. La sous-extension de L/K
engendrée par S est la plus petite sous-extension de L/K qui
contient S. Elle existe et est unique : c'est l'intersection des
sous-extensions de L/K qui contiennent S. On la note K(S).

On dit que L est engendrée par S sur K si L = K(S). L'extension
L/K est dite de type fini s'il existe S fini tel que L = K(S).

Remarques

(1) K(S) est constitué des éléments qui peuvent s'écrire sous
R(si,...,sn) avec sq,...,5p € Set R € K(X1,...,X,) une
fraction rationnelle dont le dénominateur ne s'annule pas en
(S1,---,5n)

(2) Si L/K est finie, alors c'est une extension de type fini (une
K-base de L est génératrice). A\ La réciproque est fausse : Q(X)
est de type fini sur Q, mais [Q(X) : Q] = oc.
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Définition - compositum

Soient L/K une extension et Ej, E; deux sous-extensions. Leur
compositum est la sous extension engendrée par E; U E. Clest la
plus petite sous-extension de L/K qui contient E; et E; : on la
note E; E>.

| 5\

Remarques

(1) Si E; = K(Sl) et £, = K(Sg), alors E1E; = K(Sl U 52)
(2) AEn général, E; U E; n'est pas une sous-extension de L/K.

L
|
EiE

EiNE
K
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Extensions algébriques

Soient L/K une extension et « € L. On dispose du morphisme
d'évaluation en «

evok: K[X] =L
P — P(a).

On note K[a] son image.

Définition

(1) On dit que « est transcendant sur K si le morphisme ev,, x est
injectif, et algébrique sur K dans le cas contraire.

(2) Si « est algébrique sur K, on appelle polynéme mininal de «
sur K l'unique générateur unitaire de Ker(ev, k). On le note P, k.
Le degré de o sur K est le degré de P, k, on le note deg ().
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Remarque

/\Les notions qui précédent dépendent trés fortement du corps de
base. Par exemple, si X est une indéterminée, alors X € Q(X) est
transcendant sur Q, mais algébrique sur Q(X). L'élément i € C est
algébrique sur R et sur C, mais P;g(X) = X? + 1 et
Pic(X)=X—1i.

Exemples

(1) Si L = K(X) et P est un polynéme non constant, alors P est
transcendant sur K. Les nombres 7 et e sont transcendants sur Q
(mais c’est un peu difficile a prouver).

(2) Si a € K, alors « est algébrique sur K, et P, x(X) =X — a.
(3) Les nombres V2, V/2 + /3 sont algébriques sur Q, de
polyndmes minimaux sur Q respectifs X2 — 2 et X* — 10X? 4 1.
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Proposition

Soient L/K une extension et o € L algébrique sur K. Alors P, x
est irréductible dans K[X], et I'anneau K[X]/(Pa k) =~ K[c] est un
corps. En particulier, on a K(a) = K|a] et [K(«) : K] = degy ().

Remarque

Si L/K est une extension, P € K[X] un polynéme unitaire
irréductible dans K[X] et « € L une racine de P, alors P, x = P.

v
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Exemple
Si n € N>o, le polynéme X" — 2 est irréductible dans Z[X]
(Eisenstein), donc dans Q[X]. Comme il admet e” "™ /2 comme

q ; . - 2ikm
racine, c'est le polynéme minimal de e“» /2 pour tout
ke{0,...,n—1},

Proposition

Soient L/K une extension, E/K une sous-extension et « € L
algébrique sur K. Alors « est algébrique sur E et P, g | Py k dans
E[X].

Exemple

Les nombres v/2, v/2 + /3 sont algébriques sur Q, donc a fortiori
sur £ = Q[v/2]. Les polyndmes minimaux sur £ sont X — /2 et
X2 -22X -1 respectivement.
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Proposition - critére d'algébricité

Soient L/K une extension et o € L. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) « est algébrique sur K ;

(ii

) K[a] est un corps;
(iii) K(«) est un K-espace vectoriel de dimension finie;
)

(iv) il existe une sous-extension finie E de L/K telle que o € E.

Corollaire

Soient L/K une extension et «, 5 € L* algébriques sur K, alors

a — f3 et afs~! sont algébriques sur K. En particulier, I'ensemble
des éléments de L qui sont algébriques sur K est une sous-extension
de L/K.
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Définition - corps des nombres algébriques

On pose Q = {z € C; z est algébrique sur Q}.

D’aprés le corollaire, c'est un sous-corps de C : on |'appelle le corps
des nombres algébriques.

Proposition

Le corps Q est dénombrable.

Corollaire

On a Card(C\Q) = Card(C).
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Remarque historique

Théoréme de Liouville

Soit « € QN R de degré d > 1 sur Q. Il existe une constante
c(a) € Rxy telle que pour tout (p, g) € Z x Nxg, on ait

‘a—§‘>%.

Corollaire - premiéres constructions de nombres transcendants

o0
> % est transcendant sur Q.
n=0
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Extensions finies, extensions algébriques

Définition

Une extension L/K est dite algébrique si tous les éléments de L
sont algébriques sur K.

Exemple

Les extensions Q/ Q et Q(X)[v/2]/ Q(X) sont algébriques, mais
R/Q et Q(X)/Q ne le sont pas.

Proposition

| \

Les intersection et les composés d'extensions algébriques sont
algébriques. Une sous-extension engendrée par des éléments
algébriques est algébrique.

N
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Proposition

Une extension L/K est finie si et seulement si elle est algébrique et
de type fini.
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Remarques

(1) On a montré qu'une extension L/K est finie si et seulement si
elle est de la forme L = K(ay,...,ap) avec aq,...,ap € L
algébriques sur K.

(2) Si K est de caractéristique nulle et L/K est finie, on peut
montrer qu'il existe o € L tel que L = K(«) (théoréme de I'élément
primitif ).

(3) /A\Une extension algébrique n'est pas nécessairement finie. Par
exemple, Q/ Q est algébrique par définition, mais elle n'est pas de

degré fini (car n = [Q (v/2) : Q] < [Q: Q] pour tout n € N).

Exercice

Montrer que toute extension algébrique est réunion de ses
sous-extensions finies.
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Corollaire

Soient M/L et L/K deux extensions. Alors M/K est algébrique si
et seulement si M/L et L/K sont algébriques.

| 5\

Proposition

Soient L/K une extension et L1/K, Lp/K deux sous-extensions
finies. Alors L1Ly/K est finie et [L1L; : K] < [L1 : K][L2 : K].
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Remarque

A\L'inégalité précédente peut &étre stricte. C'est trivialement le cas
lorsque L1 = Ly # K. Autre exemple (plus instructif) : K = Q,

Ly :@(\3@) et L =Q(jV2).
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Corollaire

Soient L/K une extension et Lj, Ly deux sous-extensions finies tq
pged([L1 : K], [L2: K]) =1, alors [L1Ls : K] =[L1 : K][L2 : K].

Exercices

(1) Calculer les degrés de Q(\ﬁ, \2/5) Q(ﬁ, \/§) Q(ﬂ, V3, \/5)
sur Q.

(2) Montrer que Q(v2,Vv/3) = Q(vV2 + v/3) et

Q(v2,V2) = Q(v2 + V2).

(3) Soient L/K une extension et Ly, Ly deux sous-extensions
algébriques. Montrer que L;Ly/K est algébrique.
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Corps de rupture, corps de décompaosition

Définition

Soient L/K une extension de corps et P € K[X].

(1) On dit que L est un corps de rupture si L est engendré sur K
par une racine de P.

(2) On dit que P est scindé sur L si ses facteurs irréductibles dans
L[X] sont tous degré 1.

(3) On dit que L est un corps de décomposition de P sur K si P
est scindé dans L[X] et L est engendré sur K par les racines de P.

Exemples

(1) C est corps de rupture (et de décomposition) de X? + 1 sur R.
(2) Le corps Q(+/2) est un corps de rupture de X3 — 2 sur Q, mais
pas un corps de décomposition : il ne contient pas jv/2. Le corps
Q(j, ¥/2) est un corps de décomposition.
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Proposition

Si P € K[X] est irréductible, le corps K[X]/(P(X)) est un corps de
rupture de P sur K, et tout corps de rupture de P sur K est
isomorphe a K[X]/(P(X)).

Corollaire
Tout P € K[X] admet un corps de décomposition.
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P(X) = X3 — 2 € Q[X] est irréductible sur Q. Un corps de rupture
de P est Q(v/2) C C. Un corps de décomposition est Q(j, v/2).

Exercice

Si P € K[X] est de degré d et L est un corps de décomposition de
Psur K,ona[L:K]<d!
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Théoréme - Prolongement des isomorphismes

Soient L1 /Ky et Lo/Ko des extensions, : K1 — Ko un
isomorphisme, et P € K1[X] un polynéme irréductible. Notons
©(P) € Kz[X] le polynéme irréductible obtenu en appliquant ¢ aux
coefficients de P. Soient o € L; (resp. 8 € L») une racine de P
(resp. de ©(P)). Il existe un unique isomorphisme

@ Ki(a) = K2(B) qui prolonge ¢ et tel que $(a) = .
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On peut résumer la proposition précédente par le diagramme

suivant :
Ly Lo
\ ~ \
Ki(a) L= Ky(B)
ar——f
K1 K>

Pl e gD(Pl)

Définition

Soient L/K une extension et «, § € L algébriques sur K. On dit
que « et B sont conjugués sur K s'ils ont méme polynéme minimal
sur K.
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Corollaire

D’aprés la théoréme de prolongement des isomorphismes, o, 5 € L
sont conjugués sur K si et seulement s'il existe un K-isomorphisme
o: K(a) — K(B) tel que o(a) = B.

Corollaire

| \

Si P € K[X], deux corps de décomposition de P sur K sont
isomorphes comme extensions de K.
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Corps algébriquement clos, cléture algébrique

Définition

Soit K un corps. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Tout polyndme non constant a coefficients dans K est scindé;

(i) tout polyndme non constant a coefficients dans K admet une
racine dans K;

(iii) K n'a pas d'extension algébrique non triviale.

Si elles sont vérifiées, on dit que K est algébriquement clos.

Théoréme - d'Alembert-Gauss

Le corps C est algébriquement clos.
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Corollaire

Les polynomes irréductibles dans R[X] sont :
e les polynémes de degré 1;

e les trinémes du second degré a discriminant strictement
négatif.

Licence 3°™€ année Structures algébriques 2



Extensions de corps

Définition

Soit K un corps. Une cléture algébrique de K est une extension
K /K algébrique telle que K est algébriquement clos.

Proposition

Si C/K une extension avec C algébriquement clos, alors
K = {z € C; z est algébrique sur K}

est une cléture algébrique de K.

C étant algébriquement clos, Q est une cléture algébrique de Q.
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Théoréme - Steiniz

Tout corps K admet une cléture algébrique. Si K est une cloture
algébrique et C/K une extension avec C algébriquement clos, il
existe un K-morphisme K — C. Les clétures algébriques de K sont
donc deux a deux isomorphes.

Construction de base. Soit (Py)xen la famille des polynémes
irréductibles unitaires de K[X]. Posons A = K[X)]xea, et [ I'idéal
de A engendré par les éléments Py (X)) € A. Supposons | = A : il
n
existe une égalité de la forme ) Q;iPy, (X)) =100 A1,... A\ €A
i=1
et Q1,...,Qp € A. Soit L/K tq chaque Py, a une racine «; dans L
et ¢: A — L le morphisme d'anneaux K-linéaire défini par
aj siA= )\ pourie{l ... n}
(X)) = {

0 sinon

En appliquant ¢ a I'égalité, il vient 0 = 1 : contradiction.

Licence 3°™€ année Structures algébriques 2



Extensions de corps

L'idéal / est donc strict : soit m un idéal maximal de A tel que

I c m (Krull) et posons K = A/m. C'est un corps, extension
algébrique de K (engendré sur K par les classes des X)), et
PA(X») = 0 dans le quotient K = A/m. Si P € K[X] est non N
constant, il existe A € A tel que Py | P, donc P a racine dans K.

Corollaire

Soient L/K une extension algébrique et K une cldture algébrique
de K. Alors il existe un K-morphisme L — K.
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Exemples fondamentaux
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Extensions cyclotomiques

Soit n € N5 g. Posons
pn={z€C; z" =1}.

C'est un sous-groupe cyclique de C*. Notons p} le sous-ensemble
de p, constitué des éléments d'ordre n, i.e. des générateurs du
groupe [, (ses éléments sont les racines primitives n-iémes de
['unité). On a
) Hn = |_| :U*:;l
d|n
(c'est la partition de p, suivant I'ordre des éléments). Fixons
¢ € u}. On pose
k
¢,(X)= I (X=8§)= II X-¢)
Eeps 1<k<n
pged(k,n)=1

C'est un polynéme de degré o(n), unitaire, séparable et a
coefficients dans C.
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On a

T
%%
+
X X
+ 0
X
+
S
+
R
_l_
><
_l_

©
AA/—\/—\:E\/—\AA/—\
vvvvévvvv
I
D
S
+
x
w
_|._
P
N
+
x
+
[
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Remarque
Contrairement aux apparences, les coefficients des polynémes
cyclotomiques ne sont pas tous dans {—1,0,1} : on a

¢105(X) — X48—|—X47 —|—X46—X43—X42—2X41 —X40—X39—|—X36
+X35 +X34+X33+X32 +X31 _X28 _X26 _X24_X22 _X2O +X17
+X16+X15+X14+X13+X12—Xg—X8—2X7—X6—X5+X2—|—X+1

v
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Sine Ny, onaX"—1=]]P4(X), n=> ¢(d) et ®, € Z[X].
d|n d|n

| A\

Exemple

_ X1
T oxerlg

Si p est premier et r € N5, on a ®,r(X) :onaen

particulier
Op(X) =1+ X+ 4 XP71

et O (X) = &, (XP ).

A
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On a vu que @, est irréductible dans Q[X]. C'est un fait général :

Proposition

Si n € Ny, le polynéme ®,, est irréductible sur Q. En particulier,
c'est le polynéme minimal de ¢ sur Q.

Lemme

Soient A un anneau factoriel, K = Frac(A) et P, Q € K[X]
unitaires tels que PQ € A[X]. Alors P, Q € A[X].

| A

A\
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Corps finis

Dans tout ce qui suit, K désigne un corps fini.

Proposition

(1) p := car(K) est un nombre premier;
(2) on a #K = p? avec d € N,.

Théoréme de Wedderburn

Tout corps fini est commutatif.

Lemme - morphisme de Frobenius

Soient A un anneau commutatif de caractéristique p et a, b € A.

i e (a+ b)P = aP + bP.
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Existence et unicité des corps finis

Soient F un corps et P € F[X]. On dit que P est séparable si ses
racines (prises dans une cléture algébrique de F) sont simples.

Lemme - critére de séparabilité

Si F est un corps, un polynéme P € F[X] est séparable si et
seulement si pgcd(P, P’) =1 (ou P’ désigne le polynéme dérivé).

v
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Remarque

ASi car(F) = p > 0, il faut prendre garde au phénoméme suivant.
Le polynéme dérivé de XP est pXP~1 =0 : des polynémes non
constants peuvent avoir une dérivée nulle. Plus précisément, les
polynémes de dérivée nulle sont ceux de la forme Q(XP) avec

Q € F[X] (exercice).

Exercices

(1) Soit P € F[X] un polynédme irréductible. Montrer que P est
séparable si et seulement si P’ # 0. En déduire que tout polynéme
irréductible est séparable lorsque car(F) = 0.

(2) Soient p un nombre premier, X et T deux indéterminées, et
F =TFp(T). Montrer que le polynéme P(X) = XP — T est
irréductible dans F[X], mais pas séparable.
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Théoréme

Soient p un nombre premier, d € Nyg et q = p?.

(1) Il existe un corps a g éléments.

(2) Tout corps a g éléments est un corps de décomposition du
polynéme X9 — X sur Fp,, en particulier, deux corps a g éléments
sont isomorphes.

Dans la pratique, on fixe une cléture algébrique F,, de F,, et on
pose
Fg={aeF,; a9 =a}

Corollaire

(1) Fq est I'unique sous-corps de cardinal g dans Fp;
(2) Fpa CFpn = d | n;

(3) ]de ﬂFpn = Fppgcd(d,n) )

(4 F

oo
4) Fp, = Ul]Fpn.
n=
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Remarques

(1) AOn n'a pas Fpn >~ Z /p" Z dés que n > 1 (I'anneau Z /p" Z
n'est pas réduit si n > 1). De méme, on a Fy» >~ I en tant que
[Fp-espace vectoriel, mais pas en tant qu'anneau si n > 1 (I'anneau
produit F n'est pas integre si n > 1).

(2) On a F4 ¢ Fg (en fait on a Fy NFg = Fy).

Montrer que Y «a = 0. Plus généralement, calculer la somme
a€lq

>k pour tout k € Nxo.
a€clq
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Structure du groupe multiplicatif

Soit G un groupe abélien (noté multiplicativement).
(1) Si x € G est d’ordre net y € G d'ordre m avec
pged(n, m) = 1, alors xy est d'ordre nm.

(2) Supposons G fini, et soit d le ppcm des ordres des éléments de
G (I'exposant de G). Alors G contient un élément d’ordre d.
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Proposition

Si F est un corps et G un sous-groupe fini de F*, alors G est
cyclique.

Corollaire

Le groupe K* est cyclique.

Corollaire - théoréme de I'élément primitif pour un corps fini

Si car(K) = p, il existe o € K tel que K = Fp(a).
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Dans la pratique, si p est premier et d € N5q, pour construire et
manipuler le corps IF .4, on le présente sous la forme

Fp[X]/(P)

avec P € F,[X] irréductible de degré d. On sait que c'est toujours
possible, et que le résultat ne dépend pas a isomorphisme prés du
choix de P. Dans le quotient F,[X]/(P), on dispose de la base
canonique (1, X, X?,...,X9 1) : on peut représenter les éléments
dans cette base. Il est alors trés facile de les additionner, un peu
plus délicat de les multiplier (il faut multiplier des représentants et
prendre le reste par la division euclidienne par P).

(1) Fa ~ Fo[X]/(X2+ X +1);
(2) Fg =~ Fo[X]/(X3 + X + 1) ~ Fo[X]/(X3 + X? 4+ 1).
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Extensions quadratiques

Soit K un corps.

Définition
Une extension de K est dite quadratique si elle est de degré 2.

Proposition

Si car(K) # 2 et L/K est quadratique, il existe « € L\ K tq

L = K(a) et a® € K (i.e. L s'obtient a partir de K par adjonction
d'une racine carrée). Si L = K(3) avec 2 € K, il existe c € K* tel
que 8 = ca.
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Application aux constructions a la régle et au compas

Soit Z le plan affine euclidien. Etant donnés une droite A et deux

points Py, P, € A distincts, quels sont les points P € &2 qu’'on

peut construire avec une régle non graduée et un compas? |l s’agit

des points P € &2 tels qu'il existe une suite

Po, P1,...,Pn_1,Pn, = P telle que pour tout i € {2,...,r}, le

point P; s'obtient a partir de & = {Po, P1, ..., Pi—1} en effectuant

deux des opérations suivantes

(1) tracer une droite passant par deux points de &;;

(2) tracer un cercle centré en un point de &; et passant par un
point de &;;

et en prenant l'intersection des figures ainsi obtenues.

Si D est une droite et P un point (qui peut appartenir a D), on sait

construire la perpendiculaire 3 D qui passe par P, et donc la

projection de P sur D. En itérant cette opération, on sait construire

la paralléle & D passant par P.
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On peut construire la perpendiculaire A’ 3 A passant par Py. Cela
donne un repére : si P € &, on peut construire ses projections sur
A et A’. Cela permet de décrire les points constructibles par leurs
coordonnées (la longueur PyP; étant I'unité). Il s'agit de déterminer
quels sont les nombres réels qui sont coordonnées de points
constructibles. On appelle ces réels les nombres constructibles.

Proposition

L'ensemble des nombres constructibles est un sous-corps de R.
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Rappelons qu'étant données deux droites de &2, leur bissectrice est
constructible a la régle et au compas :

Proposition

Un élément x € R est constructible si et seulement s'il existe un
suite d'extensions Q = Ky C K1 C Kr C --- C K, telle que x € K,
et [Ki: Ki—1] = 2 pour tout i € {1,...,r}. En particulier, il est
nécessaire (mais pas suffisant en général) que [Q(x) : Q] soit une
puissance de 2.
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Les problémes suivants ne peuvent pas se résoudre a la régle et au
compas :

(1) La quadrature du cercle (i.e. étant donné un cercle, construire
un carré de méme aire), ceci parce que 7 est transcendant.

(2) Doubler le volume d'un cube (i.e. étant donné un cube,
construire un cuble de volume double -c'est dans |'espace et
pas le plan-), ceci parce que [Q(v/2) : Q] = 3.

(3) La trisection de I'angle (sauf pour des angles particuliers bien
stir). En effet, en vertu de la formule
cos(36) = 4 cos® @ — 3cos ), cela revient a construire une
racine du polynéme 4X3 — 3X — o pour a € R constructible,
mais cela définit des éléments de degré 3 sur Q(«) en général.
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Corollaire

Soit p un nombre premier impair. Pour que le polygbne régulier a p
cotés soit constructible, il faut que p = 2% + 1 avec r € N.
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Remarque

On a montré que la condition est nécessaire : en fait elle est aussi
suffisante. Pour r = 0, 1,2, 3, on obtient les nombres premiers
3,5,17 et 257 respectivement, qui correspondent a des polygdnes
constructibles. Pour 17, cela a été prouvé par Carl Friedrich Gauss
en 1796 (3 19 ans).

Construction du pentagone (polygone a 5 cotés) d’aprés
Ptolémée.
Posons ¢ = e s "agit de construire { = cos( ) + isin (%’r)
i.e. le réel v :=cos (3) = <+< . Comme ¢ # 1 et
((~1)(C +C+EH(+1)=(5—1=0 ona
CGHCHP+HC+1=0,dou P+ +14+¢C1+¢2=0.0na
2 = M donc 492 42y — 1 =0, et  est racine du

polynéme 4X2 +2X—1:ona~y= ‘[ L
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Soient O et Ag deux points deux points distincts de &2.
Construisons le pentagone régulier de centre O qui admet Ag
comme sommet. On prend (OAp) comme axe des abscisses et
longueur OAg comme unité. Il s'agit de construire A1, Ay, Az et Ay
d'affixes respectives ¢, (2, (3 et ¢*.
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(1) Tout point du plan constructible a la régle et au compas peut
étre construit en utilisant le compas seul (théoréme de
Mohr-Mascheroni).

(2) Tout point du plan constructible a la régle et au compas peut
&tre construit a la régle seule a condition que soit donné un cercle
et son centre (théoréme de Poncelet-Steiner).

Exercice

Un polygone régulier a n cotés peut étre construit a la régle et au
compas si et seulement si n se décompose sous la forme
n=2kp;---p, o k € Netpi,...,p sont des nombres premiers
de Fermat distincts.
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Remarque : construction de |'heptadécagone

() =
VIT— 14 4/2(17— V17) + \/2(\/ﬁ+ 3)(2¢T— 2(17— \/ﬁ))
16

v
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