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Dans ce qui suit, les anneaux considérés sont supposés commutatifs et unitaires.

Exercice 1. Soient A un anneau de Dedekind et I, J des idéaux fractionnaires non nuls.

Donner, en fonction des décompositions de I et de J en produit de puissances d’idéaux

premiers, donner les décompositions en produit de puissances d’idéaux premiers de I.J, INJ

et I+ J. En déduire que IJ = (INJ)(I+ J). En particulier, si py, ..., p, sont des idéaux
T T

premiers non nuls deux & deux distincts, on a [] p}" =
i=1

() p;* pour tout ny,...,n, € N.
i=1

Exercice 2. Soient K un corps, A= K[X,Y] et [ = XA+ Y A. Montrer que I! = A, de
sorte que I n’est pas inversible.

Exercice 3. Soient A un anneau integre dans lequel tout idéal non nul est inversible. Mon-
trer que A est de Dedekind (indication : on commencera par montrer que A est noethérien,
puis que tout idéal non nul admet une factorisation en produit d’idéaux maximaux, unique
a permuation pres).

Exercice 4. Soit A un anneau integre noethérien dont tout idéal maximal est inversible.
Montrer que A est de Dedekind.

Exercice 5. Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des fractions et I C K un idéal
fractionnaire. On veut montrer que I peut étre engendré par deux éléments.

(1) Se ramener au cas ou [ est un idéal non nul de A.
(2) Soit a € I'\ {0}. Montrer que les décompositions en produits d’idéaux premiers de

r
I et aA s'écrivent [ = [ p}" et «A = [] p)" avec r € N et m; > n; > 0 pour tout
i=1 i=1

ie{l,...,r}.
(3) Pour i € {1,...,r}, montrer qu’il existe b; € p;'* \ p
B € Atel que f=b; mod p?*! pouri e {1,...,r}.

(4) En déduire que I = oA + BA.

n;+1

1T, et justifier Iexistence de

Exercice 6. Soient A un anneau de Dedekind qui n’a qu'un nombre fini d’idéaux premiers.
Montrer que A est principal.

Exercice 7. On pose B = C[X,Y]/(Y? — (X3 — X)) C[X,Y]. On veut montrer que B est
un anneau de Dedekind. On pose A = C[X] et K = C(X) = Frac(4). Soient y € K une
racine de Y? — (X3 — X)), L = K|y| et O, Panneau des éléments de L entiers sur A.

(1) Montrer que B est isomorphe a A[y].

(2) Que vaut dimg (L) 7 Montrer que Frac(Afy]) = L et que Afy] C Oy..

(3) Soit z = a(X) + b(X)y € Op. En utilisant la trace, montrer que a(X) € A et qu’il

existe P € A tel que b(z) = ;(i{;(




(4) En utilisant la norme, montrer que X* — X divise P?. En déduire que b(X) € A.
(5) Montrer que B est un anneau de Dedekind.

Exercice 8. Soit K = Q(v5). On a O = Z [1“/5} : c’est un anneau de Dedekind.
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Posons A =7 [\/5], c’est un sous-anneau de Op.

(1) Montrer que K = Frac(A). En déduire que A n’est pas de Dedekind.

(2) Montrer que p = 2A+ (1 + \/B)A est un idéal premier de A, et que 'idéal 2A n’est
pas premier.

(3) Montrer que p? = 2p. En déduire que p n’est pas inversible.

(4) Déterminer le polynéme minimal de HT*/E sur Q, et montrer que 20k est un idéal
premier de O.

(5) Montrer que 2A ne peut pas s’écrire 2A = I.J ou I et J sont deux idéaux propres
de A (on regardera IJOf). En particulier, I'idéal 2A n’a pas de décomposition en
produit d’idéaux premiers de A.

Exercice 9. Soit K = Q(iv/5). Ona O = Z [Z\/B}, c’est un anneau de Dedekind.

(1) Soit I = 20k + (1 + i\/g)(’)K. Montrer que I? = 20k. En déduire que Ok n’est
pas principal.
(2) Donner la décomposition de 20k en produit d’idéaux premiers de Ok.

Exercice 10. Soient ¢ = e et K = Q(¢). Le but de cet exercice est de prouver que Oy
n’est pas principal.
(1) Montrer que 2% — 1 est divisible par 47 mais pas par 47°. Calculer Nk, q(¢ — 2).
(2) Soit a l'idéal de Ok engendré par 47 et ¢ — 2. Montrer que pour tout x € a, on a
47 | Nk, q(x).
(3) Supposons qu'il existe a € Ok tel que a = aOg. Montrer que N(a) divise 47% et
N(¢ — 2). En déduire N(«).
(4) Montrer que K contient une unique extension quadratique L de Q et que L =
Q (iv23).
(5) Soit B = Ng,r(r). Montrer que 3 € Op et montrer Nz, q(f) = 47.
(6) Montrer que Oy, ne contient pas d’élément de norme 47 et conclure.

Exercice 11. Dans A := Z [iv/3] on considere I'idéal a engendré par 2 et 1+iv/3. Montrer
que a # 2A et que a? = 2a. En déduire que les idéaux de Z [zx/ﬂ ne se factorisent pas
de maniere unique en produit d’idéaux premiers. Montrer que a est I'unique idéal premier
contenant 2. En déduire que 2A ne s’écrit pas comme un produit d’idéaux premiers.

Exercice 12. (1) Etudier la décomposition dans Q[i] des nombres premiers 2, 3, 5.
Donner un générateur pour chacun des idéaux premiers trouvés.
(2) Etudier la décomposition dans Q[iv/5] des nombres premiers 2, 3, 5 et 11. Est-il
possible de donner des générateurs pour les idéaux premiers qui apparaissent ?
(3) Etudier la décomposition dans Q[iv/3] des nombres premiers 2, 3, 5 et 7.

Exercice 13. (1) Soit a une racine de X*—2. On a vu précédemment que I’anneau des

entiers de Q[a] est Z[o]. Etudier la décomposition dans Z[a] des nombres premiers
2, 3,5, 7et 31 (on admettra que X? —2 = (X —4)(X —7)(X +11) mod 31 Z[X]).



3

(2) Soit a une racine de X* — X — 1. On a vu précédemment que anneau des entiers

de Q[a] est Z[a]. Etudier la décomposition dans Z[a] des nombres premiers 2, 3, 5
et 23.

Exercice 14. Soient P = X? 4+ X? — 2X 4 8 z € C une racine de P et K = Q]z].

(1) Montrer que P est irréductible sur Q.

(2) Montrer que le dicriminant de Z[z] vaut —2012.

(3) Quel est le polynéme minimal de % ? En déduire que y = % € Ok. Exprimer y
dans la base (1, z, z?).

(4) Soit A = Z+Zx+ Zy. Montrer que Z[z] est d'indice 2 dans A. En déduire le
discriminant de A.

(5) En admettant que 503 est premier, montrer que Ox = A.

(6) On définit trois applications
¢1Z OK — F2
a+br+cy—a mod?2Z

¢220K—)F2
a+br+cy—a+b mod?2Z

¢320K—>F2
a+br+cy—a+c mod?2Z

Montrer que ¢1, ¢ et ¢3 sont des morphismes d’anneaux. (On pourra calculer xy,
z? et y* modulo 2.)

(7) Pouri € {1,2,3}, on pose p; = Ker(¢;). Montrer que les p; sont des idéaux premiers
deux a deux distincts, et que 20k = p1pops.

(8) En déduire qu'il n’existe aucun z € Ok tel que Ok = Zlz].



