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1. Rappels et compléments d’algèbre commutative

Conventions. Dans tout le cours, les anneaux sont supposés (commutatifs et) unitaires. Par
définition, un morphisme d’anneaux f : A Ñ B vérifie fp1Aq “ 1B. On utilisera fréquemment le
résultat suivant :

Théorème 1.0.1. (Krull). Soient A un anneau et I Ă A un idéal strict a. Il existe m Ă A

maximal tel que I Ă m.

a. I.e. tel que I ‰ A.

1.1. Propriétés de finitude.
Soient A un anneau et M un A-module.

Définition 1.1.1. (1) On dit que M est de type fini s’il est engendré par une famille finie :

il existe tmiu1ďiďr Ă M tel que M “
rř
i“1

Ami.

(2) On dit que M est nœthérien si tous ses sous-modules sont de type fini.
(3) On dit que A est nœthérien s’il l’est en tant que A-module.
(4) Un anneau principal est un anneau intègre dont tout idéal est monogène.

Remarque 1.1.2. (1) Un A-module nœthérien est de type fini, mais la réciproque est fausse
(trouver un contre-exemple).

(2) Les sous-A-modules de A ne sont autres que ses idéaux : A est nœthérien si ses idéaux sont de
type fini.

Exemples 1.1.3. (1) Tout anneau principal est nœthérien : c’est le cas des corps, de Z.

(2) si K est un corps, un K-espace vectoriel est nœthérien si et seulement s’il est de dimension
finie.

(3) Q est un anneau nœthérien, mais il n’est pas nœthérien comme Z-module.

(4) Si K est un corps et I un ensemble infini, l’anneau de polynômes K
“
Xi

‰
iPI n’est pas nœthérien

(exercice).

(5) Les anneaux C 8pR,Rq Ă C 0pR,Rq Ă F pR,Rq ne sont pas nœthériens.

Proposition 1.1.4. Propriétés équivalentes :
(i) M est nœthérien ;
(ii) toute suite croissante de sous-modules de M est stationnaire ;
(iii) tout sous-ensemble non vide de sous-modules de M admet un élément maximal (pour

l’inclusion).

Démonstration. (i) ñ (ii). La réunion est un sous-module de type fini, donc égale à l’un des
sous-modules.
(ii) ñ (iii). Soit E un tel ensemble. S’il n’a pas d’élément maximal, on peut construire une suite
strictement croissante (pour l’inclusion) d’éléments de E , ce qui contredit (ii).
(iii) ñ (ii). Soient N Ă M un sous-module et E l’ensemble des sous-modules de type fini de N .
Comme t0u P E , on a E ‰ ∅ : d’après (iii), E admet un élément maximal N0. Si N0 ‰ N , soient
x P NzN0 et N 1 “ N0 `Ax Ă N P E . Comme N0 Ĺ N 1, cela contredit la maximalité de N0 : on a
N0 “ N et N est de type fini. �

Proposition 1.1.5. Soit N Ď M un sous-module. Alors M est nœthérien si et seulement si N et
M{N le sont : la « catégorie » des A-modules nœthériens est stable par sous-module, quotient
et extension (en particulier par somme directe finie).

Démonstration. Si M est nœthérien, alors N est de type fini. Par ailleurs, si N 1 est un sous-
A-module de M{N , on a N 1 “ rN{N avec rN “ π´1pN 1q (où π : M Ñ M{N est la projection
canonique). Comme M est nœthérien, rN est de type fini, c’est a fortiori de cas de N 1 “ rN{N , et
M{N est nœthérien.
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Supposons N et M{N nœthériens. Soit pMnqnPN une suite croissante de sous-A-modules de M .
On dispose des suites croissantes pMn X NqnPN et ppN ` Mnq{NqnPN de sous-A-modules de N
et de M{N respectivement. Comme ces derniers sont nœthériens, ces suites sont stationnaires : il
existe n0 P N tel que pour n ě n0, on a Mn X N “ Mn0

X N et pN ` Mnq{N “ pN ` Mn0
q{N

i.e. N ` Mn “ N ` Mn0
. Si m P Mn, il existe donc x P N et y P Mn0

Ď Mn tels que m “ x ` y.
Comme x “ y ´ m P N X Mn “ N X Mn0

, on a m P Mn0
, d’où Mn Ď Mn0

i.e. Mn “ Mn0
. Le

A-module M est donc nœthérien. �

Corollaire 1.1.6. Si A est nœthérien, M est nœthérien si et seulement s’il est type fini.

Démonstration. Si M est de type fini, on dispose d’un morphisme surjectif f : Ar Ñ M . Comme
A est nœthérien, il en est de même de Ar, et de son quotient M » Ar{Kerpfq. �

Théorème 1.1.7. (Hilbert). Si A est nœthérien, alors ArXs est nœthérien.

Démonstration. Soit I Ď ArXs un idéal. Pour n P N, notons Jn l’ensemble des coefficients domi-
nants des éléments de I qui sont de degré n. Comme I est un idéal de ArXs, l’ensemble Jn est
un idéal de A. En outre, si n ď m et a P Jn (de sorte qu’il existe P P I de degré n de coefficient
dominant égal à a), alors a P Jm (car a est le coefficient dominant du polynôme Xm´nP ). La suite
d’idéaux pJnqnPN est donc croissante. Comme A est nœthérien, cette suite est stationnaire : soit
d P N tel que n ě d ñ Jn “ Jd. Comme A est nœthérien, l’idéal Jd est de type fini : choisissons
α1, . . . , αr des générateurs de Jd, ce sont les coefficients dominants de P1, . . . , Pr P Jd respecti-
vement. Par ailleurs, si ArXsăd désigne le sous-A-module de ArXs constitué du polynôme nul et
des polynômes de degré ă d, posons M “ I XArXsăd. Comme ArXsăd est un A module de type
fini, il est nœthérien (cf corollaire 1.1.6), de sorte que M est de type fini : soient Q1, . . . , Qs des
générateurs de M . On a bien sûr

α1ArXs ` ¨ ¨ ¨ ` αrArXs `Q1ArXs ` ¨ ¨ ¨ `QsArXs Ď I

Montrons l’inclusion réciproque. Si P P I est de degré n ě d, son coefficient dominant a appartient
à Jd, de sorte qu’il existe a1, . . . , ar P A tels que a “ aaα1 ` ¨ ¨ ¨ ` arαr. Le polynôme P ´
rř
i“1

aiX
n´dPi P I est de degré ă n : quitte à soustraire à P un élément de α1ArXs ` ¨ ¨ ¨`αrArXs,

on peut supposer que degpP q ă d. Mais alors P P M “ IXArXsăd, et P P Q1ArXs`¨ ¨ ¨`QsArXs,
ce qui prouve que P P α1ArXs ` ¨ ¨ ¨ ` αrArXs ` Q1ArXs ` ¨ ¨ ¨ `QsArXs. Ainsi, l’idéal I est de
type fini, et ArXs est nœthérien. �

Définition 1.1.8. Une A-algèbre est la donnée d’un anneauB muni d’un morphisme d’anneaux
f : A Ñ B.

Une A-algèbre B est automatiquement munie d’une structure de A-module, la loi externe étant
donnée par :

AˆB Ñ B

pa, bq ÞÑ fpaqb

Exemples 1.1.9. (1) Tout anneau est de façon unique une Z-algèbre.

(2) L’anneau de polynômes ArXs est une A-algèbre de la façon évidente.

(3) Si L{K est une extension de corps, alors L est une K-algèbre.

Remarque 1.1.10. Si B est une A-algèbre (via f : A Ñ B) et M un B-module, alors M hérite
d’une structure de A-module par la loi externe

A ˆM Ñ M

pa,mq ÞÑ fpaqm
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Définition 1.1.11. (1) Si X Ă B, la sous-A-algèbre de B engendrée par X est la
plus petite sous-A-algèbre de B contenant X . Si X “ tb1, . . . , bru, c’est l’ensemble, noté
Arb1, . . . , brs, des éléments de la forme

P pb1, . . . , brq “
ÿ

n“pn1,...,nrqPNr

fpanqbn1

1 ¨ ¨ ¨ bnr
r

pour P “ ř
n“pn1,...,nrqPNr

anX
n1

1 ¨ ¨ ¨Xnr
r P ArX1, . . . , Xrs.

(2) On dit que B est une A-algèbre de type fini si elle est engendrée, comme A-algèbre par
une partie finie, i.e. s’il existe b1, . . . , br P B tels que B “ Arb1, . . . , brs.

(3) On dit que B est une A-algèbre finie si elle est engendrée, comme A-module par une

partie finie, i.e. s’il existe b1, . . . , br P B tels que B “
rř
i“1

Abi.

Remarque 1.1.12. (1) Si B est une A-algèbre finie, alors elle est de type fini (on a
rř
i“1

Abi Ď
Arb1, . . . , brs), mais la réciproque est fausse : l’anneau de polynômes ArXs est une A-algèbre de
type fini (engendrée par tXu), mais pas finie.

(2) Transitivité. Si B est une A-algèbre finie et M un B-module de type fini, alors M est un

A-module de type fini. En effet, si B “
rř
i“1

Abi et M “
sř
j“1

Bmj , on a M “ ř
1ďiďr
1ďjďs

Abimj . En

particulier, une B-algèbre finie est aussi finie sur A.

Corollaire 1.1.13. Soient A un anneau nœthérien et B une A-algèbre de type fini. Alors B est
un anneau nœthérien.

Démonstration. Comme B est de type fini, il existe b1, . . . , br P B tels que B “ Arb1, . . . , brs,
si bien qu’on dispose du morphisme de A-algèbres surjectif f : ArX1, . . . , Xrs Ñ B défini par
fpXiq “ bi pour i P t1, . . . , ru. Comme A est nœthérien, il en est de même de ArX1, . . . , Xrs (en
appliquant r fois le théorème 1.1.7), donc de son quotient B » ArX1, . . . , Xrs{Kerpfq. �

Définition 1.1.14. Soient M un A-module et m P M . On pose annApmq “ ta P A, am “ 0u.
C’est un idéal de A, appelé idéal annulateur de m. On dit que m est de torsion si annApmq ‰
t0u, i.e. s’il existe a P Azt0u tel que am “ 0. On note Mtors l’ensemble des éléments de M qui
sont de torsion. On dit que M est sans torsion si Mtors “ t0u.
On pose annApMq “ ta P A, p@m P Mq am “ 0u “ Ş

mPM
annApmq. C’est un idéal de A,

appelé idéal annulateur de M . On en déduit une structure de A{ annApMq-module sur
M . Remarquons que M peut-être de torsion même si annApMq “ t0u : par exemple, on a
annZpQ {Zq “ t0u.

Proposition 1.1.15. Supposons A intègre et soit M un A-module. Alors Mtors est un sous-A-
module de M et le A-module quotient M{Mtors est sans torsion.

Démonstration. Si m1,m2 P Mtors et α P A, il existe a1, a2 P Azt0u tels que a1m1 “ 0 et a2m2 “ 0.
Comme A est intègre, on a a1a2 ‰ 0 et a1a2pm1 ` αm2q “ 0 implique m1 ` αm2 P Mtors.

Soit m P M dont l’image m ` Mtors est de torsion dans M{Mtors : il existe a P Azt0u tel que
am ` Mtors “ Mtors i.e. am P Mtors. Il existe donc b P Azt0u tel que bpamq “ 0. Comme A est
intègre, on a ab ‰ 0, et m P Mtors. �

Remarque 1.1.16. (1) Ce qui précède tombe en défaut si A n’est pas supposé intègre. Par exemple,
si A “ M “ ZˆZ, alors Mtors “ Zˆt0u Y t0u ˆ Z n’est pas un sous-module de M .
(2) Un A-module libre est sans torsion, mais la réciproque est fausse en général (elle est valide
dans le cas des modules de type fini sur un anneau principal, cf corollaire 1.5.12).
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1.2. Anneaux principaux, factoriels. Soit A un anneau intègre.

Définition 1.2.1. Soit a P Azt0u.
(1) On dit que a P A est irréductible si a R Aˆ et

p@pb, cq P A2q a “ bc ñ b P Aˆ ou c P Aˆ

(2) On dit que a P A est premier si l’idéal principal aA est premier.
(3) On dit que a, a1 P Azt0u sont associés si aA “ a1A. Cela définit une relation d’équiva-

lence sur Azt0u.

Remarque 1.2.2. (1) Un élément irréductible est donc par définition un élément minimal de
Azpt0u YAˆq pour la relation de divisibilité.

(2) Un élément premier est toujours irréductible. En effet, si a P A est premier et a “ bc avec
b, c P A, on a bc P aA qui est premier : on a b P aA ou c P aA, disons b P aA. On a donc b “ ad

avec d P A, et alors a “ adc. Comme A est intègre, on a cd “ 1 et c P Aˆ.

(3) Deux éléments a, a1 P Azt0u sont associés si et seulement si pDu P Aˆq a1 “ au.

Définition 1.2.3. On dit que A est factoriel si tout élément a P Azt0u peut s’écrire

a “ up1p2 ¨ ¨ ¨ pr
avec u P Aˆ et p1, . . . , pr irréductibles et si cette écriture est unique dans le sens suivant : si
a “ vq1q2 . . . qs avec v P Aˆ et q1, . . . , qs irréductibles, alors r “ s et quitte à renuméroter les
qi, on a piA “ qiA pour tout i P t1, . . . , ru.
Une telle écriture s’appelle une décomposition en facteurs irréductibles de a.

Exemples 1.2.4. (1) Un corps est factoriel (tout élément non nul est inversible).
(2) Tout anneau principal est factoriel (cf proposition 1.2.12).
(3) On peut montrer (exercice) que le sous-anneau Zri

?
5s “ tx ` iy

?
5 P C, x, y P Zu de C

n’est pas factoriel, parce que 2, 3, 1 ` i
?
5 et 1 ´ i

?
5 sont irréductibles, les unités sont 1 et

´1, mais que 2.3 “ p1 ` i
?
5qp1 ´ i

?
5q (i.e. on n’a pas unicité de la décomposition de 6).

Dans la pratique, si A est factoriel, on se fixe une famille de représentants P “ tpλuλPΛ des classes
des éléments irréductibles. Tout élément a P Azt0u s’écrit alors de façon unique

a “ u
ź

λPΛ
pnλ

λ

avec u P Aˆ et pnλqλPΛ une famille d’entiers presque tous nuls (i.e. tous nuls sauf un nombre fini).

Définition 1.2.5. Soit p un élément irréductible de A. Il existe un unique λ P Λ tel que
pA “ pλA. La multiplicité nλ s’appelle la valuation a de a en p. On la note vppaq. On pose
vpp0q “ `8.

a. Elle ne dépend que de p et pas du choix de P.

Proposition 1.2.6. (Propriétés des valuations). Supposons A factoriel et soient a, b P A. On a
(1) vppabq “ vppaq ` vppbq ;
(2) a | b si et seulement si pour tout p P A irréductible, on a vppaq ď vppbq ;
(3) a P Aˆ si et seulement si pour tout p P A irréductible, on a vppaq “ 0.
(4) vppa ` bq ě inftvppaq, vppbqu avec égalité si vppaq ‰ vppbq.

Démonstration. (1)-(3) résultent immédiatement des définitions et de l’unicité de la décomposition
en facteurs irréductibles. Pour (4), on si v “ inftvppaq, vppbqu, on a pv | a et pv | b donc pv | a` b,
et donc vppa` bq ě v. Supposons vppaq ‰ vppbq : quitte à échanger a et b, on a v “ vppaq ă vppbq.
On peut écrire a “ pva1 avec p ∤ a1 et b “ pvb1 avec p | b1, de sorte que a ` b “ pvpa1 ` b1q et
p ∤ a1 ` b1 : on a vppa ` bq “ v. �

Proposition 1.2.7. Soient A un anneau factoriel et p P Azt0u. Alors p est irréductible si et
seulement si p est premier.
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Démonstration. Si p est irréductible et p | ab, on a vppaq ` vppbq “ vppabq ě 1 et donc vppaq ě 1

ou vppbq ě 1 i.e. p | a ou p | b. Réciproquement un élément premier est toujours irréductible. �

Remarque 1.2.8. En fait, on peut montrer qu’un anneau intègre est factoriel si et seulement s’il
est nœthérien et tout élément irréductible est premier.

Définition 1.2.9. Soient A un anneau factoriel a et a, b P Azt0u. On appelle pgcd (plus grand
commun diviseur) –resp. ppcm (plus petit commun multiple)– de a et b un plus grand minorant
–resp. un plus petit majorant– de ta, bu pour la relation de divisiblité. On les note pgcdpa, bq et
ppcmpa, bq respectivement. On dit que a et b sont premiers entre eux si pgcdpa, bq “ 1.

a. Cette définition garde un sens dans un anneau intègre quelconque, mais en général, le pgcd et le ppcm de
deux éléments n’existent pas.

Remarque 1.2.10. Rigoureusement, pgcdpa, bq et ppcmpa, bq sont définis à multiplication par une
unité près : ce sont les idéaux qu’ils engendrent qui sont bien définis.

Cette définition affirme implicitement l’existence du pgcd et du ppcm. En fait, étant donnés
a, b P A, de décompositions en facteurs irréductibles

a “ u
ź

λPΛ
pnλ

λ b “ v
ź

λPΛ
pmλ

λ

alors on a
pgcdpa, bq “

ź

λPΛ
p
mintnλ,mλu
λ ppcmpa, bq “

ź

λPΛ
p
maxtnλ,mλu
λ .

En d’autres termes, pour tout p P A irréductible, on a vpppgcdpa, bqq “ mintvppaq, vppbqu et
vppppcmpa, bqq “ maxtvppaq, vppbqu. On remarque qu’on a pgcdpa, bq ppcmpa, bqA “ abA.

Par induction, on peut facilement étendre la définition et parler du pgcd et du ppcm d’une
famille finie d’éléments non nuls.

Proposition 1.2.11. Lemme de Gauss. Soient A un anneau factoriel et a, b, c P Azt0u tels
que pgcdpa, bq “ 1. Si a | bc, alors a | c.

Démonstration. Si p P A est irréductible et divise a, on a vppbq “ 0 vu que p ∤ b (a et b étant
premiers entre eux). On a donc vppaq ď vppbcq “ vppcq. Comme c’est vrai pour tout p premier
divisant a, on a a | c (cf proposition 1.2.6 (2)). �

Proposition 1.2.12. Tout anneau principal est factoriel.

Lemme 1.2.13. Soit A un anneau intègre dans lequel élément irréductible est premier (cf propo-
sition 1.2.7). Alors si un élément admet une décomposition en facteur irréductibles, cette dernière
est unique (au sens de la définition 1.2.3).

Démonstration. Soit a “ up1p2 ¨ ¨ ¨ pr, avec u P Aˆ et p1, . . . , pr des éléments irréductibles. Soit en
outre a “ vq1q2 ¨ ¨ ¨ qs, avec v P Aˆ et q1, . . . , qs des éléments irréductibles, une autre décomposition
en facteur irréductibles.

Quitte à échanger les deux écritures, on peut supposer r ď s. On procède par récurrence sur
r. Si r “ 0, alors a “ u P Aˆ : le produit vq1q2 ¨ ¨ ¨ qs est inversible donc chacun de ses facteurs
l’est, et on a nécessairement s “ 0. Supposons r ě 1. Comme p1 est irréductible et divise le
produit vq1q2 ¨ ¨ ¨ qs, il divise l’un des facteurs (puisqu’il est premier). Comme v est inversible, il
n’est pas divisible par p1 qui ne l’est pas : quitte à renuméroter les qi, on peut supposer p1 | q1
i.e. p1A “ q1A. En divisant a par p1, on se ramène au cas r ´ 1, ce qui permet de conclure. �

Démonstration de la proposition 1.2.12. Soient A un anneau principal et a0 P Azt0u. Supposons
que a0 n’admet pas de décomposition en facteurs irréductibles. Alors a0 n’est pas irréductible : il
s’écrit a0 “ a1b1 avec a1, b1 P Azpt0uYAˆq. Si a1 et b1 admettent tous les deux une décomposition
en facteurs irréductiles, il en est de même de leur produit a0, ce qui n’est pas : quitte à échanger
a1 et b1, on peut supposer que a1 n’admet pas de décomposition en facteurs irréductibles. On peut
appliquer de nouveau ce raisonnement avec a1 à la place de a0 : on construit ainsi pas récurrence
deux suites panqnPN et pbnqnPNą0

d’éléments de Azpt0u Y Aˆq telles que pour tout n P N, on a
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an “ an`1bn`1. La suite d’idéaux panAqnPN est croissante (car an`1 | an pour tout n P N). Elle
est donc stationnaire (car A est nœthérien) : il existe n P N tel que anA “ an`1A. Comme on a
an “ an`1bn`1, cela implique bn`1 P Aˆ, ce qui est contradictoire.

Pour achever la preuve, il suffit (en vertu du lemme 1.2.13) de montrer que tout élément
irréductible est premier. Soit p P A irréductible. Soit m Ď A un idéal maximal de A contenant p
(théorème de Krull, ou en utilisant le fait que A est nœthérien). Comme A est principal, il existe
a P A avec m “ aA, et p P m ñ pDb P Aq p “ ab. Comme p est irréductible, on a b P Aˆ (car
a R Aˆ vu que m “ aA ‰ A). Ainsi pA “ m est maximal. �

Remarque 1.2.14. Si A est un anneau principal, on a une autre caractérisation du pgcd et du
ppcm de deux éléments a, b P A. On a pgcdpa, bqA “ aA`bA et ppcmpa, bqA “ aAXbA. Montrons-
le pour le pgcd (la preuve pour le ppcm est analogue). Comme A est principal, il existe d P A

tel que aA ` bA “ dA. Comme x P A divise a et b si et seulement si aA Ď xA et bA Ď xA i.e.

dA Ď xA, on a bien pgcdpa, bq “ d.
Il ne faut pas croire que cette caractérisation est valable dans tout anneau factoriel. Par exemple,

on peut montrer que QrX,Y s est factoriel. Comme X et Y sont irréductibles et premiers entre
eux, on a pgcdpX,Y q “ 1, bien que XQrX,Y s`Y QrX,Y s ‰ QrX,Y s (c’est l’idéal des polynômes
qui s’annulent en p0, 0q). Bien sûr, cela vient du fait que l’anneau QrX,Y s n’est pas principal.

Exemples 1.2.15. SiK est un corps et n P Ną1, l’anneauKrX1, . . . , Xns est factoriel (cf théorème
1.2.27) mais pas principal (cf remarque précédente). De même, l’anneau ZrXs est factoriel (cf loc.

cit.) mais pas principal (l’idéal engendré par 2 et X n’est pas principal).

Proposition 1.2.16. Si A est principal, ses idéaux premiers non nuls sont maximaux.

Démonstration. Soit p Ď A premier non nul. D’après le théorème de Krull (théorème 1.0.1), il
existe m Ă A maximal tel que p Ď m. Comme A est principal, on a p “ pA et m “ aA : on a
p “ ab avec b P A. Comme p est premier donc irréductible, on a b P Aˆ (car a R Aˆ vu que m est
maximal), ce qui implique que p “ m est maximal. �

Définition 1.2.17. Soit A un anneau intègre.
‚ Un stathme euclidien est une application φ : Azt0u Ñ N telle que si a, b P Azt0u sont tels

que b divise a, alors φpbq ď φpaq. Cette application sert de « mesure » pour la division
euclidienne. Le stathme euclidien φ est dit total s’il est en fait à valeurs dans Ną0.

‚ Un stathme euclidien φ définit une division euclidienne si pour tout pa, bq P A ˆ Azt0u,
il existe q, r P A tels que a “ bq` r et (r “ 0 ou φprq ă φpbq). L’élément q s’appelle alors
le quotient et r le reste de la division.

‚ Un anneau est un anneau euclidien si et seulement s’il admet un stathme euclidien
définissant une division euclidienne.

Remarque 1.2.18. Si A est un anneau euclidien, il n’y a pas unicité d’un stathme euclidien sur
A. En outre, on ne requiert pas l’unicité du quotient et du reste.

Exemples 1.2.19. Tout corps est un anneau euclidien. L’anneau Z est euclidien, avec le stathme
donné par φpaq “ |a| (valeur absolue). Dans ce cas, la division est la division euclidienne habituelle
(on a unicité –au signe près– dans ce cas). Si K est un corps, l’anneau de polynômes KrXs est
euclidien, avec le stathme donné par φpP q “ degpP q si P ‰ 0, et φp0q “ 0. Là encore, la division
est la division euclidienne habituelle et elle est unique.

L’anneau Zris “ ta ` ib P C, a, b P Zu des entiers de Gauss est euclidien, muni du stathme
donné par φpa ` ibq “ a2 ` b2.

Proposition 1.2.20. Tout anneau euclidien est principal.

Démonstration. Soient A un anneau euclidien, φ : Azt0u Ñ N un stathme euclidien et I Ď A un
idéal. Montrons que I est principal. On peut supposer I ‰ 0. Dans ce cas, φpIzt0uq est une partie
non vide de N, elle admet donc un plus petit élément : Soit b P Izt0u un élément tel que φpbq
est minimal. On a bien sûr bA Ď I. Réciproquement, soit a P I. Comme φ est euclidien, il existe
q, r P A tels que a “ qb ` r et r “ 0 ou φprq ă φpbq. Supposons r ‰ 0 : on a φprq ă φpbq. Mais
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r “ a´ qb P I, et comme r ‰ 0, on a φpbq ď φprq par minimalité de φpbq, ce qui est contradictoire.
On a donc en fait r “ 0, et a “ qb P bA. Ainsi I “ bA est principal. �

Remarque 1.2.21. Il existe des anneaux qui sont principaux, mais pas euclidiens.

Corollaire 1.2.22. Soit K un corps, les anneaux Z et KrXs sont principaux, donc factoriels (cf
proposition 1.2.12).

Si f : A Ñ B est un morphisme d’anneaux, il induit un morphisme d’anneaux ArXs Ñ BrXs.
Si A est un sous-anneau de B, alors ArXs est naturellement un sous-anneau de BrXs.
Définition 1.2.23. Soient A un anneau factoriel et P “ a0 ` a1X ` ¨ ¨ ¨ ` anX

n P ArXszt0u.
Le contenu de P est

cpP q “ pgcdtai{ ai ‰ 0u.

Lemme 1.2.24. Soient A un anneau factoriel et P,Q P ArXszt0u. Alors cpPQq “ cpP qcpQq.
Remarque 1.2.25. Le pgcd étant défini à multiplication par une unité près, on devrait plutôt
écrire cpPQqA “ cpP qcpQqA. Dans ce qui suit, on commettra systématiquement cet abus pour ne
pas alourdir la rédaction.

Démonstration. On peut déjà écrire P “ cpP q rP et Q “ cpQq rQ avec cp rP q “ 1 et cp rQq “ 1 : on
a PQ “ cpP qcpQq rP rQ. Quitte à remplacer P et Q par rP et rQ respectivement, on peut supposer
cpP q “ 1 et cpQq “ 1, et il s’agit de prouver que cpPQq “ 1.

Supposons au contraire qu’il existe p P A premier tel que p | cpPQq. Si on note P et Q les
images dans pA{pAqrXs de P et Q respectivement, cela implique que PQ “ 0 dans pA{pAqrXs.
Mais comme p est premier, l’anneau A{pA est intègre : il en est de même de l’anneau pA{pAqrXs.
On a donc P “ 0 ou Q “ 0, et donc p | cpP q ou p | cpQq, ce qui contredit cpP q “ 1 et cpQq “ 1. �

Proposition 1.2.26. Supposons A factoriel. Soient K “ FracpAq et P P ArXs tel que cpP q “ 1.
Alors P est irréductible dans ArXs si et seulement si P est irréductible dans KrXs.

Démonstration. Si P est irréductible dans KrXs et P “ Q1Q2 avec Q1, Q2 P ArXs. Comme P est
irréductible dans KrXs, quitte à échanger Q1 et Q2, le polynôme Q1 est constant d’où Q1 “ cpQ1q.
Mais d’après le lemme 1.2.24, on a 1 “ cpP q “ cpQ1qcpQ2q, donc Q1 P Aˆ. Ainsi P est irréductible
dans ArXs.

Réciproquement, supposons P irréductible dans ArXs et P “ Q1Q2 avec Q1, Q2 P KrXs. Il
existe a1, a2 P Azt0u tels que a1Q1 P ArXs et a2Q2 P ArXs. On a alors a1a2 “ cpa1a2P q “
cpa1Q1qcpa2Q2q d’après le lemme 1.2.24, vu que cpP q “ 1. Si on écrit a1Q1 “ cpa1Q1q rQ1 et
a2Q2 “ cpa2Q2q rQ2 avec rQ1, rQ2 P ArXs, on a donc a1a2P “ cpa1Q1q rQ1cpa2Q2q rQ2 “ a1a2 rQ1

rQ2

soit P “ rQ1
rQ2 (l’anneau A est intègre). Comme P est irréductible dans ArXs, quitte à échanger

rQ1 et rQ2, on peut supposer rQ1 P Aˆ. On a alors Q1 P Kˆ et P est irréductible dans KrXs. �

Théorème 1.2.27. Soit A un anneau factoriel. Alors l’anneau ArXs est factoriel a.

a. Il est facile de voir que la réciproque est vraie.

Démonstration. ‚ Si p P A est irréductible, le polynôme constant p est irréductible dans ArXs. En
effet, l’anneau A{pA est intègre : il en est de même de ArXs{pArXs » pA{pAqrXs et p est premier
donc irréductible dans ArXs.
‚ Si P P ArXs est de degré ě 1 et irréductible, alors cpP q “ 1. En effet, on peut écrire P “ cpP q rP
avec rP P ArXs, ce qui donne une factorisation non triviale si cpP q est non inversible.
‚ Existence d’une décomposition en facteurs irréductibles. Soit P P ArXszt0u. On peut écrire
P “ cpP q rP avec rP P ArXs de contenu égal à 1. Comme A est factoriel, on peut décomposer
cpP q en facteurs irréductibles et il suffit de montrer qu’on peut décomposer rP : on peut supposer
cpP q “ 1. Si P P A, on a alors P “ 1 : on peut supposer degpP q ě 1. Soit K le corps des fractions
de A. Comme l’anneau KrXs est factoriel (cf corollaire 1.2.22), on peut écrire P “ P1P2 ¨ ¨ ¨Pr
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avec Pi P KrXs irréductible pour i P t1, . . . , ru. Pour tout i P t1, . . . , ru, soit ai P Azt0u tel que
aiPi P ArXs, et rPi “ cpaiPiq´1paiPiq P ArXs. Comme rPi est de contenu 1 et irréductible dans
KrXs (car Pi l’est), il est irréductible dans ArXs d’après la proposition 1.2.26. On a a1a2 ¨ ¨ ¨ ar “
cpa1P1q ¨ ¨ ¨ cparPrq en vertu du lemme 1.2.24, vu que cpP q “ 1. On a donc la décomposition en
facteurs irréductibles P “ rP1

rP2 ¨ ¨ ¨ rPr.
‚ Unicité de la décomposition en facteurs irréductibles. Soient P P ArXszt0u et P “ P1P2 ¨ ¨ ¨Pr et
P “ Q1Q2 ¨ ¨ ¨Qs deux décompostions en facteurs irréductibles dans ArXs. Quitte à renuméroter les
Pi (resp. les Qj), il existe r0 ď r (resp. s0 ď s) tel que Pi P Azt0u pour i ď r0 et degpPiq ą 0 pour
r0 ă i ď r (resp. Qj P Azt0u pour j ď s0 et degpQjq ą 0 pour s0 ă j ď s). D’après la remarque
faite plus haut, on a alors cpPiq “ cpQjq “ 1 pour r0 ă i ď r et s0 ă j ď s. En prenant le contenu
de l’égalité P1P2 ¨ ¨ ¨Pr “ Q1Q2 ¨ ¨ ¨Qs, il vient donc P1P2 ¨ ¨ ¨Pr0 “ Q1Q2 ¨ ¨ ¨Qs0 , qui est une égalité
de deux décompostions en facteurs irréductibles dans A. Ce dernier étant factoriel, on a r0 “ s0,
et quitte à renuméroter, on peut supposer PiA “ QiA pour tout i P t1, . . . , r0u. En divisant
P par P1P2 ¨ ¨ ¨Pr0 , il vient Pr0`1 ¨ ¨ ¨PrArXs “ Qr0`1 ¨ ¨ ¨QsArXs. C’est une décomposition en
facteurs irréductibles dans KrXs, qui est factoriel : on a r “ s et quitte à renuméroter, on peut
supposer PiKrXs “ QiKrXs pour i P tr0 ` 1, . . . , ru. Mais comme cpPiq “ cpQiq “ 1, on a en fait
PiArXs “ QiArXs pour i P tr0 ` 1, . . . , ru. �

Remarque 1.2.28. (1) Au cours de la preuve, on a vu qu’une famille de représentants des élé-
ments irréductibles de ArXs est donnée par la réunion d’une famille de représentants des éléments
irréductibles de A et d’une famille de polynômes de ArXs de contenu 1 qui forment une famille
de représentants des éléments irréductibles de KrXs.
(2) En général, il n’est pas vrai que A factoriel implique ArrXss factoriel. C’est cependant vrai si
A est suffisament « régulier ». C’est le cas par exemple lorsque A est un corps. On a un unique
élément irréductible (à une unité près bien sûr) : X . En effet, toute série formelle non nulle s’écrit
f “ anX

n ` an`1X
n`1 ` ¨ ¨ ¨ avec an P Azt0u “ Aˆ. L’élément u “ an ` an`1X ` an`2X

2 ¨ ¨ ¨ P
ArrXss est inversible, et on a f “ uXn (l’unicité est évidente).

1.3. Localisation. Soit A un anneau.
Définition 1.3.1. Une partie S Ă A est dite multiplicative si 1 P S et S est stable par
multiplication. Par commodité, on requiert en outre que 0 R S.

Exemples 1.3.2. (1) Aˆ.

(2) Si f P A, l’ensemble tfnunPN.

(3) Si p Ă A est un idéal premier, Azp.

Proposition 1.3.3. Soit S Ă A une partie multiplicative. Il existe une A-algèbre A ιÝÑ S´1A,
unique à isomorphisme près, ayant la propriété universelle suivante : si f : A Ñ B est un
morphisme d’anneaux tel que p@s P Sq fpsq P Bˆ, alors il existe un morphisme d’anneaux
rf : S´1A Ñ B unique tel que f “ rf ˝ ι.

A
f

//

ι !!❈
❈❈

❈❈
B

S´1A
rf

==④④④④④

Démonstration. Munissons l’ensemble Aˆ S de la relation binaire „ définie par

pa1, s1q „ pa2, s2q ô pDt P Sq tpa1s2 ´ a2s1q “ 0

Il est facile (mais un peu fastidieux) de vérifier que c’est une relation d’équivalence. On note
S´1A “ pA ˆ Sq{ „ l’ensemble quotient. Si pa, sq P A ˆ S, on note a

s
son image dans S´1A.

Soient pa1, s1q, pa2, s2q P A ˆ S. Il est facile (mais un peu fastidieux) de vérifier que les éléments
a1
s1

` a2
s2

:“ a1s2`a2s1
s1s2

et a1
s1
.a2
s2

:“ a1a2
s1s2

ne dépendent que de a1
s1

et a2
s2

, et que cela définit deux lois
internes ` et . sur S´1A, qui en font un anneau commutatif d’unité 1

1
. Par ailleurs, l’application

ι : A Ñ S´1A

a ÞÑ a
1
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est un morphisme d’anneau. Observons que si s P S, alors ιpsq “ s
1

est inversible dans S´1A,
d’inverse 1

s
.

Enfin, soit f : A Ñ B un morphisme d’anneaux tel que p@s P Sq fpsq P Bˆ. On vérifie facilement
que l’application

rf : S´1A Ñ B

a
s

ÞÑ fpsq´1fpaq

est un morphisme d’anneaux bien défini, et que c’est l’unique tel que f “ rf ˝ ι. L’unicité de
pS´1A, ιq résulte de la propriété universelle. �

Définition 1.3.4. La A-algèbre S´1A s’appelle la localisation de A en S.

Remarque 1.3.5. (1) Par abus, si a P A, on note encore a au lieu de ιpaq son image dans S´1A.

(2) D’un certain point de vue, S´1A est la « plus petite » A-algèbre dans laquelle les éléments
de S sont inversibles.

(3) Lorsque A est intègre, la relation binaire „ n’est autre que la relation « habituelle »
pa1, s1q „ pa2, s2q ô a1s2 “ a2s1. Lorsque A n’est pas intègre, cette dernière n’est plus une
relation d’équivalence (pourquoi ?), et il est nécessaire de rajouter le « t ».

(4) On a Kerpιq “ ta P A, pDs P Sq sa “ 0u. En particulier, ι est injective dès que A est intègre.

(5) À moins que A soit factoriel, on n’a pas de notion de « fraction irréductible ».

Exemples 1.3.6. (1) Supposons A intègre (c’est le seul cas qu’on rencontrera dans la suite du
cours). Alors Azt0u est multiplicative (t0u est premier), et pAzt0uq´1A “ FracpAq est le corps
des fractions de A. Par exemple, on a FracpZq “ Q, FracpKrXsq “ KpXq si K est un corps).

Si maintenant S Ă A est une partie multiplicative quelconque, la propriété universelle fournit un
morphisme injectif S´1A Ñ FracpAq : les localisations de A s’identifient à des sous-anneaux de
FracpAq.
(2) Si f P A, on note Apfq le localisé de A par rapport à la partie multiplicative tfnunPN. Par
exemple, Zp10q n’est autre que l’anneau des nombres décimaux.

(3) Si p Ă A est un idéal premier, on note Ap le localisé de A par rapport à la partie multiplicative
Azp. Lorsque A est intègre et p “ t0u, on retrouve FracpAq.
(4) Exercice : trouver des parties multiplicatives S Ă Z autres que Z zt0u telles que S´1 Z “ Q.

Définition 1.3.7. Si S Ă A est une partie multiplicative et M un A-module, on définit la
localisation S´1M de M par rapport à S de façon analogue à S´1A : c’est l’ensemble quotient
de M ˆ S par la relation d’équivalence pm1, s1q „ pm2, s2q ô pDt P Sq tpm1s2 ´ m2s1q “ 0.
C’est un S´1A-module avec les lois interne et externes données par m1

s1
` m2

s2
:“ m1s2`m2s1

s1s2
et a

s
.m
s1 :“ am

ss1 . Par ailleurs, un morphisme f : M Ñ N de A-modules induit un morphisme

fS : S
´1M Ñ S´1N de S´1A-modules (en posant fS

`
m
s

˘
“ fpmq

s
pour tout m P M et s P S).

En particulier, si I est un idéal de A, c’est un sous-A-module de A : on dispose de l’idéal S´1I

de S´1A.

Proposition 1.3.8. (1) On a
`
IdM

˘
S

“ IdS´1M .
(2) Si f : M Ñ M 1 et g : M 1 Ñ M2 sont A-linéaires alors pg ˝ fqS “ gS ˝ fS.
(3) M Ď N , alors S´1M Ď S´1N et S´1pN{Mq » S´1N{S´1M .
(4) Si f : M Ñ N est A-linéaire, on a KerpfSq “ S´1 Kerpfq et CokerpfSq “ S´1 Cokerpfq.

Démonstration. (3) Le composé M Ď N
ιÝÑ S´1N s’étend en i : S´1M Ñ S´1N (par S´1A-

linéarité). Soit x P S´1M : écrivons x “ m
s

avec m P M et s P S. Si ipxq “ 0, il existe t P S tel que
tm “ 0 dans M Ď N , ce qui implique que x “ m

s
“ 0 dans S´1M : l’application i est injective.

On la voit comme une inclusion S´1M Ď S´1N .
La projection canonique π : N Ñ N{M induit le morphisme S´1A-linéaire S´1N

πSÝÝÑ S´1pN{Mq.
Il est surjectif : si x P S´1pN{Mq il existe n P N{M et s P S tel que x “ n

s
. Soit n P N

relevant n : on a πS
`
n
s

˘
“ x. Bien entendu, on a S´1M Ď KerpπSq. Réciproquement, si x “
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n
s

P KerpπSq (avec n P N et s P S), on a πpnq
s

“ 0 dans S´1pN{Mq : il existe t P S tel que
tπpnq “ πptnq “ 0 dans N{M , i.e. tn P M , soit encore x “ tn

ts
P S´1M . Ainsi KerpπSq “ S´1M

et S´1N{S´1M
„ÑS´1pN{Mq.

(4) Résulte de (3). �

Proposition 1.3.9. Soit S Ă A est une partie multiplicative. Si A est nœthérien, il en est de
même de S´1A.

Démonstration. Soit I un idéal de S´1A. Posons J “ IXA :“ ι´1pIq : c’est un idéal de A. Comme

ce dernier est nœthérien, J est de type fini J “
rř
i“1

Aαi. Soit x “ a
s

P I, alors sx “ a P I, donc

a P J , ce qui implique que x P
rř
i“1

1
s
ιpAαiq et donc I Ď

rř
i“1

S´1Aιpαiq. C’est en fait une égalité, et

I est de type fini. �

Notation. On note SpecpAq l’ensemble des idéaux premiers de A. On l’appelle le spectre de A.

Proposition 1.3.10. Soit S Ă A est une partie multiplicative. Les applications

tp P SpecpAq, p X S “ ∅u Ø SpecpS´1Aq
p ÞÑ S´1p

q XA :“ ι´1pqq Ðß q
sont des bijections croissantes inverses l’une de l’autre.

Démonstration. Soit p P SpecpAq tel que p X S “ ∅. On a S´1A{S´1p » S´1pA{pq (cf pro-
position 1.3.8). Notons S l’image de S dans A{p : comme p X S “ ∅, on a 0 R S, et S

est une partie multiplicative de A{p. Comme A{p est intègre, il en est de même du localisé

S´1pA{pq “ S
´1pA{pq Ă FracpA{pq, de sorte que S´1p est premier dans S´1A.

Inversement, si q P SpecpS´1Aq, alors A{ι´1pqq ãÑ S´1A{q est intègre : on a q XA P SpecpAq. Si
s P pq XAq X S, alors s P q. Comme s est inversible dans S´1A, on a donc q “ S´1A, ce qui n’est
pas : on a pq XAq X S “ ∅.
Soit p P SpecpAq tel que pXS “ ∅. On a bien sûr p Ď S´1pXA. Réciproquement, soit a P S´1pXA :
on peut écrire a “ α

s
avec α P p et s P S. Comme sa “ α P p et s R p (car p X S “ ∅), on a a P p,

ce qui prouve l’égalité p “ S´1p XA.
Soit q P SpecpS´1Aq. On a bien sûr S´1pq XAq Ď q. Réciproquement, soit x P q : écrivons x “ a

s

avec a P A et s P S. On a sx “ a P q X A, et donc x “ a
s

P S´1pq X Aq, ce qui prouve l’égalité
q “ S´1pq XAq. �

Remarque 1.3.11. On a donc SpecpS´1Aq Ď SpecpAq. Il se trouve que l’ensemble SpecpAq peut
être muni d’une structure d’espace topologique (et même de bien plus...) et que la bijection de
la proposition 1.3.10 est un homéomorphisme. De ce point de vue, la localisation de l’anneau A

induit une « localisation » de l’espace SpecpAq, ce qui explique la terminologie.

Définition 1.3.12. Un anneau local est un anneau n’ayant qu’un seul idéal maximal.

Exemples 1.3.13. (1) Un corps est un anneau local.

(2) Si K est un corps, l’anneau des séries formelles KrrXss est local, d’idéal maximal XKrrXss.
(3) Exercice : A est local si et seulement si AzAˆ est un idéal 1 : c’est alors l’idéal maximal de A.

1. Si A est local d’idéal maximal m, on a bien sûr m Ď AzAˆ, et si a P AzAˆ, l’idéal aA est strict : il est
contenu dans un idéal maximal en vertu du théorème de Krull (théorème 1.0.1), donc a P m, ce qui prouve l’égalité
m “ AzAˆ. Réciproquement, si m :“ AzAˆ est un idéal, et si I est un idéal propre de A, on a I X Aˆ “ ∅, i.e.

I Ď m et m contient tous les idéaux de A.
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Corollaire 1.3.14. Si p P SpecpAq, alors SpecpApq “ tqAp, q P SpecpAq, q Ď pu. En particulier,
Ap est un anneau local a d’idéal maximal pAp.

a. La terminologie est bien faite, là encore...

Démonstration. L’égalité résulte de l’équivalence q X pAzpq “ ∅ ô q Ď p et de la proposition
1.3.10. Les bijections de loc. cit. étant croissantes (au sens de l’inclusion), les éléments maximaux
se correspondent, ce qui achève la preuve. �

Lemme 1.3.15. Soit M un A-module. Alors M “ t0u si et seulement si Mm “ t0u pour tout idéal
maximal m Ă A.

Démonstration. Supposons Mm “ t0u pour tout idéal maximal m Ă A. Soit m P M . Posons
I “ ta P A, am “ 0u : c’est un idéal de A. Supposons I ‰ A : d’après le théorème de Krull
(théorème 1.0.1), il existe m Ă A maximal tel que I Ď m. Comme m “ m

1
est nul dans Mm, il

existe t P Azm tel que tm “ 0 dans M , i.e. t P I. On a donc t P Izm contradiction : I “ A et
m “ 0. �

Proposition 1.3.16. Principe local-global. Soient M un A-module et M 1, M2 deux sous-
modules de M . Alors M 1 Ď M2 (resp. M 1 “ M2) si et seulement si pour tout idéal maximal m
de A, on a M 1

m Ď M2
m (resp. M 1

m “ M2
m) dans Mm.

Démonstration. Si M 1 Ď M2, on sait déjà que M 1
m Ď M2

m pour tout idéal maximal m de A

(proposition 1.3.8 (3)). Réciproquement, supposons M 1
m Ď M2

m pour tout idéal maximal m de A.
Posons M “ M{M2 et π : M Ñ M la projection canonique. On dispose de πpM 1q Ď M . Par
hypothèse, on a πpM 1qm “ t0u (parce que M 1

m Ď M2
m a une image nulle dans Mm “ Mm{M2

m,
cf proposition 1.3.8 (3)) pour tout idéal maximal m de A. D’après le lemme 1.3.15, cela implique
πpM 1q “ t0u dans M , i.e. M 1 Ď M2. �

Remarque 1.3.17. Un exemple important du résultat précédent est le suivant : si I et J sont
deux idéaux de A, on a I Ă J si et seulement si Im Ď Jm pour tout idéal maximal m de A.

Définition 1.3.18. (1) Soit K un corps. Une valuation discrète sur K est une application
v : K Ñ RYt`8u telle que

‚ p@x, y P Kq vpxyq “ vpxq ` vpyq (cela implique vp1q “ 0) ;
‚ p@x, y P Kq vpx ` yq ě minpvpxq, vpyqq ;
‚ vpKˆq est un sous-groupe discret de R (donc de la forme αZ avec α ‰ 0).

On dit que v est normalisée lorsque vpKˆq “ Z.
(2) Un anneau de valuation discrète est un anneau principal ayant un et un seul idéal
premier non nul. Un générateur de ce dernier s’appelle une uniformisante de A.

Remarque 1.3.19. Supposons A de valuation discrète. L’unique idéal premier non nul m de A est
donc maximal : A est local. Les élements de m ne sont pas inversibles : comme m ‰ 0, l’anneau A
n’est pas un corps.

Proposition 1.3.20. Soient A un anneau de valuation discrète, m son idéal maximal, π une
uniformisante et K “ FracpAq.

(1) Tout a P Azt0u s’écrit de façon unique sous la forme a “ uπvpaq avec u P Aˆ et vpaq P N ;
(2) les idéaux non nuls de A sont tous de la forme mi “ πiA (avec i P N) ;
(3)

Ş
iPN

mi “ t0u ;

(4) l’application v : Azt0u Ñ N se prolonge de façon unique en une valuation discrète nor-
malisée v : K Ñ ZYt`8u ;

(5) A “ tx P K, vpxq ě 0u.

Démonstration. (1) CommeA est principal, il est factoriel. Comme m “ πA est le seul idéal premier
non nul, il n’y a (à multiplication par un élément inversible près) qu’un élément irréductible : c’est



Théorie des nombres, master 1
ère année 13

π. Si a P Azt0u, sa décomposition en produit d’irréductibles est donc a “ uπvpaq pù u P Aˆ et
vpaq “ vπpaq P N est la valuation π-adique de a.
(2) Si I Ď A est un idéal, il est principal : on a I “ aA avec a P A. Si I ‰ t0u, on a a ‰ 0, et on
peut écrire a “ uπi avec u P Aˆ et i “ vpaq P N : on a alors I “ πiA “ mi.
(3) Si a P Azt0u, on a a “ uπi avec u P Aˆ et i “ vpaq, donc a P mizmi`1, et a R Ş

iPN
mi. Ainsi, on

a
Ş
iPN

mi “ t0u.
(4) Si x “ a

b
P K, avec a P A et b P Azt0u, on a nécessairement vpxq “ vpaq ´ vpbq P ZYt`8u,

ce qui prouve l’unicité. Si x “ a1

b1 est une autre écriture, on a ab1 “ a1b (car A est intègre), donc
vpaq ` vpb1q “ vpa1q ` vpbq i.e. vpaq ´ vpbq “ vpa1q ´ vpb1q, ce qui montre l’existence.
(5) On sait déjà que p@a P Aq vpaq P NYt`8u. Réciproquement, soit x “ a

b
P K avec a P A et

b P Azt0u. On a vpxq ě 0 ñ vpaq ě vpbq ñ b | a (cf proposition 1.2.6 (2)), donc x P A. �

1.4. Critères d’irréductibilité. Dans toute cette section, A désigne un anneau intègre.

Proposition 1.4.1. Supposons A factoriel. Soient K son corps des fractions et P “ a0 ` a1X `
¨ ¨ ¨ ` anX

n P ArXs un polynôme de degré n. Soient a, b P Azt0u premiers entre eux tels que
a{b soit une racine de P . Alors a | a0 et b | an.

Démonstration. On a bnP pa{bq “ a0b
n ` a1b

n´1a` a2b
n´2a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an´1ba

n´1 ` ana
n “ 0. On a

donc a | a0bn. Comme pgcdpa, bq “ 1, le lemme de Gauss (cf proposition 1.2.11) implique a | a0.
Un raisonnement identique implique b | an. �

Exemple 1.4.2. Soit P “ 2X3 ´ X2 ` X ´ 1 P ZrXs. Si x “ a{b P Q est racine de P , avec
a, b P Z zt0u premiers entre eux, alors a P t˘1u et b | 2. On vérifie que 1{2 est racine de P et on
a (par division euclidienne) P “ p2X ´ 1qpX2 ` X ` 1q. De même, si x “ a{b P Q est racine de
X2 `X ` 1, avec a, b P Z zt0u premiers entre eux, alors a, b P t˘1u i.e. x P t˘1u. Mais 1 et ´1 ne
sont pas racines, si bien que X2 `X ` 1 est irréductible dans QrXs, donc dans ZrXs (proposition
1.2.26).

Lemme 1.4.3. Soit P P ArXs unitaire et réductible. Alors il existe P1, P2 P ArXs unitaires tels
que P “ P1P2 et degpP1q, degpP2q ă degpP q.

Démonstration. Comme P est réductible, il s’écrit P “ P1P2 avec P1, P2 P ArXszAˆ. L’anneau A
étant intègre, le coefficient dominant de P (c’est-à-dire 1) est le produit des coefficients dominants
de P1 et de P2 : ces derniers sont inversibles, inverses l’un de l’autre. Comme P1 R Aˆ et P2 R Aˆ,
les polynômes P1 et P2 sont non constants : on a degpP1q, degpP2q ă degpP q. Quitte à diviser P1

et P2 par leurs coefficients dominants respectifs, on peut supposer P1 et P2 unitaires. �

Proposition 1.4.4. (Critère d’irréductibilité par réduction). Soient I Ď A un idéal strict

et P P ArXs un polynôme unitaire. Si l’image de P dans pA{IqrXs ne se factorise pas en un
produit de deux polynômes de degrés ă degpP q, alors P est irréductible dans ArXs.

Démonstration. Supposons P réductible : on peut écrire P “ P1P2 avec P1, P2 P ArXs unitaires
et degpP1q, degpP2q ă degpP q (lemme 1.4.3). Notons avec un barre l’image d’un élément de ArXs
dans pA{IqrXs : on a P “ P 1P 2 avec degpP 1q ă degpP q (“ degpP q vu que P est unitaire) et
degpP 2q ă degpP q, ce qui n’est pas, contradiction. �

Exemples 1.4.5. (1) Le polynôme X2 `X ` 1 P ZrXs est irréductible, parce qu’il est unitaire et
que son image modulo 2 est irréductible.
(2) Soit P “ X2 `XY ` 1 P QrX,Y s. On prend A “ QrY s et I “ Y QrY s l’idéal engendré par Y .
On a A{I “ Q et l’image (modulo I) de P dans QrXs est X2 ` 1 (qui est irréductible, de degré 2

et n’ayant pas de racine dans le corps Q). Le polynôme P est donc irréductible dans QrX,Y s.

Remarque 1.4.6. L’hypothèse P unitaire n’est pas superflue : si P “ p1`X2qp1`Y q P QrX,Y s,
alors P n’est pas irréductible, mais sa réduction modulo Y l’est (c’est X2 `1 P QrXs). C’est parce
que le terme dominant de P est X2Y , qui n’est pas unitaire (que ce soit en la variable X ou en la
variable Y ). Il convient donc d’être soigneux.
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Proposition 1.4.7. (Critère d’Eisenstein). Soient p Ď A un idéal premier, n P Ną0 et P “
a0`a1X`¨ ¨ ¨`an´1X

n´1`Xn P ArXs un polynôme unitaire. Supposons que a0, a1, . . . , an´1 P
p mais a0 R p2. Alors P est irréductible.

Démonstration. Supposons P réductible : on peut écrire P “ P1P2 avec P1, P2 P ArXs unitaires et
degpP1q, degpP2q ă degpP q (lemme 1.4.3). Posons k “ degpP1q : on a 0 ă k ă n. Notons avec une
barre l’image d’un élément de ArXs dans pA{pqrXs : on a P “ Xn “ P 1P 2 dans FracpA{pqrXs,
qui est factoriel : cela implique P 1 “ Xk et P 2 “ Xn´k (on sait qu’ils sont unitaires parce que P1

et P2 le sont). Les termes constants de P 1 et de P 2 sont donc nuls. Ainsi, les termes constants de
P1 et de P2 sont dans p. Le terme constant de P étant le produit des termes constants de P1 et
de P2, il appartient à p2, ce qui n’est pas : contradiction. �

Remarque 1.4.8. (1) Bien sûr, l’hypothèse a0 R p2 est cruciale, par exemple, le polynôme
X2 ´ 4 “ pX ´ 2qpX ´ 2q P ZrXs n’est pas irréductible (avec p “ 2Z).

(2) Soient p Ă A premier et P “ a0 ` a1X ` ¨ ¨ ¨ ` an´1X
n´1 ` anX

n P ArXs avec an R p,
a0, a1, . . . , an´1 P p mais a0 R p2. Alors P n’est pas irréductible dans ArXs en général : par
exemple, P “ 2pX2`3X`3q P ZrXs avec p “ 3ZrXs. Cependant, l’image de P dans AprXs
est un polynôme d’Eisenstein (on a an P Aˆ

p ), de sorte que cette image est irréductible dans
AprXs. Si A est factoriel, cela implique que P est irréductible dans FracpAqrXs.

Exemples 1.4.9. (1) Le polynôme X4 ` 4X3 ` 6X2 ` 10 est irréductible dans ZrXs (prendre
p “ 2Z). Par contre, le critère ne s’applique pas au polynôme X5 ´ 4 (qui est irréductible dans
ZrXs cependant).
(2) Soit p un nombre premier et Φp “ Xp´1 ` Xp´2 ` ¨ ¨ ¨ ` X ` 1 P ZrXs le p-ième polynôme
cyclotomiques. Alors Φp est irréductible. Pour le montrer, on remarque que Φp “ Xp´1

X´1
P QpXq :

on effectue le changement de variable X “ Y ` 1. On a alors Φp “ pY `1qp´1

Y
d’où

ΦppY ` 1q “ Y p´1 `
`
p
1

˘
Y p´2 `

`
p
2

˘
Y p´3 ` ¨ ¨ ¨ `

`
p
p´1

˘
.

Comme p |
`
p
k

˘
pour tout k P t1, . . . , p ´ 1u et

`
p
p´1

˘
“ p est non divisible par p2, le critère

d’Eisenstein s’applique (avec p “ pZ) et ΦppY ` 1q est irréductible dans ZrY s : il en est de même
de Φp.
(3) Le polynôme X3`XY 2`Y P ZrX,Y s est irréductible en vertu du critère d’Eisenstein (prendre
p “ Y ZrY s). Remarquons que dans ce cas, l’application de la proposition 1.4.4, (en quotientant
par Y ) ne permet pas de conclure.

1.5. Modules de type fini sur les anneaux principaux. On suppose désormais A principal.
Par définition, A est intègre : on note K son corps des fractions. Rappelons que A est factoriel
(proposition 1.2.12) : on dispose du pgcd et du ppcm. En outre, comme les idéaux de A sont
engendrés par un élément, ils sont de type fini, i.e. A est nœthérien.

Dans ce qui suit, quand on écrit une matrice, les coefficients vides correspondent à des zéros.
Si n P Ną0 et a1, . . . , an P A, on pose

diagpa1, . . . , anq “

¨
˚̋
a1

. . .
an

˛
‹‚P MnpAq.

Par ailleurs, si M “
`
mi,j

˘
1ďiďn
1ďjďm

P MnˆmpAq, on note TM “
`
mj,i

˘
1ďiďm
1ďjďn

P MmˆnpAq la matrice

transposée de M .
Fixons une famille ppλqλPΛ de représentants des éléments irréductibles de A. Tout élément

a P Azt0u admet une décomposition unique en facteurs irréductibles :

a “ u
ź

λPΛ
pnλ

λ

où u P Aˆ et pnλqλPΛ est une famille d’entiers presque tous nuls (i.e. tous nuls sauf un nombre
fini). On pose alors

ℓpaq “
ÿ

λPΛ
nλ P N
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qu’on appelle longueur de a. Ce n’est autre que le nombre de facteurs irréductibles de a (par
exemple, on a ℓpaq “ 0 ô a P Aˆ et ℓpaq “ 1 si et seulement si A est irréductible).
Si M “ rmi,js 1ďiďn

1ďjďm
P MnˆmpAqzt0u, on pose

ℓpMq “ min
 
ℓpmi,jq, 1 ď i ď n, 1 ď j ď m, mi,j ‰ 0

(
.

Définition 1.5.1. (1) Si n P Ną0 on pose GLnpAq “ tM P MnpAq, detpMq P Aˆu.
D’après les formules de Cramer, c’est le groupe des éléments inversibles de MnpAq
(prendre garde que detpAq ‰ 0 est insuffisant si A n’est pas un corps). On pose
SLnpAq “ tM P MnpAq, detpMq “ 1u. C’est un sous-groupe de GLnpAq.

(2) Si σ P Sn est une permutation, on pose Pσ “
`
δσpiq,j

˘
1ďi,jďn P MnpAq (où δi,j est le

symbole de Kronecker). On a detpPσq “ p´1qεpσq (où εpσq désigne la signature de σ), de
sorte que Pσ P GLnpAq. Posons rPσ “ diag

`
1, . . . , 1, p´1qεpσq˘Pσ P SLnpAq.

Si M P MnˆmpAq, la matrice PσM est l’élément de MnˆmpAq dont la i-ième ligne est
la σpiq-ième ligne de M . De même, si γ P Sm est une permutation, la matrice MPγ est
déduite de M en permutant les colonnes suivant γ. En multipliant M par rPσ à gauche
(resp. par rPγ à droite), on permute les lignes suivant σ (resp. les colonnes suivant γ) et
on multiplie la dernière ligne (resp. colonne) par p´1qεpσq (resp. p´1qεpγq).

Proposition 1.5.2. Soient n P Ně2 et a1, . . . , an des éléments de A qui engendrent l’idéal A.
Alors il existe une matrice dans SLnpAq dont la première colonne est Tpa1, . . . , anq.

Démonstration. Posons X “ Tpa1, . . . , anq. Il s’agit de prouver l’existence d’une matrice M P
MnpAq de déterminant 1 telle que M´1X “ Tp1, 0, . . . , 0q. On procède par récurrence sur n ě 2.

Cas n “ 2. Comme A “ Aa1 ` Aa2, il existe u, v P A tels que va1 ´ ua2 “ 1. La matrice

M “
ˆ
a1 u

a2 v

˙
répond alors à la question.

Cas n ą 2. Soit dA “ pgcdpa2, . . . , anq et b2, . . . , bn P A tels que dbi “ ai pour i P t2, . . . , nu.
On a pgcdpb2, . . . , bnq “ A : par hypothèse de récurence, il existe M 1

1 P Mn´1pAq de déterminant
1 telle que M 1´1

1 Y “ Tp1, 0, . . . , 0q où Y “ Tpb2, . . . , bnq. Soit alors

M1 “
ˆ
1

M 1
1

˙

On a detpM1q “ detpM 1
1q “ 1 et M´1

1
TX “ Tpa1, d, 0, . . . , 0q. On est ramenés au cas n “ 2 :

comme pgcdpa1, dq “ A, il existe M 1
2 P M2pAq inversible avec M´1

2
Tpa1, dq “ Tp1, 0q. Soit alors

M2 “
ˆ
M 1

2

In´2

˙

où In´2 P Mn´2pAq désigne la matrice identité. On a detpM2q “ detpM 1
2q “ 1 et M´1

2 M´1
1 X “

Tp1, 0, . . . , 0q. Soit M “ M1M2. On a detpMq “ 1 et M´1X “ Tp1, 0, . . . , 0q, ce qu’on voulait. �

Remarque 1.5.3. Cette preuve fournit une procédure effective pour construire la matrice si on
sait traiter le cas n “ 2 (par exemple pour A “ Z ou, plus généralement, A un anneau euclidien).

Définition 1.5.4. Si n,m P Ną0, on fait agir SLnpAq ˆ SLmpAq sur le A-module MnˆmpAq par

pP,Qq ¨M “ P´1MQ.

Deux matrices M1,M2 P MnˆmpAq sont dites équivalentes si elles sont dans la même orbite
pour cette action. On écrit alorsM1 „ M2 (cela définit une relation d’équivalence). Remarquons
qu’on peut aussi faire agir GLnpAq ˆ GLmpAq de la même façon.

Remarque 1.5.5. Lorsque n “ m, on prendra garde à ne pas confondre cette notion avec celle,
plus fine, de matrices semblables : si M1,M2 P MnpAq, on dit que M1 et M2 sont semblables s’il
existe P P GLnpAq tel que M2 “ P´1M1P .
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Définition 1.5.6. Un matrice réduite est une matrice de la forme¨
˚̊
˚̋

α1

. . .
αr

˛
‹‹‹‚P MnˆmpAq

avec r P t0, . . . ,mintm,nuu et α1, . . . , αr P Azt0u tels que αi|αi`1 pour tout i P t0, . . . r ´ 1u.

Théorème 1.5.7. Tout matrice M P MnˆmpAq est équivalente à une matrice réduite.

Démonstration. On peut supposer M ‰ 0. On procède par récurrence sur d “ mintm,nu.
Supposons d “ 1. Quitte à transposer, on peut supposer m “ 1, de sorte que M est un vecteur

colonne. Si n “ 1, il n’y a rien à faire : supposons n ě 2. Notons α1 le pgcd des coefficients de
M : on a M “ α1X où X est un vecteur colonne dont les composantes engendrent l’idéal unité.
D’après la proposition 1.5.2, il existe une matrice P P SLnpAq dont la première colonne est égale
à X . On a alors P´1X “ Tp1, 0, . . . , 0q et donc P´1M “ Tpα1, 0, . . . , 0q.

Supposons désormais d ą 1. Rappelons que M ‰ 0. Soit δ “ min
 
ℓpM 1q, M 1 „ M

(
P N.

Quitte à remplacer M par une matrice équivalente convenable, on peut supposer que ℓpMq “ δ. Il
existe i0 P t1, . . . , nu et j0 P t1, . . . ,mu tels que ℓpmi0,j0q “ δ. Notons τ1,i0 P Sn (resp. τ1,j0 P Sm)
la transposition de t1, . . . , nu (resp. t1, . . . ,mu) échangeant 1 et i0 (resp. j0), et posons M 1 “
rP´1
τ1,i0

M rPτ1,j0 P MnˆmpAq (où rPτ1,i0 P SLnpAq et rPτ1,j0 P SLmpAq sont les matrices de permutation
modifiées, cf définition 1.5.1 (2)). On a M 1 „ M et m1

1,1 “ mi0,j0 : quitte à remplacer M par M 1,
on peut supposer que ℓpm1,1q “ δ. Posons α1 :“ m1,1.

‚ Commençons par montrer que α1 divise les coefficients de la première ligne et de la première
colonne. Quitte à transposer, il suffit de traiter le cas de la première colonne. Raisonnons par
l’absurde : supposons qu’il existe i P t2, . . . , nu tel que α1 ∤ mi,1. Quitte à permuter la deuxième
et la i-ème ligne, on peut supposer i “ 2. Soit rα1 “ pgcdpα1,m2,1q. Comme rα1 divise strictement
α1, on a ℓprα1q ă δ. Par ailleurs, il existe a, b P A tels que rα1 “ am1,1 ` bm2,1. Posons alors

P “

¨
˚̊
˚̊
˚̋

a b

´m2,1{rα1 m1,1{rα1

1

. . .
1

˛
‹‹‹‹‹‚

On a detpP q “ 1 et le coefficient d’indice p1, 1q de M 1 “ PM est rα1. On a donc M 1 „ M et
ℓpM 1q ď ℓprα1q ă δ, ce qui contredit la définition de δ.

‚ Quitte à multiplier M à gauche par la matrice
¨
˚̊
˚̋

1

´m2,1{α1 1
...

. . .
´mn,1{α1 1

˛
‹‹‹‚P SLnpAq

et à droite par la matrice
¨
˚̊
˚̋

1 ´m1,2{α1 ¨ ¨ ¨ ´m1,m{α1

1

. . .
1

˛
‹‹‹‚P SLmpAq

on peut supposer que mi,1 “ 0 pour P t2, . . . , nu et m1,j “ 0 pour j P t2, . . . ,mu. En effet, cela
donne une matrice équivalente, et de même longueur (puisqu’on a pas changé le coefficient d’indice
p1, 1q).

‚ La matrice M est donc de la forme ˆ
α1

M1

˙
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avecM1 P Mpn´1qˆpm´1qpAq. On applique l’hypothèse de récurrence à M1 : il existe P1 P SLn´1pAq,
Q P SLm´1pAq, r P N, des éléments α2, . . . , αr P Azt0u tels que αi|αi`1 pour tout i P t2, . . . , r´1u
et

P´1
1 M1Q1 “

¨
˚̊
˚̋

α2

. . .
αr

˛
‹‹‹‚

Quitte à multiplier M par

ˆ
1

P´1
1

˙
P SLnpAq à gauche et par

ˆ
1

Q1

˙
P SLmpAq à droite, on

peut supposer que

M “

¨
˚̊
˚̋

α1

. . .
αr

˛
‹‹‹‚

Reste à voir que α1 | α2, et on aura fini. Supposons le contraire. Soit α1
1 “ pgcdpα1, α2q. Comme

α1 ∤ α2, on a ℓpα1
1q ă ℓpα1q “ δ. Il existe a, b P A tels que aα1 ` bα2 “ α1

1. L’égalité
ˆ
1

a 1

˙ˆ
α1

α2

˙ˆ
1

b 1

˙
“

ˆ
α1

α1
1 α2

˙

montre qu’il existe M 1 “ pmi,jq 1ďiďn
1ďjďm

P MnˆmpAq équivalente à M et telle que m1
2,1 “ α1

1. On a

alors ℓpM 1q ď ℓpα1
1q ă δ, ce qui contredit la définition de δ. On a fini. �

Remarque 1.5.8. Dans le cas où A est euclidien, il est possible de rendre cet énoncé constructif,
à l’aide d’opérations élémentaires.

Théorème 1.5.9. (Théorème de la base adaptée). Soit M un sous-A-module d’un A-
module L libre de rang n fini. Alors M est libre, et il existe une base pe1, . . . , enq de L, un
entier r ď n et α1, . . . , αr P Azt0u tels que

#
αi|αi`1 pour tout i P t0, . . . r ´ 1u
pα1e1, . . . , αrerq est une base de M.

Démonstration. Comme A est principal, il est nœthérien. Comme L est libre de rang fini, le A-
module L est nœthérien (corollaire 1.1.6) : son sous-A-module M est donc lui aussi de type fini.
Choisissons x1, . . . , xm P M une famille génératrice. On dispose donc d’une application A-linéaire

f : Am Ñ L

pa1, . . . , amq ÞÑ
mÿ

j“1

ajxj

dont l’image n’est autre que M . Après le choix d’une base B de L, cette application est donnée
par une matrice nˆm (dont la j-ième colonne consiste en les coordonnées de xj dans la base B).
D’après le théorème 1.5.7, cette dernière est équivalente à une matrice réduite : quitte à effectuer
un changement de base de Am et de L, elle s’écrit

¨
˚̊
˚̋

α1

. . .
αr

˛
‹‹‹‚

avec r P t0, . . . ,mintm,nuu et α1, . . . , αr P Azt0u tels que αi|αi`1 pour tout i P t0, . . . r ´ 1u. Si
on note pe1, . . . , enq la nouvelle base de L, l’image de f est donc le sous-A-module libre engendré
par pα1e1, . . . , αrerq. �

Remarque 1.5.10. Le résultat qui précède est faux lorsque A n’est pas principal. Par exemple
Z {2Z est un sous-Z {4Z-module non libre de Z {4Z. De même, le sous-ZˆZ-module Zˆt0u de
ZˆZ n’est pas libre.
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Théorème 1.5.11. (Théorème des diviseurs élémentaires). Soit M un A-module de type
fini. Alors il existe des entiers d, r P N et a1, . . . , ad P Az

`
t0u YAˆ˘ tels que

#
ai|ai`1 pour tout i P t0, . . . d ´ 1u
M » pA{a1Aq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ pA{adAq ˆAr

En outre, les entiers d, r ainsi que les idéaux a1A, . . . , arA sont uniques. L’entier r s’appelle le
rang de M et si r “ 0, les éléments pa1, . . . , adq les diviseurs élémentaires de M .

Démonstration. Commençons par montrer l’existence. Comme M est de type fini, choisissons une
famile génératrice m1, . . . ,mn : on dispose d’une application surjective

f : An Ñ M

pλ1, . . . , λnq ÞÑ
nÿ

i“1

λimi.

Comme An est libre, il admet une base pe1, . . . , enq telle que

Kerpfq “
sà
i“1

Aαiei

avec s P t1, . . . , nu et α1, . . . , αs P Azt0u tels que αi|αi`1 pour tout i P t0, . . . s ´ 1u. En passant
au quotient, f induit un isomorphisme A-linéaire

M » An{Kerpfq “
´ sà
i“1

pA{αiAqei
¯

‘
´ nà
i“s`1

Aei

¯

Soit t “ max
`
i P t1, . . . , su, αi P Aˆ˘ (on a t “ 0 si α1 R Aˆ). Posons d “ s ´ t, r “ n ´ s et

ai “ αt`i pour i P t1, . . . , du. On a a1, . . . , ad P Az
`
t0uYAˆ˘ et ai|ai`1 pour tout i P t0, . . . d´1u.

En outre, comme

A{αiA “
#
0 si i ď t

A{ai´tA si t ă i ď s

on a bien
M » pA{a1Aq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ pA{adAq ˆAr.

Montrons maintenant l’unicité. On a déjà Mtors “ pA{a1Aqˆ¨ ¨ ¨ˆpA{adAq et donc M{Mtors » Ar.
L’entier r ne dépend donc que de M (c’est la dimension du K-espace vectoriel K bA M où
K “ FracpAq).
Il suffit donc de traiter le cas où M est de torsion. On a M »

dś
i“1

pA{aiAq avec a1|a2| ¨ ¨ ¨ |ad
dans Azt0u. Notons P l’ensemble des éléments irréductibles de A. Si p P P, l’idéal pA est
premier non nul donc maximal (cf proposition 1.2.16) : le A-module M{pM est un A{pA-espace
vectoriel de dimension finie dppMq (on a dppMq “ #ti P t1, . . . , du, p|aiu). On en déduit déjà que
d “ max

pPP

dppMq ne dépend que de M . Par ailleurs, pour tout n P N, on a

dpppnM{pn`1Mq “ #ti P t1, . . . , du, vppaiq ě n` 1u
Il en résulte que pour tout n P Ną0, l’entier

#ti P t1, . . . , ru, vppaiq “ nu “ dpppn´1M{pnMq ´ dpppnM{pn`1Mq
ne dépend que de M et de p. Comme on a vppa1q ď vppa2q ď ¨ ¨ ¨ ď vppadq, cela implique que pour
tout p P P et tout i P t1, . . . , du, l’entier vppaiq ne dépend que de M et de p. Cela signifie que les
idéaux aiA ne dépendent que de M . �

Corollaire 1.5.12. (1) Si M est un A-module de type fini, il est isomorphe (non canonique-

ment) à Mtors ‘ pM{Mtorsq.
(2) Un A-module de type fini sans torsion est libre.

Corollaire 1.5.13. Dans les théorèmes 1.5.7 et 1.5.9, les idéaux α1A Ě ¨ ¨ ¨ Ě αrA sont uniques.
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Démonstration. Si M “
rÀ
i“1

Aαiei Ď
nÀ
i“1

Aei “ L, on a L{M »
rÀ
i“1

pA{αiAqei ˆ An´r. Soit s le

nombre d’indices i P t1, . . . , ru tels que αi P Aˆ. On a L{M » pA{αs`1Aq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ pA{αrAq ˆAn´r .
D’après le théorème 1.5.11, les entiers r´ s et n´ r et donc s ne dépendent que de L et M , ainsi
que les idéaux αs`1A Ě ¨ ¨ ¨ Ě αrA, ce qui implique l’unicité pour le théorème 1.5.9, et donc aussi
pour le théorème 1.5.7. �

1.6. Sous-groupes discrets de Rn.

Définition 1.6.1. Soit n P N. Un sous-groupe discret de R
n est un sous-groupe Λ Ă R

n tel
que pour toute partie compacte B de Rn, l’ensemble Λ XB est fini.

Exemple 1.6.2. Le sous-groupe Zn Ă Rn est discret.

Proposition 1.6.3. Soit Λ Ă R
n un sous-groupe discret. Alors il existe une base pe1, . . . , enq

de Rn et r P t0, . . . , nu tel que Λ “ Z e1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Z er. En particulier, Λ est libre de rang r ď n.

Démonstration. Comme Λ est un sous-groupe de Rn qui est abélien sans torsion, c’est un Z-
module sans torsion. Soit r ď n maximal tel qu’il existe une partie tλ1, . . . , λru Ă Λ libre dans
Rn. Posons

B “
! rÿ

i“1

xiλi, p@i P t1, . . . , ruq 0 ď xi ď 1
)

c’est une partie compacte de R
n (homéomorphe à r0, 1sr). L’intersection Λ XB est donc finie vu

que Λ est discret. Soit λ P Λ. Par maximalité de r, la partie tλ, λ1, . . . , λru est liée : il existe

y1, . . . , yr P R tels que λ “
rř
i“1

yiλi. On a alors λ ´
rř
i“1

tyiuλi P Λ X B. Cela implique que le

Z-module Λ est engendré par tλ1, . . . , λru Y
`
Λ XB

˘
: il est donc de type fini. Comme il est sans

torsion, il est libre de rang fini (théorème 1.5.11).

D’après ce qui précède, si λ P Λ, il existe n1, . . . , nr P Z tels que λ´
rř
i“1

niλi P Λ XB. Comme

Λ X B est fini, cela implique que le groupe Λ{pZλ1 ‘ ¨ ¨ ¨Zλrq est fini, et donc que Λ est de rang
r. Soit pe1, . . . , erq une base de Λ. C’est une famille libre dans Rn : il suffit alors de la compléter
en une base pe1, . . . , enq de R

n. �

Définition 1.6.4. Un réseau de R
n est un sous-groupe discret de rang maximal dans R

n.
D’après la proposition 1.6.3, c’est un sous-groupe de la forme Z e1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Z en où pe1, . . . , enq
est une base de R

n.

Dans tout ce qui suit, µ désigne la mesure de Lebesgue.

Définition 1.6.5. Soient Λ un réseau de Rn, et e “ pe1, . . . , enq une base de Λ.
(1) L’ensemble

De “
! rÿ

i“1

xiei, p@i P t1, . . . , nuq 0 ď xi ă 1
)

s’appelle le domaine fondamental associé à e.
(2) Le volume de Λ est le réel µpΛq “ µpDeq.

Remarque 1.6.6. (1) Pour tout x P Rn, il existe un unique λ P Λ tel que x ´ λ P De. Si

x “
nř
i“1

xiei, on a λ “
nř
i“1

txiuei.

(2) Comme la notation et la terminologie le suggèrent, le nombre µpΛq ne dépend pas du choix
de la base e. En effet, si e1 est une autre base de Λ, et M P GLnpRq la matrice de passage
entre e et e1, alors M est un automorphisme de Λ, de sorte que M P GLnpZq, en particulier,
on a detpMq P t˘1u. On a donc µpDe1 q “ |detpMq|µpDeq “ µpDeq.

Théorème 1.6.7. Soient Λ Ă Rn un réseau et S Ď Rn mesurable et telle que µpSq ą µpΛq. Il
existe x, y P S tels que x ‰ y et x´ y P Λ.
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Démonstration. Soit e une base de Λ. On a Rn “ š
λPΛ

pλ ` Deq (l’union étant disjointe), de sorte

que S “ š
λPΛ

S X
`
λ` De

˘
. Comme l’union est disjointe, on a donc µpSq “ ř

λPΛ
µ
`
S X

`
λ ` De

˘˘
.

Pour λ P Λ, on a µ
`
S X

`
λ ` De

˘˘
“ µ

`
p´λ ` Sq X De

˘
en translatant par ´λ. Si les ensembles 

p´λ` Sq XDe

(
λPΛ étaient deux-à-deux disjoints, on aurait donc

µpSq “
ÿ

λPΛ
µ
`
p´λ` Sq XDe

˘
ď µpDeq

ce qui contredit l’hypothèse µpSq ą µpΛq. Il existe donc λ, λ1 P Λ tels que λ ‰ λ1 et
`
p´λ` Sq X

De

˘
X
`
p´λ1 `Sq XDe

˘
‰ ∅, et donc pλ1 ´λ`Sq XS ‰ ∅. Il suffit de prendre x P pλ1 ´λ`Sq XS

et y “ x` λ´ λ1. �

b b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b

bx

by

S

Corollaire 1.6.8. Soient Λ Ă Rn un réseau et S Ď Rn mesurable convexe et symétrique par
rapport à l’origine. Supposons en outre que µpSq ą 2nµpΛq ou bien µpSq ě 2nµpΛq et S
compact. Alors

S X pΛzt0uq ‰ ∅

Démonstration. Supposons µpSq ą 2nµpΛq. D’après le théorème 1.6.7 appliqué à 1
2
S, il existe

x, y P 1
2
S tels que x ‰ y et x ´ y P Λ. On a 2x, 2y P S. Comme S est symétrique par rapport à

l’origine, on a ´2y P S, et comme il est convexe, on a x´ y “ 1
2

p2x´ 2yq P S X pΛzt0uq.
Supposons désormais µpSq ě 2nµpΛq et S compact. Pour i P Ną0, posons

Ti “
´
1 ` 1

i

¯
S X pΛzt0uq

L’ensemble
`
1 ` 1

i

˘
S est mesurable, convexe et symétrique par rapport à l’origine. D’après ce qui

précède, comme µ
``
1` 1

i

˘
S
˘

“
`
1` 1

i

˘n
µpSq ą 2nµpΛq, on a Ti ‰ ∅. Comme S est compact, il en

est de même de
`
1` 1

i

˘
S : l’ensemble Ti est fini donc fermé pour tout i P Ną0. La suite pTiqiPNą0

est décroissante dans le compact 2S : si
8Ş
i“1

Ti “ ∅, il existe i P Ną0 tel que Ti “ ∅, ce qui n’est

pas. On a donc S X pΛzt0uq “
8Ş
i“1

Ti ‰ ∅. �

b b b b b b

b b b b b

b b b b b b

S
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2. Anneaux d’entiers

2.1. Extensions entières. Dans tout ce qui suit, A est un anneau et B une A-algèbre (cf défi-
nition 1.1.8).

Définition 2.1.1. (1) Un élément b P B est dit entier sur A s’il existe P P ArXs unitaire

tel que P pbq “ 0. L’égalité P pbq “ 0 s’appelle alors une relation de dépendance
intégrale.

(2) On dit que B est entière sur A si tous ses éléments sont entiers sur A.

Exemples 2.1.2. (1) L’élément
?
2 P C (resp. α “ 1`

?
5

2
P C) est entier sur Z, une relation de

dépendance intégrale étant donnée par p
?
2q2 ´ 2 “ 0 (resp. α2 ´ α ´ 1 “ 0).

(2) On verra plus tard que
?
2
2

P C n’est pas entier sur Z.
(3) Si A et B sont des corps, alors b P B est entier sur A si et seulement si b est algébrique sur

A, et B est entière (resp. finie) sur A si et seulement si elle est algébrique (resp. de degré
fini).

Proposition 2.1.3. Supposons B intègre a et soit b P B. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

piq b est entier sur A ;
piiq la A-algèbre Arbs est finie ;
piiiq il existe un sous-A-module B1 Ď B de type fini, non nul et stable par la multiplication

par b (i.e. tel que bB1 Ď B1).

a. Cette hypothèse est inutile si dans (iii), on requiert 1 P B1. En particulier, elle est n’est pas nécessaire
pour l’équivalence piq ô piiq.

Démonstration. piq ñ piiq Soient P P ArXs unitaire tel que P pbq “ 0. Si degpP q “ n, le A-module
Arbs est engendré par t1, b, . . . , bn´1u (division euclidienne), donc de type fini.
piiq ñ piiiq On prend M “ Arbs.
piiiq ñ piq Soit pβ1, . . . , βnq une famille génératrice du A-module B1. Comme bβi P B1, il existe

M “ pai,jq1ďi,jďn P MnpAq telle que bβi “
nř
j“1

ai,jβj pour tout i P t1, . . . , nu. Posons X “

pβiq1ďiďn P Mnˆ1pBq : on a MX “ bX , i.e.

(˚) pb In ´MqX “ 0.

Posons P pXq “ detpX In ´Mq. C’est un polynôme unitaire de degré n, à coefficients dans A. En
multipliant l’égalité (˚) par la transposée de la comatrice de b In ´M , il vient P pbqX “ 0 : on a
P pbqB1 “ 0, et donc P pbq “ 0 (car B est intègre). Comme le polynôme P pXq P ArXs est unitaire,
l’élément b est entier sur A. �

Lemme 2.1.4. Soient b1, . . . , bn P B tels que bi soit entier sur Arb1, . . . , bi´1s pour tout i P
t1, . . . , nu. Alors la A-algèbre Arb1, . . . , bns est finie.

Démonstration. On procède par récurrence sur n, le cas n “ 1 résultant de la proposition 2.1.3.
Soient n ą 1 et A1 “ Arb1, . . . , bn´1s Ď B. Par hypothèse de récurrence, la A-algèbre A1 est
finie, et comme bn est entier sur A1, la A1-algèbre A1rbns est finie. Il en résulte que la A-algèbre
Arb1, . . . , bns “ A1rbns est finie. �

Proposition 2.1.5. La A-algèbre B est finie si et seulement si elle est entière et de type fini.

Démonstration. Si B est finie sur A, elle est entière en vertu de la proposition 2.1.3 (l’implication
piiiq ñ piq avec B1 “ B). Par ailleurs, si tb1, . . . , bnu est une partie génératrice du A-module B,
le morphisme de A-algèbres ArX1, . . . , Xns Ñ B qui envoie Xi sur bi est surjectif, de sorte que B
est de type fini sur A.

Réciproquement, supposons B entière et de type fini sur A. On peut écrire B “ Arb1, . . . , bns,
et comme b1, . . . , bn sont entiers sur A, le A-module B est de type fini d’après le lemme 2.1.4. �
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Proposition 2.1.6. Si B est une A-algèbre entière et C une B-algèbre entière, alors C est une
A-algèbre entière.

Démonstration. Soient c P C et P pcq “ 0, avec P pXq “ Xn ` b1X
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` bn P BrXs, une

relation de dépendance intégrale. Comme B est entière sur A, les éléments b1, . . . , bn sont entiers
sur A : d’après le lemme 2.1.4, B1 “ Arb1, . . . , bns est finie sur A. Comme B1rcs est finie sur
B, elle est finie sur A, ce qui implique que c est entier sur A (proposition 2.1.3, en notant que
1 P B1rcs). �

Corollaire 2.1.7. Soient b, b1 P B entiers sur A. Alors b´ b1 et bb1 sont entiers sur A.

Démonstration. D’après le lemme 2.1.4, l’extension A Ď Arb, b1s est finie donc entière : comme
b´ b1, bb1 P Arb, b1s, ils sont entiers sur A. �

Remarque 2.1.8. Si B est une A-algèbre et b P B est inversible et entier sur A, l’inverse b´1 P B
n’est pas entier sur A en général.

Définition 2.1.9. (1) D’après le corollaire 2.1.7, l’ensemble des éléments de B qui sont en-
tiers sur A est une sous-A-algèbre de B. On l’appelle la clôture intégrale de A dans
B.

(2) Supposons A intègre et notons K son corps des fractions. La clôture intégrale de A
est la clôture intégrale de A dans K. On dit que A est intégralement clos s’il est égal
à sa clôture intégrale, c’est-à-dire lorsque les seuls éléments de K entiers sur A sont les
éléments de A.

Proposition 2.1.10. Tout anneau factoriel est intégralement clos. En particulier, tout anneau
principal est intégralement clos.

Démonstration. Soient A un anneau factoriel, K son corps des fractions et x P K entier sur A.
Écrivons x “ a{b avec a P A et b P Azt0u premiers entre eux. Soit xn `α1x

n´1 ` ¨ ¨ ¨ `αn “ 0 une
relation de dépendance intégrale (avec α1, . . . , αn P A). En la multipliant par bn, on a

an ` α1a
n´1b` ¨ ¨ ¨ ` αnb

n “ 0

de sorte que b divise an. Comme a et b sont premiers entre eux, cela implique b P Aˆ, et donc
x “ ab´1 P A. �

Exemple 2.1.11. Soient K un corps, t une indéterminée et A “ Krt2, t3s Ď B “ Krts. Alors A et
B ont même corps des fractions Kptq. Comme B est factoriel (car principal), il est intégralement
clos d’après la proposition 2.1.10. L’élément t est entier sur A, mais t R A, de sorte que A n’est
pas intégralement clos (et donc non factoriel d’après la proposition 2.1.10).

Proposition 2.1.12. Soient A un anneau intègre, K son corps des fractions et L{K une exten-
sion algébrique de corps. Notons B la clôture intégrale de A dans L. Alors pour tout x P L, il
existe a P Azt0u tel que ax P B. En particulier, on a a L “ FracpBq et B est intégralement clos.

a. Comme le montre la preuve, on a en fait L “ pAzt0uq´1B.

Démonstration. Soient x P L et Xd ` α1X
d´1 ` ¨ ¨ ¨ ` αd P KrXs son polynôme minimal. Il

existe a P Azt0u tel que aαi P A pour tout i P t1, . . . , du. Le polynôme minimal de ax est alors
Xd ` aα1X

d´1 ` ¨ ¨ ¨ ` adαn P ArXs, donc ax P B. Cela implique que FracpBq “ L. Si x P L est
entier sur B, alors il est entier sur A (proposition 2.1.6), de sorte que x P B, et B est intégralement
clos. �

Proposition 2.1.13. Sous les hypothèses de la proposition 2.1.12, soit S Ă A une partie mul-
tiplicative. Alors la clôture intégrale de S´1A Ă K dans L est S´1B (« la clôture intégrale
commute aux localisations »).
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Démonstration. Soient b P B et bn ` a1b
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` an “ 0 une relation de dépendance intégrale

sur A. Si s P S et x “ b
s

P S´1B, on a xn ` a1
s
xn´1 ` ¨ ¨ ¨ ` an

sn
“ 0, ce qui montre que x est

entier sur S´1A. Réciproquement, soient x P L entier sur S´1A et xn ` α1x
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` αn “ 0

une relation de dépendance intégrale sur S´1A. Il existe s P S tel que ai :“ sαi P A pour tout
i P t1, . . . , nu (on prend pour s un dénominateur commun aux αi). Posons b “ sx P L : on a
bn ` a1b

n´1 ` sa2b
n´2 ` ¨ ¨ ¨ ` sn´2an´1b ` sn´1an “ 0, ce qui montre que b est entier sur A. On

a donc b P B, et x P S´1B. �

Définition 2.1.14. Un corps de nombres est une extension finie de Q (généralement, on la
voit comme un sous-corps de C). Si K est un corps de nombres, l’anneau des entiers de K
est la clôture intégrale de Z dans K. On la note OK . D’après la proposition précédente, c’est
un anneau intégralement clos et K “ pZ zt0uq´1OK .

Proposition 2.1.15. Soient A un anneau intègre et intégralement clos, K “ FracpAq et L{K
une extension algébrique. Un élément de L est entier sur A si et seulement si son polynôme
minimal est à coefficients dans A.

Démonstration. Soient x P L et P P KrXs son polynôme minimal. Si P P ArXs, l’égalité P pxq “ 0

est une relation de dépendance intégrale, et x est entier sur A. Réciproquement, supposons x P L
entier sur A. Fixons L une clôture algébrique de L, et soient x1, . . . , xn P L les racines de P
dans L (i.e. les conjugués de x, comptés avec multiplicités). Si i P t1, . . . , nu, il existe un K-
isomorphisme de corps f : Kpxq Ñ Kpxiq qui envoie x sur xi (théorème de prolongement des
isomorphismes). Si Qpxq “ 0 est une relation de dépendance intégrale (avec Q P ArXs), on a
Qpxiq “ Qpfpxqq “ fpQpxqq “ 0, si bien que xi est entier sur A pour tout i P t1, . . . , nu. D’après le
corollaire 2.1.7, il en est donc de même des coefficients de P (qui sont, au signe près, des polynômes
symétriques en x1, . . . , xn). Comme ces coefficients appartiennent à K et A est intégralement clos
dans K par hypothèse, on a P P ArXs. �

Exemple 2.1.16.
?
2
2

n’est pas entier sur Z (son polynôme minimal sur Q est X2 ´ 1
2

R ZrXs).

Proposition 2.1.17. Soient d P Z zt0, 1u sans facteur carré et K “ Qp
?
dq. Alors

OK “
#
Z
“
1`

?
d

2

‰
si d ” 1 mod 4Z

Zr
?
ds si d ı 1 mod 4Z

Démonstration. Soit x “ λ` µ
?
d P K avec λ, µ P Q. Les conjugués de x sont x et y “ λ´ µ

?
d :

son polynôme minimal est P pXq “ X2´2λX`λ2´dµ2. Comme Z est factoriel, il est intégralement
clos : d’après la proposition 2.1.15, x est entier sur Z si et seulement si 2λ P Z et λ2 ´ dµ2 P Z.
On a en particulier p2λq2 ´ dp2µq2 P 4Z. Cela implique déjà dp2µq2 P Z, et donc 2µ P Z (parce
que d est dans facteur carré). Si 2µ R 2Z, alors 2µ a une image inversible dans Z {4Z, et d est un
carré modulo 4. Ce n’est possible que si d ” 0, 1 mod 4Z. On n’a pas d P 4Z (parce que d est
sans facteur carré). Il en résulte que si d ı 1 mod 4Z, on a 2µ P 2Z, i.e. µ P Z, et donc λ2 P Z

i.e. λ P Z, ce qui implique que OK Ď Zr
?
ds dans ce cas. L’inclusion réciproque est évidente.

Supposons désormais que d ” 1 mod 4Z, et posons α “ 1`
?
d

2
. On a α2 “ 1`d`2

?
d

4
“ d´1

4
`α, de

sorte que α P OK , donc Zrαs Ď OK . On a x “ λ´ µ` 2µα. Si x P OK , on a vu que 2µ P Z, donc
λ´ µ “ x´ 2µα P OK . Comme λ´ µ P Q et Z est intégralement clos, cela implique λ´ µ P Z, et
x “ λ´ µ` 2µα P Z`Zα Ď OK : on a OK “ Zrαs. �

Exercice 2.1.18. Trouver un contre-exemple à l’énoncé du théorème 2.1.15 lorsque A n’est pas
supposé intégralement clos 2.

Exemple 2.1.19. Soient A un anneau factoriel dans lequel 2 est inversible, α P A sans facteur
carré (i.e. non divisible par le carré d’un élément premier) et B “ Ar?αs. Montrons que B est
intégralement clos.

2. On prend A “ Zr
?
5s. On a K “ Qp

?
5q Q α “ 1`

?
5

2
: le polynôme minimal de α sur K est X ´ α R ArXs,

mais α est entier sur A (on a α2 ´ α ´ 1 “ 0).
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Notons K le corps des fractions de A : on a FracpBq “ Kp?
αq. Si

?
α P K, alors

?
α P A

vu que A est intégralement clos en vertu de la proposition 2.1.10, si bien que Ar?αs “ A est
intégralement clos. Supposons désormais que

?
α R K : l’extension Kp?

αq{K est de degré 2, et
on a Kp?

αq “ K ‘ K
?
α. Soit x “ λ ` µ

?
α P Kp?

αq, avec λ, µ P K. Supposons x entier sur
Ar?αs. Comme A Ď Ar?αs est entière, l’élément x est entier sur A (proposition 2.1.6), de sorte
que son polynôme minimal P sur K est à coefficients dans A (proposition 2.1.15). L’extension
Kp?

αq{K est galoisienne, son groupe de Galois étant engendré par le K-automorphisme σ défini
par σp?

αq “ ´?
α : les conjugués de x sont donc x et y “ σpxq “ λ´ µ

?
α, d’où

P pXq “ pX ´ xqpX ´ yq “ X2 ´ px` yqX ` xy “ X2 ´ 2λX ` λ2 ´ αµ2

si bien que x est entier sur A si et seulement si 2λ P A et λ2´αµ2 P A. Comme 2 P Aˆ, cela équivaut
à λ P A et λ2 ´ αµ2 P A, soit αµ2 P A. Si p P A est irréductible, on a donc vppαq ` 2vppµq ě 0.
Comme α est sans facteur carré, on a vppαq P t0, 1u, donc vppµq ě ´1{2. Comme vppµq P N, on a
vppµq ě 0 pour tout p irréductible, et donc µ P A, soit x “ λ` µ

?
α P B.

Proposition 2.1.20. Soient A Ñ B un morphisme injectif avec B intègre a et entier sur A.
Alors A est un corps si et seulement si B est un corps.

a. Ce qui implique que A est intègre.

Démonstration. Supposons que A soit un corps, et soit b P Bzt0u. Comme B est entière sur A, on
a une relation de dépendance intégrale bn ` a1b

n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` an “ 0, avec a1, . . . , an P A. Comme B
est supposé intègre, on peut supposer an ‰ 0 (sinon on divise l’égalité par b). On a alors bc “ 1

avec
c “ ´a´1

n pbn´1 ` a1b
n´2 ` ¨ ¨ ¨ ` an´1q P B

si bien que b est inversible dans B, et B est un corps.
Réciproquement, supposons que B soit un corps. Si a P Azt0u, alors a a une image non nulle

donc inversible dans B : on note a´1 P B son inverse. Comme B est entière sur A, on dispose
d’une relation de dépendance intégrale pa´1qn `α1pa´1qn´1 ` ¨ ¨ ¨ `αn “ 0 avec α1, . . . , αn P A et

a´1 “ ´α1 ´ α2a´ ¨ ¨ ¨ ´ αna
n´1 P A

de sorte que A est un corps. �

Proposition 2.1.21. Soit B une A-algèbre entière. Si M Ă B est un idéal maximal, alors MXA

est un idéal maximal de A. Réciproquement, si m Ă A est un idéal maximal, il existe un idéal
premier M Ă B tel que m “ M XA, et les tels M sont maximaux dans B.

Démonstration. Supposons M Ă B maximal, et posons m “ M X A. On dispose du morphisme
injectif A{m Ñ B{M. La A{m-algèbreB{M est entière parce que B l’est sur A (si b P B et P pbq “ 0

est une relation de dépendance intégrale, avec P P ArXs, on a P pbq “ 0 où P P pA{mqrXs et b P
B{M désignent la réduction de P modulo mArXs et la réduction de b modulo M respectivement).
Comme B{M est un corps, il en est de même de A{m en vertu de la proposition 2.1.20, et m est
maximal dans A.

Soit m Ă A maximal. Commençons par montrer que mB ‰ B. Supposons au contraire que
mB “ B, i.e. 1 P mB : on peut écrire

(˚) 1 “
rÿ

i“1

αibi

avec α1, . . . , αn P m et b1, . . . , bn P B. Comme B est entière sur A, il en est de même de B1 “
Arb1, . . . , bns. Comme B1 est de type fini sur A, la A-algèbre B1 est en fait finie (cf proposition
2.1.5) : on peut écrire B1 “ Aβ1 ` ¨ ¨ ¨ ` Aβn. Par ailleurs, l’égalité (˚) implique que mB1 “ B1 :
pour tout i P t1, . . . , nu, il existe λi,1, . . . , λi,n P m tels que

βi “
nÿ

j“1

λi,jβj
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Si M “ pλi,jq1ďi,jďn P MnpAq et X “ pβiq1ďiďn P Mnˆ1pB1q, on a MX “ X , et donc pIn ´MqX “
0 : en multipliant par la transposée de la comatrice de In ´M , il vient detpIn ´MqX “ 0, i.e.

detpIn ´MqB1 “ 0, et donc detpIn ´Mq “ 0 vu que 1 P B1. Mais comme detpIn ´Mq ” 1 mod m,
on a 1 P m ce qui est absurde : on a nécessairement mB ‰ B.

Comme l’idéal mB Ă B est propre, il existe M Ă B maximal tel que mB Ď M (théorème 1.0.1).
On a bien sûr m Ď M XA, et donc m “ M XA vu que m est maximal dans A.

Si P Ă B est premier et tel que m “ P XA, on dispose du morphisme injectif A{m Ñ B{P. Il
fait de B{P une A{m-algèbre entière vu que B l’est sur A, et B{P est intègre : comme A{m est un
corps, il en est de même de B{P d’après la proposition 2.1.20, si bien que P est en fait maximal
dans B. �

2.2. Trace, norme et discriminant. Soit A un anneau.

2.2.1. Trace et norme.

Définition 2.2.2. (1) Soient M un A-module libre a de rang fini et f P EndApMq. Si B est
une base de M sur A, on peut décrire f par une matrice pai,jq1ďi,jďn (où n “ rgApMq).
La trace, le déterminant et le polynôme caractéristique de f sont

Trpfq “
nÿ

i“1

ai,i P A, detpfq “ detpai,jq1ďi,jďn P A,

et χf pXq “ det
`
XIn ´ pai,jq1ďi,jďn

˘
P ArXs

Ils ne dépendent que de f et pas du choix de la base B. Rappelons que Trpf ` αgq “
Trpfq ` αTrpgq, detpfgq “ detpfqdetpgq et detpαfq “ αn detpfq pour α P A et f, g P
EndApMq.

(2) Soit B une A-algèbre libre b de rang fini sur A. Si x P B, on dispose de mx P EndApBq
défini par mxpbq “ xb. On pose alors

TrB{Apxq “ Trpmxq P A, NB{Apxq “ detpmxq P A et χx,B{A “ χmx
P ArXs

qu’on appelle respectivement la trace, la norme et le polynôme caractéristique de
x (notons que ce dernier est unitaire).

a. Il est possible d’étendre les définitions qui suivent à un cadre un peu plus général (où M est projectif

sur A), ce qui serait à vrai dire nécessaire pour travailler avec des extensions de corps de nombres dont le corps
de base n’est pas Q.

b. I.e. telle que B soit libre vu comme A-module.

Proposition 2.2.3. Soient B une A-algèbre faisant de B un A-module libre de rang n, x, y P B
et a P A. On a

(1) TrB{Apx` yq “ TrB{Apxq ` TrB{Apyq ;
(2) TrB{Apaq “ na ;
(3) NB{Apxyq “ NB{ApxqNB{Apyq ;
(4) NB{Apaq “ an.

Proposition 2.2.4. Soient L{K une extension de corps de degré fini, x P L, et x1, . . . , xn
les racines (dans une clôture algébrique K de K, comptées avec multiplicités) du polynôme
minimal P de x sur K. Alors

TrL{Kpxq “ rL : Kpxqs
nÿ

i“1

xi, NL{Kpxq “
´ nź

i“1

xi

¯rL:Kpxqs
et χx,L{K “ P rL:Kpxqs

Démonstration. Commençons par traiter le cas où L “ Kpxq. Soit B “ p1, x, . . . , xn´1q, c’est une
base de L sur K. Si Px,KpXq “ Xn ´ λ1X

n´1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ λn, la matrice de la multiplication par x



26 Théorie des nombres, master 1
ère année

dans la base B est la matrice compagnon :

C “ Cpλ1, . . . , λnq “

¨
˚̊
˚̊
˚̋

0 ¨¨¨ ¨¨¨ 0 λn

1
. ..

... λn´1

0
. ..

.. .
...

...
...
. .. 1 0 λ2

0 ¨¨¨ 0 1 λ1

˛
‹‹‹‹‹‚

P MnpKq

On a χC “ detpXIn ´Cq “ Xn ´ λ1X
n´1 ´ ¨ ¨ ¨ ´λn, de sorte que χx,L{K “ P . En particulier, on

a TrL{Kpxq “ λ1 “
dř
i“1

xi et NL{Kpxq “ p´1qn´1λn “
dś
i“1

xi.

Passons au cas général. Soient d “ rL : Kpxqs et py1, . . . , ydq une base de L sur Kpxq, de sorte
que L “ Kpxqy1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Kpxqyd. Comme la multiplication par x préserve chacun des Kpxqyi,

on a TrL{Kpxq “ dTrKpxq{Kpxq “ d
dř
i“1

xi, NL{Kpxq “ NKpxq{Kpxqd “
´ dś
i“1

xi

¯d
et χx,L{K “

χdx,Kpxq{K “ P d. �

Exemples 2.2.5. (1) Soient K un corps, x algébrique sur K et P pXq “ Xn`a1X`¨ ¨ ¨`an P KrXs
son polynôme minimal. On a TrKpxq{Kpxq “ ´a1, NKpxq{Kpxq “ p´1qnan et χx,L{K “ P .
(2) Si L{K est une extension finie séparable, K une clôture algébrique de K et HomK-algpL,K q “
tσ1, . . . , σdu, on a d “ rL : Ks, et

TrL{Kpxq “
dÿ

i“1

σipxq et NL{Kpxq “
dź

i“1

σipxq

(3) Soient d P Z zt0, 1u sans facteur carré et K “ Qp
?
dq. On a K “ Q‘Q

?
d et GalpK{Qq “

tIdK , σu où σp
?
dq “ ´

?
d. Si z “ x ` y

?
d P K (avec x, y P Q), on a donc TrK{ Qpzq “ 2x et

NK{Qpzq “ px` y
?
dqpx ´ y

?
dq “ x2 ´ dy2.

Corollaire 2.2.6. Soient A un anneau intègre et intégralement clos, K “ FracpAq, L{K une
extension finie et B la clôture intégrale de A dans L. Si b P B, alors TrL{Kpbq,NL{Kpbq P A et
χb,L{K P ArXs. En outre, on a b P Bˆ ô NL{Kpbq P Aˆ.

Démonstration. Comme les conjugués de b sont eux aussi entiers sur A, il en est de même de
leur somme, de leur produit, et plus généralement de tout polynôme symétrique évalué en ces
conjugués. Il en résulte que TrL{Kpbq,NL{Kpbq P A et χb,L{K P ArXs.
Soient b P Bzt0u et P son polynôme minimal sur K. D’après la proposition 2.1.15, on a P P
ArXs. Écrivons P pXq “ Xd ` a1X

d´1 ` ¨ ¨ ¨ ` ad : le polynôme minimal de b´1 sur K est alors
Xd ` ad´1

ad
Xd´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1

ad
X ` 1

ad
. D’après la proposition 2.1.15, on a donc b P Bˆ ô ad P Aˆ.

On conclut en observant que NL{Kpbq “
`
p´1qdad

˘rL:Kpbqs
. �

Exemples 2.2.7. (1) Soient d P Z zt0, 1u sans facteur carré et K “ Qp
?
dq. On a vu (proposition

2.1.17) que si d ı 1 mod 4Z, alors OK “ Zr
?
ds. Si z “ x`y

?
d P Zr

?
ds, on a vu que NK{Qpzq “

x2 ´ dy2 (exemple 2.2.5 (3)). Comme Zˆ “ t˘1u, on a donc z P Zr
?
dsˆ ô x2 ´ dy2 P t˘1u.

Lorsque d ă 0 (l’extensionK{Q est alors « quadratique imaginaire »), cela équivaut à x2´dy2 “ 1.
Il en résulte que si d ď ´2, on a Zr

?
dsˆ “ t˘1u et si d “ ´1, on a Zrisˆ “ t˘1,˘iu.

(2) Soient p un nombre premier impair, ζ P C une racine primitive p-ième de l’unité et K “ Qpζq.
Le polynôme minimal de ζ sur Q est P pXq “ Xp´1`Xp´2`¨ ¨ ¨`X`1. On a donc TrK{ Qpζq “ ´1

et NK{ Qpζq “ 1. On a donc TrK{ Qpζ ´ 1q “ TrK{Qpζq ´ TrK{Qp1q “ ´p. Le polynôme minimal
de ζ ´ 1 est P pX ` 1q, donc NK{ Qpζ ´ 1q “ P p1q “ p. De même, le polynôme minimal de ζ ` 1

est P pX ´ 1q, donc NK{ Qpζ ` 1q “ P p´1q “ 1 (ce qui montre que 1
ζ`1

est entier sur Z en vertu
du corollaire précédent).

Proposition 2.2.8. (Transitivité). Si L{K et K{F sont des extensions finies de corps, on a

TrL{F “ TrK{F ˝TrL{K et NL{F “ NK{F ˝NL{K
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Lemme 2.2.9. Soient L{K et K{F des extensions algébriques, et F un clôture algébrique de F .
Alors il existe une bijection

HomF -algpL, F q „ÑHomK-algpL, F q ˆ HomF -algpK,F q.

Démonstration. Si ρ P HomF -algpK,Lq, on fixe un prolongement pρ P HomF -algpF , F q (on applique
le théorème de Steinitz). Si σ P HomF -algpL, F q on note σK la restriction de σ à K et on pose
σK “ yσ|K

´1 ˝ σ. Par construction, σK laisse K invariant : on a σK P HomK-algpL, F q. On dispose
donc de l’application

HomF -algpL, F q Ñ HomK-algpL, F q ˆ HomF -algpK,F q
σ ÞÑ pσK , σKq

Elle est injective parce que σ “ xσK ˝σK . Elle est surjective parce que si pρ, τq P HomK-algpL, F q ˆ
HomF -algpK,F q, et si σ “ pρ ˝ τ , on a σK “ ρ et σK “ τ . �

Démonstration de la proposition 2.2.8. On se restreint au cas où L{F est séparable. On conserve
les notations du lemme 2.2.9. Soit x P L : d’après l’exemple 2.2.5, on a

TrL{F pxq “
ÿ

σPHomF -algpL,F q
σpxq

“
ÿ

τPHomK-algpL,F q
ρPHomF -algpK,F q

pρ
`
τpxq

˘
(d’après le lemme 2.2.9)

“
ÿ

ρPHomF -algpK,F q
pρ
´ ÿ

τPHomK-algpL,F q
τpxq

¯

“
ÿ

ρPHomF -algpK,F q

pρpTrL{Kpxqq (parce que L{K est séparable, cf exemple 2.2.5 (2))

Comme TrL{Kpxq P K, on a pρpTrL{Kpxqq “ ρpTrL{Kpxqq pour tout ρ P HomF -algpK,F q, et donc
TrL{F pxq “ TrK{F pTrL{Kpxqq (cf exemple 2.2.5 (2)). Le calcul pour la norme est identique à ceci
près qu’on remplace les sommes par des produits. �

2.2.10. Discriminant.

Définition 2.2.11. Soient B une A-algèbre libre de rang fini n et x1, . . . , xn P B. Le discrimi-
nant de px1, . . . , xnq est l’élément

Dpx1, . . . , xnq “ det
´`

TrB{Apxixjq
˘
1ďi,jďn

¯
P A

Proposition 2.2.12. Dans les conditions de la définition 2.2.11, soit M “ pai,jq1ďi,jďn P MnpAq
et yi “

nř
j“1

ai,jxj P B pour i P t1, . . . , nu. Alors

Dpy1, . . . , ynq “ detpMq2 Dpx1, . . . , xnq

Démonstration. Posons X “
`
TrB{Apxixjq

˘
1ďi,jďn et Y “

`
TrB{Apyiyjq

˘
1ďi,jďn. Pour tout i, j P

t1, . . . , nu, on a

yiyj “
´ nÿ

k“1

ai,kxk

¯´ nÿ

l“1

aj,lxl

¯
“

nÿ

k“1

nÿ

l“1

ai,kxkxlaj,l

d’où

TrB{Apyiyjq “
nÿ

k“1

nÿ

l“1

ai,k TrB{Apxkxlqaj,l

soit Y “ MXTM , donc detpY q “ detpMq2 detpXq i.e. Dpy1, . . . , ynq “ detpMq2 Dpx1, . . . , xnq. �
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Corollaire 2.2.13. Dans les conditions de la définition 2.2.11, soient px1, . . . , xnq et py1, . . . , ynq
deux bases de B sur A. Alors

Dpy1, . . . , ynqA “ Dpx1, . . . , xnqA

Démonstration. Il existe M “ pai,jq1ďi,jďn P GLnpAq telle que yi “
nř
j“1

ai,jxj P B pour i P

t1, . . . , nu. On a alors Dpy1, . . . , ynq “ detpMq2 Dpx1, . . . , xnq d’après la proposition 2.2.12 : comme
detpMq P Aˆ, on a bien Dpy1, . . . , ynqA “ Dpx1, . . . , xnqA. �

Remarque 2.2.14. Lorsque B “ px1, . . . , xnq est une base de B sur A, l’élément Dpx1, . . . , xnq
est le discriminant de la forme bilinéaire B ˆB Ñ A; px, yq ÞÑ TrB{Apxyq dans la base B.

Définition 2.2.15. D’après le corollaire 2.2.13, dans les conditions de la définition 2.2.11, l’idéal
Dpx1, . . . , xnqA ne dépend pas de la base px1, . . . , xnq de B sur A. Cet idéal principal s’appelle
le discriminant de B sur A et est noté dB{A.

Proposition 2.2.16. Sous les hypothèses de la définition 2.2.11, si dB{A contient un élément
qui n’est pas diviseur de zéro, et si x1, . . . , xn P B, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) px1, . . . , xnq est une base de B sur A ;
(ii) Dpx1, . . . , xnq engendre dB{A.

Démonstration. L’implication piq ñ piiq résulte de la définition de l’idéal dB{A. Réciproquement,
supposons que Dpx1, . . . , xnq engendre dB{A. Soient pb1, . . . , bnq une base de B sur A et d “
Dpb1, . . . , bnq de sorte que dB{A “ dA. Il existe M “ pai,jq1ďi,jďn P MnpAq telle que xi “

nř
j“1

ai,jbj

pour tout i P t1, . . . , nu. D’après la proposition 2.2.12, on a Dpx1, . . . , xnq “ detpMq2d. Comme
Dpx1, . . . , xnq engendre dB{A “ dA, il existe u P Aˆ tel que Dpx1, . . . , xnq “ ud, si bien que
dpu ´ detpMq2q “ 0. Comme d n’est pas diviseur de zéro (sinon dB{A ne serait constitué que de
diviseurs de zéro, contrairement à l’hypothèse), on a detpMq2 “ u et donc detpMq P Aˆ, de sorte
que M P GLnpAq, ce qui implique que px1, . . . , xnq est une base de B sur A. �

Corollaire 2.2.17. Sous les hypothèses de la définition 2.2.11, supposons en outre A factoriel.
Soit x1, . . . , xn P B tel que d “ Dpx1, . . . , xnq P Azt0u soit sans facteur carré. Alors px1, . . . , xnq
est une base de B sur A, et dB{A “ dA.

Démonstration. Soit pe1, . . . , enq une base de B sur A : il existe M “ rai,js1ďi,jďn P MnpAq
telle que xi “

nř
j“1

ai,jej . On a alors Dpx1, . . . , xnq “ detpMq2 Dpe1, . . . , enq d’après la proposition

2.2.12, i.e. dA “ detpMq2dB{A. Comme d est sans facteur carré par hypothèse, on a nécessairement
detpMq P Aˆ, de sorte que dB{A “ dA. D’après la proposition 2.2.16, la famille px1, . . . , xnq est
donc une base de B sur A. �

Théorème 2.2.18. (Dedekind). Soient K{F et L{F des extensions. Alors les éléments de
HomF -algpK,Lq sont linéairement indépendants dans le L-espace vectoriel HomF -linpK,Lq.

Démonstration. Supposons le contraire. Soit
rř
i“1

λiσi “ 0 avec λi P L et σi P HomF -algpK,Lq pour

i P t1, . . . , ru une relation de dépendance linéaire non triviale avec r minimal. Par minimalité, on
a λi ‰ 0 pour tout i P t1, . . . , ru, et les σi sont deux à deux distincts. Quitte à diviser la relation
par λr, on peut supposer que λr “ 1. Pour tout x P K, on a donc

(˚)
r´1ÿ

i“1

λiσipxq ` σrpxq “ 0.
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En appliquant l’égalité (˚) au produit de x, y P K, il vient
r´1ÿ

i“1

λiσipxqσipyq ` σrpxqσrpyq “ 0

En soustrayant σrpyq fois l’égalité (˚) à l’égalité précédente, il vient
r´1ÿ

i“1

λiσipxqpσipyq ´ σrpyqq “ 0

pour tout x, y P K. En particulier, à y fixé, on a
r´1ÿ

i“1

λipσipyq ´ σrpyqqσi “ 0.

Par minimalité de r, les coefficients de la combinaison linéaire sont tous nuls : on a σipyq “ σrpyq
pour tout y P K. Les σi étant deux à deux distincts, cela implique r “ 1, ce qui est impossible. �

Proposition 2.2.19. Soit L{K une extension finie séparable de corps, K une clôture algébrique
de K, et x1, . . . , xn une base de L sur K. Écrivons HomK-algpL,K q “ tσ1, . . . , σnu. Alors

Dpx1, . . . , xnq “ det
`
pσipxjqq1ďi,jďn

˘2 ‰ 0.

Démonstration. Rappelons que TrL{Kpxq “
nř
k“1

σkpxq pour tout x P L (exemple 2.2.5 (2)). On a

alors

TrL{Kpxixjq “
nÿ

k“1

σkpxixjq “
nÿ

k“1

σkpxiqσkpxjq

de sorte que
`
TrL{Kpxixjq

˘
1ďi,jďn “ TMM où M “ pσipxjqq1ďi,jďn P MnpKq. On a donc

Dpx1, . . . , xnq “ det
`
TMM

˘
“ detpMq2 “ det

`
pσipxjqq1ďi,jďn

˘2
.

Reste à voir que detpMq ‰ 0. Soit X “ pλiq1ďiďn P M1ˆnpKq tel que XM “ 0. On a alors
nř
i“1

λiσipxjq “ 0 pour tout j P t1, . . . , nu. Par K-linéarité, cela implique que
nř
i“1

λiσi “ 0 dans

HomK-linpL,K q. Mais comme l’extension L{K est séparable, le théorème de Dedekind (théorème
2.2.18) implique que X “ 0 : la matrice M est inversible, et detpMq ‰ 0. �

Corollaire 2.2.20. Soit L{K une extension séparable de degré n. Une famille px1, . . . , xnq P Ln
est une K-base de L si et seulement si Dpx1, . . . , xnq ‰ 0.

Proposition 2.2.21. (Transitivité du discriminant) Soient K{F et L{K deux extensions fi-
nies séparables, x1, . . . , xn une base de K sur F et py1, . . . , ymq une base de L sur K. Alors
Dpxiyjq 1ďiďn

1ďjďm
“ Dpx1, . . . , xnqrL:Ks NK{F pDpy1, . . . , ymqq.

Démonstration. Écrivons HomF -algpK,F q “ tρ1, . . . , ρnu et HomK-algpL, F q “ tτ1, . . . , τnu. Fixons
des relèvements pρ1, . . . , pρn P HomF -algpF , F q de ρ1, . . . , ρn : on a HomF -algpL, F q “

 
pρiτj

(
1ďiďn
1ďjďm

(cf lemme 2.2.9). Par ailleurs, on a Dpxiyjq 1ďiďn
1ďjďm

“ detpMq2 où M P MmnpF q est la matrice

de terme général pρiτjpxkyℓq “ ρipxkqpρiτjpyℓq pour pi, jq, pk, ℓq P
`
t1, . . . , nu ˆ t1, . . . ,mu

˘2
(cf

proposition 2.2.19). Posons Y “ pτjpyℓqq1ďj,ℓďm P MmpF q : la matrice M s’écrit par blocs˜
ρ1px1qpρ1pY q ¨¨¨ ρ1pxnqpρ1pY q

...
...

ρnpx1qpρnpY q ¨¨¨ ρnpxnqpρnpY q

¸
“ M1M2 en posant M1 “ diag

`
pρ1pY q, . . . , pρnpY q

˘
P MmnpF q et

M2 “
˜
ρ1px1q Im ¨¨¨ ρ1pxnq Im

...
...

ρnpx1q Im ¨¨¨ ρnpxnq Im

¸
P MmnpF q. On a detpM1q2 “ ś

ρPHom
-
alg F pK,F q pρpdetpY q2q “

NK{F pDpy1, . . . , ymqq. Par ailleurs, il existe une matrice de permutation P P GLmnpZq telle que
P´1M2P “ diagpX, . . . , Xq avce X “ pρipxkqq1ďi,kďn P MnpF q. On a donc detpM2q “ detpXqm,
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d’où detpM2q2 “ Dpx1, . . . , xnqrL:Ks (parce que rL : Ks “ m). Finalement, on a Dpxiyjq 1ďiďn
1ďjďm

“

detpMq2 “ detpM1q2 detpM2q2 “ Dpx1, . . . , xnqrL:Ks NK{F pDpy1, . . . , ymqq. �

Corollaire 2.2.22. (Transitivité du discriminant) Soient A un anneau intègre, F “ FracpAq et
K{F et L{K deux extensions finies séparables. On note B (resp. C) la clôture intégrale de A

dans K (resp. L). On suppose B libre sur A et C libre sur B. Alors dC{A “ d
rgBpCq
B{A NB{ApdC{Bq

(où a NB{ApdBq “ NB{ApdqA).

a. Cela ne dépend pas du choix du générateur d.

2.3. Discriminant d’un polynôme.

Définition 2.3.1. Soient K un corps, P P KrXs unitaire et α1, . . . , αn P K les racines de P
dans une clôture algébrique K de K (comptées avec multiplicité). Le discriminant de P est

discpP q “
ź

1ďiăjďn
pαi ´ αjq2 “ p´1q

npn´1q
2

ź

1ďi‰jďn
pαi ´ αjq

C’est un polynôme symétrique en les racines de P , donc un polynôme en les coefficients de P ,
et discpP q P K. Par définition, P est séparable si et seulement si discpP q ‰ 0.

Lemme 2.3.2. Avec les notations de la définition 2.3.1, on a

discpP q “ p´1q
npn´1q

2

nź

i“1

P 1pαiq

Démonstration. On a P 1pXq “
nř
i“1

ś
1ďj‰iďn

pX´αjq donc P 1pαiq “ ś
1ďj‰iďn

pαi´αjq ce qui implique

nś
i“1

P 1pαiq “ ś
1ďi‰jďn

pαi ´ αjq “ p´1qnpn´1q
2 discpP q. �

Exemples 2.3.3. (1) Le discriminant de X2 ` aX ` b est a2 ´ 4b. Celui de X3 ` pX ` q est
´4p3 ´ 27q2 (exercice).
(2) Soient n P Ną0 et P pXq “ Xn ´ 1 P QrXs. On pose µn “ tz P C, zn “ 1u : on a P pXq “ś
ζPµn

pX ´ ζq. Pour ζ P µn, on a P 1pζq “ nζn´1 : comme
ś
ζPµn

ζ “ p´1qn`1, on a
ś
ζPµn

P 1pζq “

nnp´1qn2´1, et donc

discpP q “ p´1q
npn´1q

2

ź

ζPµn

P 1pζq “ p´1qn2`n´2
2 nn

Remarque 2.3.4. À un coefficient de normalisation près, le discriminant n’est autre que le résultant
de P et de P 1.

Proposition 2.3.5. Soient L{K une extension séparable de degré d, α P L tel que L “ Krαs et
P P KrXs le polynôme minimal de α sur K. Alors p1, α, α2, . . . , αn´1q est une base de L sur K
et

Dp1, α, α2, . . . , αn´1q “ discpP q “ p´1q
npn´1q

2 NL{KpP 1pαqq

Démonstration. Soient K une clôture algébrique de K et HomK-algpL,K q “ tσ1, . . . , σnu. Les
conjugués de α sont les αi :“ σipαq pour i P t1, . . . , nu. L’extension L{K est séparable : d’après la
proposition 2.2.19, on a

Dp1, α, . . . , αn´1q “ det
`
pσipαj´1qq1ďi,jďn

˘2 “ det
`
pαj´1
i q1ďi,jďn

˘2

Comme det
`
pαj´1
i q1ďi,jďn

˘
“ ś

1ďiăjďn
pαi ´ αjq (déterminant de Vandermonde), cela prouve la

première égalité.
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D’après le lemme 2.3.2, on a discpP q “ p´1qnpn´1q
2

nś
i“1

P 1pαiq. Pour i P t1, . . . , nu, on a αi “ σipαq,

donc
nś
i“1

P 1pαiq “
nś
i“1

σpP 1pαqq “ NL{KpP 1pαqq, ce qui prouve la seconde égalité. �

Exemple 2.3.6. Soient K un corps et P pXq “ Xn ` aX ` b P KrXs supposé irréductible et
séparable. Si α est une racine de P dans une clôture algébrique de K, on a 3

Dp1, α, α2, . . . , αn´1q “ discpP q “ p´1q
npn´1q

2 NKpαq{KpP 1pαqq

“ p´1q
npn´1q

2

`
nnbn´1 ` p´1qn´1pn ´ 1qn´1an

˘

Pour n P t2, 3u, on retrouve les formules de l’exemple 2.3.3 (1).

2.4. Clôture intégrale dans une extension séparable.

Proposition 2.4.1. Soit L{K une extension finie séparable de corps.

Lˆ L Ñ K

px, yq ÞÑ TrL{Kpxyq
est une forme bilinéaire non dégénérée.

Démonstration. La bilinéarité de l’application résulte de la proposition 2.2.3. Soit x P L tel que
TrL{Kpxyq “ 0 pour tout y P L. Soient K une clôture algébrique de K et HomK-algpL,K q “
tσ1, . . . , σnu, on a TrL{Kpxyq “

nř
i“1

σipxqσipyq, de sorte que
nř
i“1

σipxqσi. Mais comme tσ1, . . . , σnu

est libre dans HomK-linpL,K q (théorème de Dedekind), cela implique σipxq “ 0 pour tout i P
t1, . . . , nu, et donc x “ 0. Le noyau de la forme bilinéaire est nul : elle est non dégénérée. �

Remarque 2.4.2. En fait, la proposition qui précède est une équivalence. En effet, si L{K est
inséparable, carpKq “ p est un nombre premier, et il existe une sous-extension L1{K telle que
L1{K soit séparable et L{L1 totalement inséparable. On a rL : L1s “ pd avec d P Ną0. Soient
x P L, x1, . . . , xn P L les conjugués de x sur K (comptés sans multiplicité) et r P N minimal tel
que xp

r P L1 (on a bien entendu r ď d). La multiplicité de chaque xi est alors pr. On a donc

TrKpxq{Kpxq “ prpx1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq. Comme rL : Kpxqs “ pdrL1:Ks
prn

, on a donc

TrL{Kpxq “ rL : KpxqsTrKpxq{Kpxq “ pd
rL1 : Ks

n
px1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq “ 0

Cela implique que TrL{K “ 0, et donc que la forme bilinéaire TrL{K est dégénérée.

Corollaire 2.4.3. Soit L{K une extension finie séparable de corps. L’application

L Ñ HomK-linpL,Kq
x ÞÑ

`
y ÞÑ TrL{Kpxyq

˘

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels. Si px1, . . . , xnq est une base de L sur K, il existe
une unique base py1, . . . , ynq de L sur K telle que TrL{Kpxiyjq “ δi,j pour tout i, j P t1, . . . , nu.
On l’appelle la base duale de px1, . . . , xnq.

Démonstration. L’application f : L Ñ HomK-linpL,Kq est la première application linéaire associée
à la forme bilinéaire px, yq ÞÑ TrL{Kpxyq. Comme cette dernière est non dégénérée, l’applica-
tion f est injective. C’est donc un isomorphisme vu que dimK

`
HomK-linpL,Kq

˘
“ dimKpLq. Si

px1, . . . , xnq est une base de L sur K, la famille pfpx1q, . . . , fpxnqq est une base de HomK-linpL,Kq
sur K. La famille py1, . . . , ynq vérifie TrL{Kpxiyjq “ fpxiqpyjq “ δi,j pour tout i, j P t1, . . . , nu si
et seulement si c’est la base duale de pfpx1q, . . . , fpxnqq dans L : elle existe et est unique. �

3. On a P 1pαq “ nαn´1`a “ n´aα´b
α

`a “ ´nb
α

´pn´1qa. Le polynôme minimal de α´1 étant Xn` a
b
Xn´1` 1

b
,

celui de ´nb
α

est QpXq “ Xn ´ naXn´1 ` p´nqnbn´1 et celui de P 1pαq est donc QpX ` pn ´ 1qaq. On a donc
NKpαq{KpP 1pαqq “ p´1qnQppn ´ 1qaq “ nnbn´1 ` p´1qn´1pn ´ 1qn´1an.
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Proposition 2.4.4. Soient A un anneau intègre et intégralement clos, K son corps des fractions
et L{K une extension finie séparable. Notons B la clôture intégrale de A dans L. Alors B
contient une base de L sur K, et c’est un sous-A-module d’un A-module libre de rang rL : Ks
contenu dans L.

Démonstration. Si pe1, . . . , enq est une base de L sur K, il existe a P Azt0u tels que xi :“ aei P B
pour tout i P t1, . . . , nu (cf proposition 2.1.12). La famille px1, . . . , xnq est encore une base de L
sur K, et elle est constituée d’éléments de B.

Soient py1, . . . , ynq la base duale de px1, . . . , xnq et B1 le sous-A-module de L engendré par
ty1, . . . , ynu. Comme py1, . . . , ynq est une base de L sur K, le A-module B1 est libre de rang

n “ rL : Ks. Si x P B, on peut écrire de façon unique x “
nř
j“1

λjyj avec λ1, . . . , λn P K. On a alors

xix P B donc TrL{Kpxixq “
nř
j“1

λj TrL{Kpxiyjq “ λi P A pour tout i P t1, . . . , nu (corollaire 2.2.6),

et donc x P B1. �

Proposition 2.4.5. Sous les hypothèses de la proposition 2.4.4, on a en fait l’énoncé plus
explicite suivant. Si px1, . . . , xnq est une base de L sur K constituée d’éléments de B, on a

B Ď 1

d

`
Ax1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Axn

˘

où d “ Dpx1, . . . , xdq.

Démonstration. D’après la preuve de la proposition 2.4.4, si py1, . . . , ynq désigne la base duale de
px1, . . . , xnq, on a

B Ď B1 “ Ay1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Ayn

Écrivons yi “
nř
j“1

αi,jxj avec αi,j P K pour tout i, j P t1, . . . , nu. On a

δi,j “ TrL{Kpxiyjq “
nÿ

k“1

αj,k TrL{Kpxixkq

de sorte que si M “
`
TrL{Kpxixjq

˘
1ďi,jďn P MnpAq et N “ pαi,jq1ďi,jďn P MnpKq, on a MTN “

In, i.e. TN “ M´1 P 1
d
MnpAq d’après les formules de Cramer : on a αi,j P 1

d
A pour tout

i, j P t1, . . . , nu. �

Corollaire 2.4.6. Sous les hypothèses de la proposition 2.4.4, on a :
(1) si A est nœthérien, alors B est une A-algèbre finie (en particulier, B est nœthérien) ;
(2) si A est principal, alors B est un A-module libre de rang rL : Ks.

Démonstration. D’après la proposition 2.4.4, il existe B1 un sous-A-module de L qui est libre de
rang rL : Ks et tel que B Ď B1.
(1) Si A est nœthérien, il en est de même de B1 (corollaire 1.1.6) : le A-module B est de type fini
(et donc nœthérien d’après le corollaire 1.1.6). En particulier, B est finie sur A (proposition 2.1.5).
(2) Si A est principal, B est libre de rang fini comme sous-A-module du A-module libre de rang
fini B1 (théorème 1.5.9). Comme il contient une base de L sur K (proposition 2.4.4), il est néces-
sairement de rang rL : Ks. �

Remarque 2.4.7. Sous les hypothèses de la proposition 2.4.4, supposons en outre A principal.
D’après le corollaire 2.2.17, si x1, . . . , xn P B sont tels que Dpx1, . . . , xnq soit sans facteur carré
dans l’anneau A (qui est principal donc factoriel), alors px1, . . . , xnq est une base de B sur A.

2.5. Bases des anneaux d’entiers des corps de nombres. Dans tout ce qui suit, Q désigne
la clôture algébrique de Q dans C. Rappelons qu’un corps de nombres est une extension finie de
Q, et que si K est un corps de nombres, on note OK l’anneau des entiers de K, i.e. est la clôture
intégrale de Z dans K.
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Proposition 2.5.1. Soient K un corps de nombres et n “ rK : Qs. L’anneau des entiers OK

est un Z-module libre de rang n.

Démonstration. Résulte du fait que Z est un anneau principal et du corollaire 2.4.6 (2). �

Définition 2.5.2. Soient px1, . . . , xnq et py1, . . . , ynq deux bases de OK sur Z. Il existe M “
rmi,js1ďi,jďn P GLnpZq telle que yi “

nř
j“1

mi,jxj pour tout i P t1, . . . , nu, de sorte que

Dpy1, . . . , ynq “ detpMq2 Dpx1, . . . , xnq “ Dpx1, . . . , xnq
(car detpMq P t˘1u “ Z

ˆ). L’entier

dK “ Dpx1, . . . , xnq
ne dépend pas du choix de la base px1, . . . , xnq. On l’appelle le discriminant absolu de K.

Exemple 2.5.3. Soient d P Z zt0, 1u sans facteur carré et K “ Qp
?
dq. Si d ” 1 mod 4Z, alors

OK “ Zrαs avec α “ 1`
?
d

2
(proposition 2.1.17) : la famille p1, αq est une base de OK sur Z. Le

polynôme minimal de α sur Q est P pXq “ X2 ´X ´ d´1
4

: on a donc dK “ Dp1, αq “ discpP q “ d

(on peut aussi faire le calcul directement). Si d ı 1 mod 4Z, on a OK “ Zr
?
ds (proposition

2.1.17) : la famille p1,
?
dq est une base de OK sur Z. Le polynôme minimal de

?
d sur Q est

P pXq “ X2 ´ d : on a donc dK “ Dp1,
?
dq “ discpP q “ 4d. En résumé, on a

dK “
#
d si d ” 1 mod 4Z

4d si d ı 1 mod 4Z

Proposition 2.5.4. Soient K un corps de nombres et n “ rK : Qs.
(1) Une famille x1, . . . , xn P OK est une base de OK sur Z si et seulement si Dpx1, . . . , xnq “

dK .
(2) Si x1, . . . , xn P OK est telle que Dpx1, . . . , xnqzt0u est sans facteur carré, alors

px1, . . . , xnq est une base de OK sur Z.

Démonstration. Cela résulte de la proposition 2.2.16 et du corollaire 2.2.17. �

Il est en général difficile de calculer l’anneau des entiers d’un corps de nombres K. Une approche
est de partir d’un élément primitif, i.e. un élément α tel queK “ Qpαq. Quitte à multiplier α par un
entier convenable (le plus petit possible), on peut supposer que α P OK , de sorte que Zrαs Ď OK .
En général, l’inclusion est stricte, mais Zrαs est d’indice fini dans OK . Plus précisément, d’après
la proposition 2.4.5, on a Zrαs Ď OK Ď 1

d
Zrαs avec d “ Dp1, α, . . . , αn´1q (où n “ rK : Qs), qu’on

calcule aisément en utilisant le polynôme minimal de α sur Q et la proposition 2.3.5. Cela réduit
déjà considérablement les possibilités pour OK . À partir de là, on peut chercher les conditions sur
ses coordonnées dans la base p1, α, . . . , αn´1q un élément x P K appartient à OK . Pour trouver de
telles conditions, on utilise la trace et la norme. Par exemple, si x P K est entier sur Z, il en est
de même de αix de sorte que TrK{ Qpαixq P Z pour tout i P t0, . . . , n´ 1u.
Remarque 2.5.5. Contrairement aux corps de nombres, les anneaux d’entiers de corps de nombres
ne sont pas monogènes : si K est un corps de nombres, en général, il n’existe pas α P K tel que
OK “ Zrαs.
Exemple 2.5.6. Soient p premier impair, ζ P C une racine primitive p-ième de l’unité etK “ Qpζq.
On a bien sûr Zrζs Ď OK . Le polynôme minimal de ζ sur Q est

ΦppXq “ Xp´1 `Xp´2 ` ¨ ¨ ¨ ` X ` 1 “ Xp ´ 1

X ´ 1

On a pX ´ 1qΦ1
ppXq ` ΦppXq “ pXp´1, donc Φ1

ppζq “ pζp´1

ζ´1
. On a donc NK{QpΦ1

ppζqq “
NK{ Qppq NK{ Qpζqp´1

NK{ Qpζ´1q “ pp´1

p
“ pp´2 (d’après l’exemple 2.2.7 (2), on a NK{Qpζq “ 1 et NK{ Qpζ´1q “

p), ce qui implique que

Dp1, ζ, ζ2, ¨ ¨ ¨ , ζp´2q “ discpΦpq “ p´1q
pp´1qpp´2q

2 pp´2 “ p´1q p´1

2 pp´2
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(proposition 2.3.5). On sait donc que

Zrζs Ă OK Ă 1
pp´2 Zrζs

Montrons que OK “ Zrζs.
Commençons par observer que p1 ´ ζqOK X Z “ pZ. En effet, on a déjà p P p1 ´ ζqOK parce que
1´ ζ | NK{ Qpζ ´ 1q “ p. Si l’inclusion pZ Ă p1´ ζqOK XZ était stricte, on aurait nécessairement
p1 ´ ζqOK X Z “ Z, et donc 1 P p1 ´ ζqOK : il existerait z P OK tel que 1 “ p1 ´ ζqz, donc
1 “ pNK{Qpzq dans Z, ce qui est absurde.
Si maintenant x “ x0 ` x1ζ ` ¨ ¨ ¨ ` xp´2ζ

p´2 P OK (avec x0, . . . , xp´2 P Q), on a

p1 ´ ζqx “ x0p1 ´ ζq ` x1pζ ´ ζ2q ` ¨ ¨ ¨ ` xp´2pζp´2 ´ ζp´1q
Comme TrK{ Qp1 ´ ζq “ p et TrK{ Qpζk ´ ζk`1q “ 0 pour 1 ď k ă p´ 1, on a

TrK{Qpp1 ´ ζqxq “ px0

Mais comme les conjugués de p1 ´ ζqx sont de la forme p1 ´ ζkqy donc divisibles par 1 ´ ζ, on a
TrK{ Qpp1 ´ ζqxq P p1 ´ ζqOK X Z “ pZ. Cela implique donc que x0 P Z.
Si on sait que x0, . . . , xk´1 P Z avec k ă p´ 2, alors

ζ´k`x´ px0 ` x1ζ ` ¨ ¨ ¨ ` xk´1ζ
k´1q

˘
“ xk ` xk`1ζ ` ¨ ¨ ¨ ` xp´2ζ

p´2´k P OK

ce qui implique que xk P Z d’après ce qui précède. Finalement, on a x0, . . . , xp´2 P Z et x P Zrζs.

Proposition 2.5.7. (Stickelberger). Soit K un corps de nombres. On a dK ” 0 mod 4Z ou
dK ” 1 mod 4Z.

Démonstration. Écrivons HomQ -algpK,Qq “ tσ1, . . . , σnu : si tα1, . . . , αnu est une base de OK sur
Z, on a dK “ detpMq2 avec M “ pσipαjqq1ďi,jďn (proposition 2.2.19). On a detpMq “ S ´ A où

S “
ř

τPSn

εpτq“1

nś
i“1

σipατpiqq et A “
ř

τPSn

εpτq“´1

nś
i“1

σipατpiqq. Il en résulte que dK “ pS ` Aq2 ´ 4SA : il

s’agit de voir que S ` A,SA P Z. Comme S et A sont des polynômes en les σipαjq P OK , on a
déjà S,A P OK : il suffit en fait de montrer que S `A,SA P Q. Soit L Ă Q la clôture galoisienne
de K. Si g P GalpL{Qq, l’application

HomQ -algpK,Qq Ñ HomQ -algpK,Qq
σ ÞÑ g ˝ σ

est une permutation. Si cette dernière est paire, on a gpSq “ S et gpAq “ A, si elle est impaire, on
a gpSq “ A et gpAq “ S : dans tous les cas on a gpS `Aq “ S `A et gpSAq “ SA, ce qui montre
que S `A,SA P LGalpL{Qq “ Q. �

Corollaire 2.5.8. (Raffinement de la proposition 2.5.4 (2)). Si K est un corps de nombres de
degré n et tx1, . . . , xnu une famille dont le discriminant vaut 4a avec a ” 2, 3 mod 4Z et sans
facteur carré, alors px1, . . . , xnq est une base de OK sur Z.

Démonstration. Soient B une base de OK sur Z et M P MnpZq la matrice dont les colonnes
sont les coordonnées de px1, . . . , xnq dans la base B. D’après la proposition 2.2.12, on a 4a “
Dpx1, . . . , xnq “ detpMq2dK . Si px1, . . . , xnq n’était pas une base, on aurait detpMq ą 1 et donc
detpMq “ 2 puisque a est sans facteur carré. Cela impliquerait dK “ a ” 2, 3 mod 4Z, contredi-
sant la proposition 2.5.7. �
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3. Anneaux de Dedekind

Si A est un anneau principal, K son corps des fractions et L{K une extension finie et séparable,
la clôture intégrale B de A dans L n’est plus un anneau principal en général. Comme on va le
voir, l’anneau B est de Dedekind (théorème 3.1.4). Cela implique qu’on dispose dans B d’une
décomposition en facteurs premiers, mais au niveau des idéaux seulement (théorème 3.3.3).

3.1. Définition, premières propriétés.

Définition 3.1.1. Soit A un anneau intègre. On dit que A est un anneau de Dedekind s’il
vérifie les conditions suivantes :

(1) A est nœthérien ;
(2) A est intégralement clos ;
(3) tout idéal premier non nul de A est maximal.

Remarque 3.1.2. (1) En termes savants, la dernière condition se reformule en disant que la
dimension de Krull de A est inférieure à 1.
(2) Avec la définition qui précède, un corps est un anneau de Dedekind (il n’y a pas d’idéal premier
non nul). Certains auteurs excluent ce cas trivial, et requièrent que A ne soit pas un corps dans
la définition.

Proposition 3.1.3. Tout anneau principal est de Dedekind.

Démonstration. Si A est principal, il est intègre et nœthérien par définition. Il est intégralement
clos en vertu de la proposition 2.1.10. Enfin, si ce n’est pas un corps, ses idéaux premiers non nuls
sont maximaux d’après la proposition 1.2.16. �

Théorème 3.1.4. Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des fractions, L{K une
extension finie séparable, et B la clôture intégrale de A dans L. Alors B est un anneau de
Dedekind.

Démonstration. L’anneau A est nœthérien : d’après le corollaire 2.4.6 (1), l’anneau B est nœthé-
rien. L’anneau B est intégralement clos en vertu de la proposition 2.1.12. Enfin, si P Ď B est un
idéal premier non nul, l’idéal p “ PXA est premier et non nul (il contient NL{Kpbq ‰ 0 pour tout
b P Pzt0u), donc maximal. Cela implique que P est maximal (proposition 2.1.21). �

Corollaire 3.1.5. L’anneau des entiers d’un corps de nombres est un anneau de Dedekind.

3.2. Caractérisation locale des anneaux de Dedekind.

Proposition 3.2.1. Soient A un anneau de Dedekind et S Ă A une partie muliplicative. Alors
S´1A est de Dedekind.

Démonstration. L’anneau S´1A est nœthérien en vertu de la proposition 1.3.9. Comme A est
intégralement clos, il en est de même de S´1A d’après la proposition 2.1.13. Enfin, la proposition
1.3.10 fournit une bijection croissante (pour l’inclusion)

tp P SpecpAq, p X S “ ∅u Ø SpecpS´1Aq
p ÞÑ S´1p

q XA :“ ι´1pqq Ðß q
Comme les éléments non nuls de SpecpAq sont maximaux, il en est de même des éléments non nuls
de SpecpS´1Aq, ce qui achève la preuve. �

Lemme 3.2.2. Un anneau de Dedekind local est soit un corps, soit de valuation discrète.

Démonstration. Soit A de Dedekind et local. Il s’agit de voir que A est principal (cf définition
1.3.18). Supposons que A ne soit pas un corps : son idéal maximal m est non nul, et on a SpecpAq “
tp0q,mu.
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‚ Soit α P mzt0u. Montrons qu’il existe r P Ną0 tel que mr Ă αA. Comme A est nœthérien, l’idéal

m est de type fini : il existe f1, . . . , fn P Azt0u tels que m “
nř
i“1

fiA. Soit i P t1, . . . , nu. D’après la

proposition 1.3.10, on a SpecpApfiqq “ tp P SpecpAq, fi R pu “ tp0qu, ce qui montre que Apfiq est
un corps (et donc Apfiq “ FracpAq). Il en résulte que α est inversible dans Apfiq : il existe ri P N

et ai P A tels que 1
α

“ ai
f
ri
i

. On a bien sûr ri ą 0 (parce que α R Aˆ vu que α P m). On a donc

f rii P αA. Si r “ r1 ` ¨ ¨ ¨ ` rn P Ną0, on a

mr “ pf1A` ¨ ¨ ¨ ` fnAqr Ă f r11 A` ¨ ¨ ¨ ` f rnn A Ă αA

ce qu’on voulait.
‚ Montrons que m est principal. Soient α P mzt0u et r P Ną0 minimal tel que mr Ă αA : on a
mr´1 Ć αA. Soient donc β P mr´1zαA et π “ α

β
P FracpAq. On a

π´1m “ β

α
m Ă α´1mr Ă A

et π´1m est un idéal de A. Si cet idéal était propre, on aurait π´1m Ă m, ce qui impliquerait que
π´1 est entier sur A (cf proposition 2.1.3 (iii) ñ (i)). Comme A est intégralement clos, on aurait
π´1 P A i.e. β P αA ce qui n’est pas. On a donc nécessairement π´1m “ A et donc m “ πA est
principal.
‚ Montrons enfin que tout idéal de A est principal. Soit I Ă A un idéal propre et non nul : on a
I Ď m. Soit α P Izt0u : on a α P mzt0u, et d’après ce qu’on a vu plus haut, il existe r P Ną0 tel
que mr Ă αA Ă I. Si on avait I Ă mr`1, on aurait πr P πr`1A, et donc 1 P πA “ m ce qui est
absurde. L’ensemble tn P N, I Ă mnu est donc majoré. Comme il est non vide (il contient 1), il
a un plus grand élément nI . On a I Ă πnIA i.e. π´nI I Ă A est un idéal de A, mais π´nI I Ć m

(sinon I Ă mnI`1), et donc π´nI I “ A, soit I “ πnIA. �

Théorème 3.2.3. Soit A un anneau intègre nœthérien qui n’est pas un corps. Alors A est de
Dedekind si et seulement si pour tout idéal maximal m de A, le localisé Am est de valuation
discrète.

Démonstration. Si A est de Dedekind et m est un idéal maximal de A, le localisé Am est local et
de Dedekind (en vertu de la proposition 3.2.1). Comme A n’est pas un corps, m est non nul, et
Am n’est pas un corps : cela implique que Am est de valuation discrète (lemme 3.2.2).
Réciproquement, supposons que pour tout idéal maximal m de A, le localisé Am soit de valuation
discrète.
Soit x P K “ FracpAq entier sur A. Écrivons x “ a

b
avec a, b P A et b ‰ 0. Pour tout m, l’élément x

est a fortiori entier sur Am. Ce dernier étant de Dedekind, on a x P Am, soit encore aAm Ă bAm.
d’après le principe local-global (proposition 1.3.16), cela implique aA Ď bA, i.e. x P A, ce qui
prouve que A est intégralement clos.
Soit p Ă A premier non nul. D’après le théorème de Krull (théorème 1.0.1), il existe un idéal
maximal m Ă A tel que p Ă m. D’après la proposition 1.3.10, l’idéal pAm est premier dans Am.
Étant non nul par hypothèse, il est maximal, i.e. pAm “ mAm, ce qui implique que p “ m (en
vertu de la proposition 1.3.16), et donc que p est maximal. �

3.3. Factorisation des idéaux, groupe des classes. Le théorème 3.2.3 implique que les an-
neaux de Dedekind sont localement principaux, donc localement factoriels. Il existe cependant des
anneaux de Dedekind non factoriels.

Exemple 3.3.1. Soit K “ Qpi
?
5q : d’après la proposition 2.1.17, on a OK “ Zri

?
5s. Supposons

2 “ xy avec x, y P OK : écrivons x “ a`ib
?
5 et y “ c`id

?
5. On a NK{Qp2q “ NK{ QpxqNK{Qpyq

i.e. 4 “ pa2 `5b2qpc2 `5d2q, ce qui implique b “ d “ 0 soit x, y P Z, et donc x P t˘1u ou y P t˘1u.
Il en résulte que 2 est irréductible dans OK . Cependant, on a p1` i

?
5qp1´ i

?
5q “ 6 P 2OK mais

1 ` i
?
5, 1 ´ i

?
5 R 2OK , i.e. 2 n’est pas premier. Cela implique que OK (qui est de Dedekind)

n’est pas factoriel (cf proposition 1.2.7).

Comme nous allons le voir, les anneaux de Dedekind ont néanmoins la propriété de factorisation,
non plus des éléments non nuls en produit de facteurs premiers, mais des idéaux non nuls en
produit d’idéaux premiers.
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Lemme 3.3.2. Soient A un anneau nœthérien et I Ă A un idéal non nul.
(1) L’idéal I contient un produit p1 ¨ ¨ ¨ pn d’idéaux premiers non nuls (non nécessairement

distincts).
(2) Si A est de Dedekind, il n’existe qu’un nombre fini d’idéaux maximaux de A contenant I.

Démonstration. (1) On procède par « récurrence nœthérienne ». Soit E l’ensemble des idéaux non
nuls qui ne contiennent pas un produit d’idéaux premiers non nuls. Supposons E non vide : il
admet un élément I maximal pour l’inclusion (parce que A est nœthérien, cf proposition 1.1.4).
On a bien sûr I ‰ A (parce que A contient au moins un idéal premier en vertu du théorème
de Krull, cf théorème 1.0.1), et I lui-même n’est pas premier. Il existe donc x, y R I tels que
xy P I. Les idéaux I ` xA et I ` yA contiennent I strictement : par maximalité de I dans E , on a
I ` xA, I ` yA R E , ce qui implique l’existence de p1, . . . , pn et q1, . . . , qm premiers non nuls tels
que p1 ¨ ¨ ¨ pn Ă I ` xA et q1 ¨ ¨ ¨ qm Ă I ` yA. On a alors

p1 ¨ ¨ ¨ pnq1 ¨ ¨ ¨ qm Ă pI ` xAqpI ` yAq Ă I

ce qui contredit I P E . Il en résulte que E est vide.
(2) D’après (1), il existe p1 ¨ ¨ ¨ pn des idéaux premiers non nuls (donc maximaux puisque A est de
Dedekind) tels que p1 ¨ ¨ ¨ pn Ă I. Si m est un idéal maximal de A tel que I Ă m, on a a fortiori

p1 ¨ ¨ ¨ pn Ă m. Si pi ‰ m pour tout i P t1, . . . , nu, il existe ai P pizm, et a1 ¨ ¨ ¨ an P p1 ¨ ¨ ¨ pnzm ce
qui est absurde : il existe i P t1, . . . , nu tel que pi “ m. �

Théorème 3.3.3. Soient A un anneau de Dedekind et I Ă A un idéal non nul. Alors il existe
des idéaux premiers non nuls deux à deux distincts p1, . . . , pn et des entiers α1, . . . , αn P Ną0

tels que
I “ pα1

1 ¨ ¨ ¨ pαn
n

Cette décomposition est unique à l’ordre des facteurs près, et l’ensemble des idéaux premiers
contenant I est précisément tp1, . . . , pnu.

Démonstration. L’énoncé est trivial si A est un corps : supposons désormais que A n’en est pas
un. Soit tp1, . . . , pnu l’ensemble des idéaux premiers contenant I (cf lemme 3.3.2 (2)). Pour i P
t1, . . . , nu, on dispose de l’idéal IApi

dans l’anneau de valuation discrète Api
(cf théorème 3.2.3).

Cet idéal est strict : il existe αi P Ną0 tel que IApi
“ pαi

i Api
. Posons J “ pα1

1 ¨ ¨ ¨ pαn
n . Par

construction, on a IApi
“ JApi

pour tout i P t1, . . . , nu. Par ailleurs, si m est un idéal maximal
n’appartenant pas à tp1, . . . , pnu, on a IAm “ Am “ JAm. Le principe local-global (proposition
1.3.16) implique donc que I “ J , ce qu’on voulait.
Reste à prouver l’unicité à l’ordre près. Supposons I “ q

β1

1 ¨ ¨ ¨ qβm
m avec q1, . . . , qm maximaux

distincts et β1, . . . , βm P Ną0. Pour i P t1, . . . , nu, on a q
β1

1 ¨ ¨ ¨ qβm
m Ă pi : il existe j P t1, . . . ,mu

tel que pi “ qj . Cela implique tp1, . . . , pnu Ă tq1, . . . , qmu. En échangeant les deux factorisations,
on a l’inclusion inverse : on a tp1, . . . , pnu “ tq1, . . . , qmu, donc m “ n, et quitte à renuméroter,
pi “ qi pour tout i P t1, . . . , nu. Enfin, on a p

βi

i Api
“ IApi

“ pαi

i Api
, ce qui implique αi “ βi pour

tout i P t1, . . . , nu. �

Remarque 3.3.4. Une autre façon de formuler l’unicité est de dire que les idéaux p1, . . . , pn qui
apparaissent dans la factorisation sont précisément les idéaux maximaux qui contiennent I, et
que pour tout i P t1, . . . , nu, la multiplicité αi est la valuation de l’idéal IApi

dans l’anneau de
valuation Api

.

Exercice 3.3.5. Un anneau de Dedekind factoriel est principal 4.

Exemple 3.3.6. On reprend les notations de l’exemple 3.3.1. On a l’isomorphisme

ZrXs{pX2 ` 5qZrXs „ÑOK

X ÞÑ i
?
5

4. Soient A de Dedekind et factoriel, et p Ă A un idéal premier non nul. Soit a P pzt0u : comme A est factoriel,
on a a “ p1 ¨ ¨ ¨ pn avec p1, . . . , pn premiers. Comme a P p et p est premier, il existe i P t1, . . . , nu tel que pi P p,
de sorte que piA Ă p. Mais piA est premier non nul et A de Dedekind (donc de dimension 1), on a nécessairement
p “ piA. Comme tous les idéaux premiers non nuls sont principaux, il en est de même de tous les idéaux en vertu
du théorème 3.3.3, et A est principal.
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Il induit un isomorphisme F2rXs{p1 ` Xq2F2rXs „ÑOK{2OK : notons p l’idéal engendré par 2

et θ :“ 1 ` i
?
5 (c’est l’image par l’isomorphisme qui précède de l’idéal maximal p1 ` Xq de

F2rXs{p1 ` Xq2 F2rXs). L’isomorphisme induit est un isomorphisme OK{p „ÑF2, de sorte que p

est maximal. Par ailleurs, l’image de p2 dans OK{2OK est nulle : on a p2 Ă 2OK Ă p. Comme
2OK n’est pas premier, on a 2OK ‰ p, ce qui montre que 2OK “ p2.

Définition 3.3.7. Soient A un anneau intègre et K son corps des fractions.
(1) Un idéal fractionnaire est un sous-A-module I Ď K tel qu’il existe d P Azt0u avec

I Ď d´1A.
(2) Opérations sur les idéaux fractionnaires. Soient I, J Ď K des idéaux fractionnaires : il

existe d, δ P Azt0u tels que I Ď d´1A et J Ď δ´1A. On note I ` J (resp. IJ) le sous-A-
module de K engendré par IYJ (resp. les éléments de la forme a xy avec x P I et y P J).
Alors IJ Ď pdδq´1A et I XJ Ď I ` J Ď pdδq´1A de sorte que IJ , I X J et I ` J sont des
idéaux fractionnaires.

(3) Si I Ď K est un idéal fractionnaire, on pose

I´1 “ tx P K, xI Ď Au
c’est un sous-A-module de K. Si I ‰ t0u, alors I´1 est fractionnaire (si a P Izt0u, on a
aI´1 Ď A, de sorte que I´1 Ď a´1A).

(4) Un idéal fractionnaire non nul I Ď K est dit inversible si l’inclusion II´1 Ď A est une
égalité.

a. On a donc IJ “
!
x P K, pDn P Nq pDx1, . . . , xn P Iq pDy1, . . . , yn P Jq x “

nř
k“1

xkyk

)
.

Remarque 3.3.8. (1) Un idéal fractionnaire n’est autre qu’une partie de la forme d´1a où a Ď
A est un idéal de A et d P Azt0u. En particulier, tout idéal de A est un idéal fractionnaire. De
même, pour tout x P Kˆ, l’ensemble xA est un idéal fractionnaire. Un tel idéal fractionnaire
est dit principal. Un idéal fractionnaire principal est inversible, et pxAq´1 “ x´1A.

(2) Si I Ă J Ă K sont des idéaux fractionnaires, on a J´1 Ă I´1. En particulier, si I Ă A, on
a A Ă I´1.

(3) Si I, J Ă K sont des idéaux fractionnaires non nuls inversibles, il en est de même du produit
IJ , et pIJq´1 “ I´1J´1.

Corollaire 3.3.9. Dans un anneau de Dedekind, tout idéal fractionnaire non nul est inversible.

Démonstration. Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des fractions et I Ă K un idéal
fractionnaire non nul. Commençons par le cas où I Ă A est un idéal de A. Soit x P Izt0u Ă Azt0u.
D’après le théorème 3.3.3, il existe p1, . . . , pn maximaux dans A et α1, . . . , αn P Ną0 tels que
xA “ pα1

1 ¨ ¨ ¨ pαn
n . Comme xA Ă I, on a nécessairement I “ p

β1

1 ¨ ¨ ¨ pβn
n avec 0 ď βi ď αi pour tout

i P t1, . . . , nu. Posons alors J “ p
α1´β1

1 ¨ ¨ ¨ pαn´βn
n Ă A : on a IJ “ xA, et donc Ipx´1Jq “ A, ce

qui prouve de I est inversible et I´1 “ x´1J . Dans le cas général, on a I “ d´1a avec d P Azt0u
et a Ă A. D’après ce qui précède, l’idéal a est inversible : on a aa´1 “ A, donc Ipda´1q “ A, de
sorte que I est inversible, d’inverse da´1. �

Théorème 3.3.10. Soient A un anneau de Dedekind, PA l’ensemble de ses idéaux premiers
non nuls et K son corps des fractions. Si I Ď K est un idéal fractionnaire non nul, il existe une
unique famille

`
vppIq

˘
pPPA

P Z
pPAq telle que

I “
ź

pPPA

pvppIq

(le produit est fini vu qu’il n’y a qu’un nombre fini de vppIq non nuls).

Démonstration. Il existe un idéal a Ď A non nul et d P Azt0u tels que I “ d´1a. En appliquant
le théorème 3.3.3 aux idéaux a, dA Ď A, on en déduit l’existence de l’écriture. Pour l’unicité,
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supposons que ź

pPPA

pnp “
ź

pPPA

pmp

avec pnpqpPPA
, pmpqpPPA

P ZpPAq. On a alors
ś

pPPA

pnp´mp “ A, soit encore

ź

pPPA

np´mpě0

pnp´mp “
ź

pPPA

np´mpă0

p´np`mp Ď A

par unicité dans le théorème 3.3.3, cela implique np ´ mp “ 0 i.e. np “ mp pour tout p P PA

(notons que les ensembles tp P PA, np ´mp ě 0u et tp P PA, np ´mp ă 0u sont disjoints). �

Notation. Si A est un anneau intègre, on note FrpAq l’ensemble de ses idéaux fractionnaires non
nuls, et PrpAq l’ensemble de ses idéaux fractionnaires principaux non nuls. On a PrpAq Ď FrpAq.

Proposition 3.3.11. Soit A un anneau de Dedekind et PA l’ensemble de ses idéaux premiers
non nuls.

(1) Muni de la loi pI, Jq ÞÑ IJ , l’ensemble FrpAq est un groupe abélien d’élément unité l’idéal
A et d’inverse I ÞÑ I´1. En outre, l’application

fA : Z
pPAq Ñ FrpAq

pnpqpPPA
ÞÑ

ź

pPPA

pnp

est un isomorphisme de groupes, d’inverse I ÞÑ
`
vppIq

˘
pPPA

. En particulier, on a

vppIJq “ vppIq ` vppJq
vppI´1q “ ´vppIq

pour tout I, J P FrpAq et p P PA.
(2) Si I, J P FrpAq, on a I Ď J ô p@p P PAq vppIq ě vppJq. En particulier I est un idéal de

A si et seulement si vppIq ě 0 pour tout p P PA.

Démonstration. (1) Rappelons que d’après la définition 3.3.7, si I, J P FrpAq, alors IJ P FrpAq et
I´1 P FrpAq. La loi pI, Jq ÞÑ IJ est associative, commutative et admet A comme élément neutre.
Par ailleurs, tout élément est inversible d’après le corollaire 3.3.9 : FrpAq est un groupe abélien.
L’application fA est un morphisme de groupes, d’inverse I ÞÑ

`
vppIq

˘
pPPA

(théorème 3.3.10) :
c’est donc un isomorphisme.
(2) D’après le théorème 3.3.3, si I Ď A est un idéal, on a vppIq ě 0 pour tout p P PA. La réciproque
est évidente. Si I, J P FrpAq, on a donc I Ď J ô IJ´1 Ă A ô p@p P PAq vppIq ´ vppJq “
vppIJ´1q ě 0. �

Définition 3.3.12. Soit A un anneau de Dedekind. L’ensemble PrpAq est un sous-groupe de
FrpAq. On note

ClpAq “ FrpAq{PrpAq
le groupe quotient, qu’on appelle le groupe des classes d’idéaux de A.

Exemple 3.3.13. Soit A un anneau de Dedekind.
(1) L’anneau A est principal si et seulement si ClpAq “ t1u.
(2) Soit I un idéal fractionnaire. Alors la classe de I dans ClpAq est d’ordre fini si et seulement

s’il existe n P Ną0 tel que In soit principal.

3.4. Théorème chinois. Soit A un anneau.

Définition 3.4.1. Deux idéaux I, J Ă A sont dits premiers entre eux lorsque I ` J “ A. On
dit aussi que I est premier à J .
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Proposition 3.4.2. (1) Deux idéaux maximaux distincts sont premiers entre eux.
(2) Si I1, . . . , In sont premiers à J , alors I1 ¨ ¨ ¨ In est premier à J .
(3) Si I, J Ă A sont premiers entre eux et n,m P Ną0, alors In et Jm sont premiers entre

eux.

Démonstration. (1) On a I Ĺ I ` J Ă A, donc I ` J “ A.
(2) Comme Ik ` J “ A pour tout k P t1, . . . , nu, on a pI1 ` JqpI2 ` Jq ¨ ¨ ¨ pIn ` Jq “ A. Comme
pI1 ` JqpI2 ` Jq ¨ ¨ ¨ pIn ` Jq Ă I1 ¨ ¨ ¨ In ` J , on a bien I1 ¨ ¨ ¨ In ` J “ A.
(3) Appliqué à Ik “ I pour tout k P t1, . . . , nu, le point (2) implique que In et J sont premiers
entre eux. En remplaçant I par J et J par In, on en déduit de même que In et Jm sont premiers
entre eux. �

Théorème 3.4.3. (des restes chinois). Soient A un anneau et I1, . . . , In Ă A des idéaux deux
à deux premiers entre eux (i.e. tels que i ‰ j ñ Ii ` Ij “ A). Alors :

(1) I1 X I2 X ¨ ¨ ¨ X In “ I1I2 ¨ ¨ ¨ In ;
(2) l’homomorphisme canonique d’anneaux

A{I1I2 ¨ ¨ ¨ In Ñ
nź

k“1

A{Ik

est un isomorphisme.

Démonstration. D’après la proposition 3.4.2, il suffit de traiter le cas n “ 2 : soient I et J deux
idéaux premiers entre eux : il existe eI P I et eJ P J tels que eI ` eJ “ 1.
(1) On a toujours IJ Ă I X J . Soit a P I X J , on a a “ apeI ` eJq “ aeI ` aeJ . Comme a P J et
eI P I, on a aeI P IJ . De même aeJ P IJ , d’où a P IJ , ce qui prouve l’égalité.
(2) Considérons l’application naturelle ϕ : A Ñ pA{Iq ˆ pA{Jq. Si x, y P A, on a ϕpxeJ ` yeIq “
px ` I, y ` Jq, ce qui montre que ϕ est surjective. Comme Kerpϕq “ I X J “ IJ , elle induit donc
l’isomorphisme A{IJ „ÑpA{Iq ˆ pA{Jq. �

Définition 3.4.4. Un anneau est dit semi-local s’il n’a qu’un nombre fini d’idéaux maximaux.

Remarque 3.4.5. Bien entendu, un anneau local est semi-local.

Exercice 3.4.6. Soient A un anneau de Dedekind et I Ă A un idéal non nul. Alors A{I est est
semi-local 5.

Proposition 3.4.7. Soient A un anneau de Dedekind, p1, . . . , pn Ă A des idéaux maximaux et
I Ă A un idéal. Alors il existe a P A tel que p@i P t1, . . . , nuq IApi

“ aApi
. En particulier, un

anneau de Dedekind semi-local est principal.

Démonstration. C’est évident si A est un corps : supposons désormais que A n’est pas un corps.
On a I “ pα1

1 ¨ ¨ ¨ pαn
n J avec α1, . . . , αn P N et J premier à p1 ¨ ¨ ¨ pn (théorème 3.3.3). D’après le

lemme 3.2.2, pour tout i P t1, . . . , nu, l’anneau Api
est de valuation discrète : soit πi P pi tel que

piApi
“ πiApi

. On a alors IApi
“ παi

i Api
pour tout i P t1, . . . , nu. Comme p1, . . . , pn sont deux

à deux premiers entre eux, il en est de même de pα1`1
1 , . . . , pαn`1

n : d’après le théorème des restes
chinois (cf théorème 3.4.3), le morphisme naturel

A{pα1`1
1 ¨ ¨ ¨ pαn`1

n Ñ pA{pα1`1
1 q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ pA{pαn`1

n q
est un isomorphisme : il existe a P A tel que a ” παi

i mod pαi`1
i donc aApi

“ IApi
pour tout

i P t1, . . . , nu.
Si A est semi-local, on prend pour tp1, . . . , pnu l’ensemble des idéaux maximaux de A. D’après le
principe local-global (proposition 1.3.16), on a I “ aA. Comme A est intègre par définition, il est
principal. �

5. Soit I “ p
α1
1

¨ ¨ ¨ pαr
r la décompositon de I en produit d’idéaux premiers non nuls. D’après le théorème chinois,

on a A{I » Àr
i“1

A{pαi
i

. L’anneau A{pαi
i

est local, d’idéal maximal pi{pαi
i

: l’anneau A{I est semi-local
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Corollaire 3.4.8. Soient A un anneau de Dedekind, I Ă A un idéal non nul et a P Izt0u. Alors
il existe b P A tel que I “ aA ` bA.

Démonstration. Soient p1, . . . , pn Ă A les idéaux maximaux contenant a (lemme 3.3.2 (2)). D’après
la proposition 3.4.7, il existe b P A tel que p@i P t1, . . . , nuq IApi

“ bApi
. Posons J “ aA` bA Ă A.

Si p est un idéal maximal ne contenant pas a, on a aAp “ Ap : comme a P I et a P J , cela implique
IAp “ JAp “ Ap. Si i P t1, . . . , nu, on a aApi

Ă IApi
, donc IApi

“ bApi
Ă JApi

Ă IApi
, et donc

JApi
“ IApi

. Il résulte du principe local-global (proposition 1.3.16) que I “ J . �

3.5. Factorisation dans une extension, ramification. Soient A un anneau de Dedekind et
K “ FracpAq. Le but de cette section est de comprendre la décomposition de l’idéal engendré par
un idéal de A dans la clôture intégrale de A dans une extension finie séparable de K.

Notation. Si p est un idéal maximal de A, on pose kppq “ A{p. On l’appelle le corps résiduel
de A en p.

Définition 3.5.1. Soient A un anneau de Dedekind, et L{K une extension finie séparable de
corps. On note B la clôture intégrale de A dans L. D’après le corollaire 2.4.6 (1) et le théorème
3.1.4, B est une A-algèbre finie et un anneau de Dedekind.

(1) Si p Ă A et P Ă B sont des idéaux premiers non nuls, on dit que P divise p, ou que P

est au-dessus de p (et on note p | P) si P XA “ p.
(2) Comme B est de Dedekind, on a

pB “
ź

P|p
PeP

avec eP “ vPppBq P Ną0. L’entier eP s’appelle l’indice de ramification de p en P.
(3) Si P | p, le corps kpPq “ B{P est une extension finie de kppq “ A{p : on l’appelle

l’extension résiduelle en P. On pose fP “
“
kpPq : kppq

‰
. L’entier fP s’appelle le degré

résiduel de p en P.
(4) Si eP “ 1 et l’extension kpPq{kppq est séparable, on dit que p (ou même L{K) est non-

ramifié en P. On dit que p est ramifié en P dans le cas contraire. Si p est non-ramifié
en tous les idéaux premiers le divisant, on dit que p est non-ramifié, ou que L{K est
non ramifiée en p.

(5) Lorsqu’il n’y a qu’un seul idéal premier P au-dessus de p et que fP “ 1, on dit que L{K
est totalement ramifiée en p.

(6) Si l’idéal pB est premier dans B, on dit que p est inerte dans L{K. Si eP “ fP “ 1

pour tout P | p, on dit que p est totalement décomposé dans L{K.

Théorème 3.5.2. Sous les hypothèses de la définition 3.5.1, on a

dimkppqpB{pBq “ rL : Ks “
ÿ

P|p
ePfP

Démonstration. On suppose que A n’est pas un corps (sinon c’est trivial). On a les isomorphismes
A{p „ÑAp{pAp et B{pB „ÑS´1B{pS´1B (avec S “ Azp) : quitte à remplacer A par Ap (ce qui est
licite en vertu de la proposition 2.1.13), on peut supposer A de valuation discrète, d’idéal maximal
p (cf lemme 3.2.2). L’anneau A est alors principal : le A-module B est donc libre de rang rL : Ks
(cf corollaire 2.4.6 (2)). Il en résulte que dimkppqpB{pBq “ rL : Ks.

Pour P | p, les idéaux PeP sont deux à deux premiers entre eux. D’après le lemme chinois, on
a donc

B{pB “ B{
ź

P|p
PeP „Ñ

à

P|p
B{PeP

Considérons la filtration PeP Ĺ PeP´1 Ĺ ¨ ¨ ¨ Ĺ P2 Ĺ P Ĺ B. Comme BP est de valuation dis-
crète (lemme 3.2.2), on a les isomorphismes BP{PBP

„ÑPkBP{Pk`1BP
„ÐPk{Pk`1 (le premier

isomorphisme est induit par la multiplication par πkP, où πP est une uniformisante de BP). Il en
résulte que Pk{Pk`1 est un kpPq-espace vectoriel de dimension 1, donc un kppq-espace vectoriel
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de dimension fP. Ainsi,

dimkppqpB{PePq “
eP´1ÿ

k“0

dimkppqpPk{Pk`1q “ ePfP

et donc
dimkppqpB{pBq “

ÿ

P|p
dimkppqpB{PePq “

ÿ

P|p
ePfP

�

Lemme 3.5.3. (d’évitement des idéaux premiers). Soient R un anneau, p1, . . . , pn Ă R des

idéaux premiers et I Ă
nŤ
i“1

pi un idéal. Alors il existe i P t1, . . . , nu tel que I Ă pi.

Démonstration. Quitte à supprimer ceux des pi qui n’apportent rien à la réunion, on peut supposer
que p@i P t1, . . . , nuq pi Ć

Ť
j‰i

pj : soit alors ai P piz
Ť
j‰i

pj. Supposons en outre que pour tout

i P t1, . . . , nu, on a I Ć pi : soit xi P Izpi. Posons alors x “
nř
i“1

xi
ś
j‰i

aj P I. Si i P t1, . . . , nu, on a

ai P pi donc x ” xi
ś
j‰i

aj mod pi. Comme xi R pi et aj R pi pour j ‰ i, on a xi
ś
j‰i

aj R pi et donc

x R pi, de sorte que x P Iz
nŤ
i“1

pi : cela contredit l’hypothèse. �

Remarque 3.5.4. La terminologie provient de la contraposée.

Théorème 3.5.5. Sous les hypothèses du théorème 3.5.2, supposons en outre l’extension L{K
galoisienne. Le groupe GalpL{Kq agit transitivement sur l’ensemble des idéaux premiers divisant
p. Les entiers eP et fP ne dépendent que de p et pas de P : on les note ep et fp respectivement.
Si GalpL{KqP désigne le stabilisateur de P, alors GalpL{KqσpPq “ σ GalpL{KqPσ´1 pour tout
σ P GalpL{Kq : l’entier gp “

“
GalpL{Kq : GalpL{KqP

‰
ne dépend que de p et pas de P. On a

rL : Ks “ epfpgp.

Démonstration. Soient P et P1 deux idéaux premiers au-dessus de p tels que P1 ‰ σpPq pour
tout σ P GalpL{Kq. Comme les idéaux P1 et σpPq sont maximaux, on a donc P1 Ć σpPq pour
tout σ P GalpL{Kq. D’après le lemme d’évitement des idéaux premiers, il existe x P P1 tel que
x R σpPq pour tout σ P GalpL{Kq. Cela implique que y “ NL{Kpxq “ ś

σPGalpL{Kq
σpxq R P. Mais

cela contredit le fait que y P A X P1 “ p Ď P. L’action de GalpL{Kq sur l’ensemble des idéaux
premiers divisant p est donc transitive. Il en résulte que les entiers eP et fP ne dépendent que de
p et pas de P. Il en résulte que GalpL{KqσpPq “ σGalpL{KqPσ´1 pour tout σ P GalpL{Kq. En
outre, on a #tP P SpecpBq, P | pu “

“
GalpL{Kq : GalpL{KqP

‰
“ gp : on en déduit que

rL : Ks “
ÿ

P|p
ePfP “ #tP P SpecpBq, P | puepfp “ epfpgp

grâce à la proposition 3.5.2. �

Proposition 3.5.6. (le cas monogène). Sous les hypothèses du théorème 3.5.2, supposons
B “ Arθs. Soit F P ArXs le polynôme minimal de θ sur K. Pour p idéal maximal de A, la
factorisation de la réduction F de F dans kppqrXs s’écrit :

F pXq “
sź

i“1

fipXqri

avec f1, . . . , fs irréductibles deux à deux premiers entre eux. Alors la décomposition de pB est

pB “
sź

i“1

Pri
i

avec Pi “ pB ` FipθqB (où Fi P ArXs désigne un relèvement quelconque de fi). En outre, on
a B{Pi » kppqrXs{pfipXqq.
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Démonstration. Par hypothèse, on a l’isomorphisme

ArXs{pF pXqq „ÑB

X ÞÑ θ

Il induit les isomorphismes kppqrXs{pFpXqq „ÑB{pB et donc kppqrXs{pfipXqq „ÑB{Pi pour tout
i P t1, . . . , su. Cela prouve déjà que Pi est maximal dans B (car fi est irréductible dans kppqrXs),
divise p, et que fPi

“ rkpPiq : kppqs “ degpfiq.
Par ailleurs, si i ‰ j, on a kppqrXs “ fipXqkppqrXs ` fjpXqkppqrXs (car fi et fj sont premiers
entre eux), donc ArXs “ FipXqArXs ` FjpXqArXs ` prXs, ce qui implique Pi ` Pj “ B : les
idéaux P1, . . . ,Ps sont deux à deux premiers entre eux.

Réciproquement, soit P Ă B maximal tel que P | p. Comme F pXq ”
sś
i“1

FipXq mod prXs, on

a
sś
i“1

Fipθq P P : il existe i P t1, . . . , su tel que Fipθq P P, et donc Pi Ă P, i.e. Pi “ P par

maximalité de Pi. L’ensemble des idéaux maximaux de B qui divisent p est donc précisément
tP1, . . . ,Psu.
Il reste donc à voir que pour tout i P t1, . . . , su, l’indice de ramification ePi

vaut ri. D’après le
théorème des restes chinois, on a l’isomorphisme

B{pB » kppqrXs{pFpXqq „Ñ
sź

i“1

kppqrXs{pfipXqriq

Pour j ‰ i, on a Fjpθq R Pi d’après ce qui précède : le localisé du facteur kppqrXs{pfjpXqrj q en
Pi est nul. On a donc

BPi
{pBPi

» kppqrXs{pfipXqriq
ce qui implique

ePi
fPi

“ dimppBPi
{pBPi

q “ dimppkppqrXs{pfipXqriqq “ ri degpfiq “ rifPi

et donc ePi
“ ri. �

Théorème 3.5.7. Sous les hypothèses de la définition 3.5.1, supposons en outre que B est
un A-module libre a. Les idéaux premiers de A en lesquels l’extension L{K est ramifiée sont
précisément les diviseurs de l’idéal discriminant dB{A. En particulier, il y en a un nombre fini.

a. En fait, cette hypothèse est superflue, on peut définir l’idéal discriminant sans, et le théorème est encore
valide.

Démonstration. Soient px1, . . . , xdq une base de B sur A (donc dB{A “ Dpx1, . . . , xdqA) et p un
idéal premier non nul de A. L’extension L{K est non ramifiée en p si et seulement si B{pB »À
P|p

B{PeP est un produit d’extensions séparables de kppq. Comme dpB{pBq{kppq “ Dpx1, . . . , xdqA{p

(parce que x1, . . . , xd est une base de B{pB sur kppq), il suffit de montrer que B{pB » À
P|p

B{PeP

est un produit d’extensions séparables de kppq si et seulement si on a dpB{pBq{kppq ‰ t0u. Comme
on a dpB{pBq{kppq “

ś
P|p

dpB{PeP q{kppq, il s’agit donc de montrer que le morphisme kppq Ñ B{PeP

est une extension séparable de corps si et seulement si dpB{PeP q{kppq ‰ 0. L’implication résulte
de la proposition 2.2.19. Réciproquement, supposons dpB{PeP q{kppq ‰ 0. Supposons que eP ą 1,
de sorte qu’on peut supposer que la base px1, . . . , xdq a des éléments dont l’image dans B{PeP

appartient à P{PeP . Cela implique que dpB{PeP q{pA{pq “ 0, ce qui n’est pas : on a nécessairement
eP “ 1, de sorte que B{PeP “ kpPq est un corps, extension finie de kppq. Si cette extension était
non séparable, on aurait TrkpPq{kppq “ 0 (cf remarque 2.4.2), de sorte que dkpPq{kppq “ 0, ce qui
n’est pas, et kpPq{kppq est séparable. �

Exemples 3.5.8. (1) Soient d P Z zt0, 1u sans facteur carré et K “ Qp
?
dq. On a vu que

dK “
#
d si d ” 1 mod 4Z

4d si d ı 1 mod 4Z
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de sorte que les nombres premiers ramifiés dans K sont les diviseurs premiers de d, auxquels il
faut adjoindre 2 si d ı 1 mod 4Z.
(2) Si p est un nombre premier impair, ζ P C une racine primitive p-ième de l’unité et K “ Qpζq,
on a vu que OK “ Zrζs et donc dK “ p´1q p´1

2 pp´2. Il en résulte que p est l’unique nombre premier
ramifié dans K.
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4. Les théorèmes de finitude pour les corps de nombres

Dans tout ce qui suit, K désigne un corps de nombres.

Définition 4.0.1. Soit c la conjugaison complexe. On dit que σ P HomQ -algpK,Qq est un
plongement réel si c ˝ σ “ σ (i.e. si σpKq Ă R). Dans le cas contraire, on dit que σ est un
plongement imaginaire, et c ˝ σ s’appelle le plongement complexe conjugué. On note r1 le
nombre de plongements réels et r2 le nombre de paires de plongements complexes.

L’extension K{Q étant séparable, on a

#HomQ -algpK,Qq “ rK : Qs “ r1 ` 2r2

Remarque 4.0.2. Bien entendu, le couple pr1, r2q est invariant par isomorphisme de Q-extension.

Proposition 4.0.3. Soient α P K un élément primitif (i.e. tel que K “ Qpαq) et P P QrXs son
polynôme minimal sur Q. Alors P a r1 racines réelles et 2r2 racines complexes non réelles.

Démonstration. Les racines de P sont tσpαquσPHomQ -algpK,Qq et σpαq P R ô σpKq Ă R. �

Définition 4.0.4. On dit que K est totalement réel (resp. imaginaire) si r2 “ 0 (resp.
r1 “ 0).

Exemples 4.0.5. (1) Si d P Z zt0, 1u est sans facteur carré, alors Qp
?
dq est totalement réel (resp.

imaginaire) si d ą 0 (resp. d ă 0).
(2) Si n ě 3 et ζ P C est une racine n-ième primitive de l’unité, alors Qpζq est totalement
imaginaire.

Exercice 4.0.6. Si K{Q est galoisienne, alors K est soit totalement réel soit totalement imagi-
naire 6.

Proposition 4.0.7. Le signe de dK est p´1qr2 .

Démonstration. Il résulte de la proposition 2.2.12 que ce signe est celui de Dpα1, . . . , αnq où
tα1, . . . , αnu est n’importe quelle Q-base de K. Soient donc α un élément primitif de K, et
α1, . . . , αn les racines de son polynôme minimal P . D’après la proposition 4.0.3, on peut sup-
poser α1, . . . , αr1 P R, αr1`1, . . . , αr1`r2 R R et αr1`r2`k “ αr1`k pour 1 ď k ď r2. On a alors (cf
définition 2.3.1)

Dpα1, . . . , αnq “ discpP q “
ź

1ďiăjďn
pαi ´ αjq2 “ c2

r2ź

k“1

pαr1`k ´ αr1`kq2

où c P R
ˆ est le produit des facteurs suivants :

‚ αi ´ αj pour 1 ď i ă j ď r1 (rouge) ;
‚ pαi ´ αr1`jqpαi ´ αr1`jq pour 1 ď i ď r1 et 1 ď j ď r2 (bleu) ;
‚ pαr1`i ´ αr1`jqpαr1`i ´ αr1`jq et pαr1`i ´ αr1`jqpαr1`i ´ αr1`jq pour 1 ď i ă j ď r2 (vert

et jaune).
b

b

b

b
`

Comme αr1`k ´ αr1`k P iR pour tout k P t1, . . . , r2u, le signe de dK est p´1qr2 . �

6. Supposons K non totalement imaginaire : il existe un plongement réel σ0 : K Ñ R. Les autres plongements
sont alors de la forme σ0 ˝ g avec g P GalpK{Qq : ils sont réels, et K est totalement réel.
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4.1. Finitude du groupe des classes.

Définition 4.1.1. Le groupe de classes de K est le groupe ClpOKq (cf définition 3.3.12. On
le note a ClpKq.

a. C’est un petit abus de notation.

Théorème 4.1.2. Le groupe ClpKq est fini.

Notation. On pose hK “ #ClpKq.
Remarque 4.1.3. (1) Bien sûr, l’anneau OK est principal si et seulement si hK “ 1. En général,
il est très difficile de calculer hK et ClpKq, même pour les extensions quadratiques.
(2) Le groupe des classes d’un anneau de Dedekind n’est pas fini en général. Cela dit, il l’est pour
les anneaux finis sur FprXs (cas des corps de fonctions).

Exemple 4.1.4. Si d P Ną0 est sans facteur carré et K “ Qp
?

´dq, alors

hK “ 1 ô d P t1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163u
hK “ 2 ô d P t5, 6, 10, 13, 15, 22, 35, 37, 51, 58, 91, 115, 123, 187, 235, 267, 403, 427u

En outre, lim
dÑ8

hK “ `8. Par contre, on conjecture que h
Qp

?
dq “ 1 pour une infinité de d.

4.1.5. Norme relative. Soient A un anneau de Dedekind, K “ FracpAq et L une extension finie
séparable de K. On note B la clôture intégrale de A dans L. On sait que B est un anneau
de Dedekind de corps des fractions L, on dispose des théorèmes 3.3.10 (factorisation des idéaux
fractionnaires) et 3.5.2 (sur la ramification).
Si I Ă K est un idéal fractionnaire non nul, alors IB est un idéal fractionnaire non nul : cela
fournit un morphisme de groupes FrpAq Ñ FrpBq. Si I “ xA est principal, il en est de même de
IB “ xB : le morphisme passe au quotient. On en déduit un morphisme de groupes

iB{A : ClpAq Ñ ClpBq
Construisons un morphisme dans l’autre sens. Rappelons qu’on note PA (resp. PB) l’ensemble
des idéaux premiers non nuls de A (resp. B). Si P P PB, on a p :“ P X A P PA, et on dispose
du degré résiduel fP :“ rkpPq : kppqs. Posons alors

NB{ApPq “ pfP

Comme les valuations induisent des isomorphismes de groupes FrpAq „ÑZ
pPAq et FrpBq „ÑZ

pPBq

(proposition 3.3.11), cela définit donc un unique morphisme de groupes

NB{A : FrpBq Ñ FrpAq

Proposition 4.1.6. (1) (Transitivité) Soient M{L une extension finie séparable et C la clô-
ture intégrale de A dans M (ou de B, c’est la même chose). Alors on a NB{ApNC{BpJqq “
NC{ApJq pour tout idéal fractionnaire non nul J Ă M .

(2) Si I Ă K est un idéal fractionnaire non nul, on a NB{ApiB{ApIqq “ In (où n “ rL{Ks).
(3) Si x P Lˆ, on a NB{ApxBq “ NL{KpxqA.

Démonstration. (1) On peut supposer J maximal. On pose P “ BX J et p “ AX J “ AXP. On
dispose des extensions kpJq{kpPq et kpPq{kppq, donc rkpJq : kpPqsrkpPq : kppqs “ rkpJq : kppqs.
Comme NC{BpJq “ PrkpJq:kpPqs et NB{ApPq “ prkPq:kppqs, on en déduit

NB{ApNC{BpJqq “ NB{ApPrkpJq:kpPqsq “ NB{ApPqrkpJq:kpPqs

“ prkpPq:kppqsrkpJq:kpPqs “ prkpJq:kppqs “ NC{ApJq
(2) On peut supposer I “ p maximal : on a iB{ApIq “ pB “ ś

P|p
PeP donc

NB{ApiB{ApIqq “
ź

P|p
NB{ApPqeP “ p

ř
P|p

ePfP

“ In
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en vertu du théorème 3.5.2.
(3) Commençons par traiter le cas où L{K est galoisienne, de groupe de Galois Γ. Montrons
qu’alors, on a iB{ApNB{ApJqq “ NB{ApJqB “

ś
γPΓ

γpJq pour tout idéal fractionnaire non nul

J Ă L. Comme plus haut, on peut supposer J “ P premier non nul. Posons p “ AXP : d’après le
théorème 3.5.5, le groupe Γ agit transitivement sur l’ensemble des idéaux premiers divisant p, et les
entiers eP et fP ne dépendent que de p et pas de P (on les note ep et fp respectivement). Notons
ΓP le stabilisateur de P : on a #Γ “ rL : Ks “ epfpgp avec gp “

“
Γ : ΓP

‰
, donc #ΓP “ epfp. En

outre, on a pB “
ś

γPΓ{ΓP

γpPqep , ce qui implique

NB{ApJqB “ pfpB “
ź

γPΓ{ΓP

γpPqepfp “
ź

γPΓ{ΓP

γpPq#ΓP “
ź

γPΓ
γpPq

ce qu’on voulait. Appliquée à J “ xB pour x P Lˆ, la formule qu’on vient d’obtenir s’écrit
NB{ApxBqB “ ś

γPΓ
γpxqB “ NL{KpxqB. Cela implique que les valuations des idéaux fractionnaires

NB{ApxBq et NL{KpxqA sont les mêmes en tout idéal premier non nul de A : ils sont égaux.

Passons au cas général : soient M une clôture galoisienne de L{K et C la clôture intégrale de A
dans M . Les extensions M{L et M{K sont galoisiennes : d’après ce qui précède, pour x P L on a

NM{KpxqA “ NC{ApxCq “ NB{ApNC{BpxCqq “ NB{ApNM{LpxqBq “ NB{ApxdBq “ NB{ApxBqd

(où d “ rM : Ls). Par ailleurs, on a NM{Kpxq “ NL{KpNM{Lpxqq “ NL{Kpxdq “ NL{Kpxqd en
vertu de la proposition 2.2.8. On a donc NL{KpxqdA “ NB{ApxBqd, ce qui implique NL{KpxqA “
NB{ApxBq (en regardant les valuations p-adiques). �

Corollaire 4.1.7. Le morphisme NB{A : FrpBq Ñ FrpAq induit un morphisme

NB{A : ClpBq Ñ ClpAq

Démonstration. Cela résulte de la proposition 4.1.6 (3), qui implique que NB{ApPrpBqq Ă PrpAq.
�

Remarque 4.1.8. (1) D’après la proposition 4.1.6 (2), le morphisme iB{A : FrpAq Ñ FrpBq est
injectif. Le morphisme induit iB{A : ClpAq Ñ ClpBq n’est pas injectif en général (des idéaux non
principaux peuvent le devenir dans une extension). De même, l’application NB{A n’est pas injective
en général.
(2) Si S Ă A est une partie multiplicative, et J Ă L un idéal fractionnaire non nul, on a
NS´1B{S´1ApS´1Jq “ S´1 NB{ApJq.
4.1.9. Norme absolue. Désormais, K désigne un corps de nombres. Si I Ă OK est un idéal non
nul, alors NOK{ ZpIq est un idéal de Z : il est de la forme NpIqZ avec NpIq P Zą0.

Définition 4.1.10. L’entier NpIq s’appelle le norme absolue de l’idéal I.

Remarque 4.1.11. Il résulte de la définition que NpIJq “ NpIqNpJq pour tout I, J Ă OK des
idéaux non nuls. Par ailleurs, la proposition 4.1.6 (3) implique que NpxOKq “

ˇ̌
NK{ Qpxq

ˇ̌
pour

tout x P OKzt0u.
Exemple 4.1.12. Si p Ă OK est premier non nul, p X Z “ pZ (i.e. p divise p), on a Nppq “ pfp .

Lemme 4.1.13. Soient A un anneau de valuation discrète et m son idéal maximal. Supposons
A{m fini, de cardinal q. Alors #pA{mnq “ qn pour tout n P Ną0.

Démonstration. Considérons le morphisme surjectif A{mn`1 Ñ A{mn : son noyau est mn{mn`1, et
on a #pA{mn`1q “ #pA{mnq#pmn{mn`1q. Si π est une uniformisante de A, la multiplication par
πn induit un isomorphisme A{m „Ñmn{mn`1 : on a donc #pA{mn`1q “ q#pA{mnq, et on conclut
par récurrence. �

Proposition 4.1.14. Pour tout idéal non nul I Ă OK , on a NpIq “ #pOK{Iq.
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Démonstration. Soit I “
nś
i“1

pαi

i la factorisation de I en produit d’idéaux premiers non nuls.

D’après le théorème des restes chinois (cf théorème 3.4.3), on a OK{I »
nÀ
i“1

OK{pαi

i , de sorte que

#pOK{Iq “
nś
i“1

#
`
OK{pαi

i

˘
. Mais d’après le lemme 4.1.13, on a

#
`
OK{pαi

i

˘
“ #

`
OK,pi

{pαi

i OK,pi

˘
“
`
#kppiq

˘αi

Si pi XZ “ pi Z, le corps kppiq est une extension de degré fpi
de Fpi : on a #kppiq “ p

fpi

i “ Nppiq
pour tout i P t1, . . . , nu, d’où #pOK{Iq “

nś
i“1

Nppiqαi “ NpIq. �

Lemme 4.1.15. Pour tout c P Rą0, il n’y a qu’un nombre fini d’idéaux non nuls I Ď OK tels que
NpIq ď c.

Démonstration. Il suffit de montrer que pour tout N P Ną0, il n’y a qu’un nombre fini d’idéaux
non nuls I Ă OK tels que NpIq “ N : soit I un tel idéal. D’après la proposition 4.1.14, on
a #pOK{Iq “ N , donc N “ 0 dans le groupe OK{I, i.e. N P I. L’ensemble des idéaux de
OK contenant NOK est en bijection avec l’ensemble des idéaux de l’anneau quotient OK{NOK .
Comme ce dernier est fini (de cardinal Nn d’après la proposition 4.1.14), il n’a qu’un nombre fini
d’idéaux. �

4.1.16. Preuve du théorème 4.1.2.

Définition 4.1.17. On note σ1, . . . , σr1 les plongements réels, et on choisit σr1`1, . . . , σr1`r2
des plongements imaginaires deux à deux non conjugués (i.e. tels que σi ‰ c ˝ σj pour i, j P
tr1 ` 1, . . . , r1 ` r2u tels que i ‰ j). On a alors

HomQ -algpK,Qq “
 
σ1, . . . , σr1 , σr1`1, . . . , σr1`r2 , c ˝ σr1`1, . . . , c ˝ σr1`r2

(

On note alors σ : K Ñ Rn le composé des applications

K Ñ R
r1 ˆC

r2

x ÞÑ
`
σ1pxq, . . . , σr1pxq, σr1`1pxq, . . . , σr1`r2pxq

˘

et R
r1 ˆC

r2 „ÑR
n

px1, . . . , xr1 , zr1`1, . . . , zr1`r2q ÞÑ
`
x1, . . . , xr1 ,

ℜpzr1`1q, . . . ,ℜpzr1`r2q,
ℑpzr1`1q, . . . ,ℑpzr1`r2q

˘

qu’on appelle plongement canonique. C’est un morphisme Q-linéaire injectif.

Lemme 4.1.18. Soit M Ă K un sous-groupe de type fini. Alors σpMq est un sous-groupe discret
de Rn.

Démonstration. Soit I le sous-OK-module de K engendré par M . Comme M est engendré par un
nombre fini d’éléments, il en est de même de I : c’est un idéal fractionnaire. Il existe donc a P Ną0

tel que M Ď I Ď a´1OK . On a alors σpMq Ď a´1σpOKq : il suffit de voir que σpOKq est discret.
Soient ρ P Rą0 et Bρ “

 
x P Rn, }x} ď ρ

(
la boule fermée de centre 0 et de rayon ρ. Si x P OK est

tel que σpxq P Bρ, alors |σipxq| ď ρ pour i P t1, . . . , r1u et |ℜpσipxqq| , |ℑpσipxqq| ď ρ i.e. |σipxq| ď?
2ρ pour i P tr1 ` 1, . . . , nu. Pour k P t1, . . . , nu, notons ak le k-ième polynôme symétrique en

σ1pxq, . . . , σnpxq. Comme x P OK , on a ak P Z. Par ailleurs, on a |ak| ď
`
n
k

˘
p
?
2ρqk ď 23n{2ρk : si

ρ ă 1

p2
?
2qn , on a |ak| ă 1 et donc ak “ 0 pour tout k P t1, . . . , nu. Comme xn ´ a1x

n´1 ` ¨ ¨ ¨ `
p´1qnan “ 0, on a x “ 0, de sorte que σpOKq XB 1

p2
?

2qn
“ t0u. Cela implique que 0 est isolé dans

σpOKq. Comme c’est un sous-groupe de R
n, tous les points de σpOKq sont isolés, et σpOKq est

discret. �

Dans ce qui suit, µ désigne la mesure de Lebesgue de Rn.
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Lemme 4.1.19. Soit M Ă K un sous-groupe libre de rang n. Alors σpMq est un réseau de Rn,
de volume

µpσpMqq “ 2´r2
ˇ̌
det

`
rσipxjqs1ďi,jďn

˘ˇ̌

pour toute base px1, . . . , xnq de M sur Z.

Démonstration. L’application σ est un morphisme injectif de groupes : comme M est un Z-module
libre de rang n, il en est de même de σpMq. D’après le lemme 4.1.18, c’est un sous-groupe discret
de Rn : c’est donc un réseau en vertu de la proposition 1.6.3. La famille pσpx1q, . . . , σpxnqq est une
base du réseau σpMq. On a donc µpσpMqq “ |δ| avec δ “ det

`
σpx1q, . . . , σpxnq

˘
. Or on a

δ “

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

σ1px1q ¨ ¨ ¨ σ1pxnq
...

...
σr1px1q ¨ ¨ ¨ σr1pxnq

ℜpσr1`1px1qq ¨ ¨ ¨ ℜpσr1`1px1qq
...

...
ℜpσr1`r2px1qq ¨ ¨ ¨ ℜpσr1`r2pxnqq
ℑpσr1`1px1qq ¨ ¨ ¨ ℑpσr1`1pxnqq

...
...

ℑpσr1`r2px1qq ¨ ¨ ¨ ℑpσr1`r2pxnqq

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

σ1px1q ¨ ¨ ¨ σ1pxnq
...

...
σr1px1q ¨ ¨ ¨ σr1pxnq
σr1`1px1q ¨ ¨ ¨ σr1`1px1q

...
...

σr1`r2px1q ¨ ¨ ¨ σr1`r2pxnq
ℑpσr1`1px1qq ¨ ¨ ¨ ℑpσr1`1pxnqq

...
...

ℑpσr1`r2px1qq ¨ ¨ ¨ ℑpσr1`r2pxnqq

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 1

p´2iqr2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

σ1px1q ¨ ¨ ¨ σ1pxnq
...

...
σr1`r2px1q ¨ ¨ ¨ σr1`r2pxnq
cpσr1`1px1qq ¨ ¨ ¨ cpσr1`1pxnqq

...
...

cpσr1`r2px1qq ¨ ¨ ¨ cpσr1`r2pxnqq

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

car ℑpσipxjqq “ σipxjq´cpσipxjqq
2i

. On a donc δ “ p´2iq´r2 det
`
rσipxjqs1ďi,jďn

˘
. �

Rappelons que dK désigne le discriminant absolu de K (cf définition 2.5.2).

Proposition 4.1.20. Soit I Ă OK un idéal non nul. Alors σpIq est un réseau de Rn, de volume

µpσpIqq “ 2´r2
a

|dK |NpIq
(en particulier, σpOKq est un réseau de R

n de volume µpσpOKqq “ 2´r2
a

|dK |).

Démonstration. Le sous-groupe I Ă OK est d’indice fini égal à NpIq. D’après le théorème de la
base adaptée (théorème 1.5.9), il existe une base pe1, . . . , enq de OK et a1 | a2 | ¨ ¨ ¨ | an P Ną0

tels que pa1e1, . . . , anenq soit une base de I sur Z (en particulier, I est libre de rang n). D’après
le lemme 4.1.19 appliqué au sous-groupe M “ I de OK , le sous-groupe σpIq est un réseau de Rn,
tel que µpσpIqq “ 2´r2 |δ| avec

δ “ det
`
rσipajejqs1ďi,jďn

˘
“ det

`
rσipejqs1ďi,jďn

˘ nź

j“1

aj .

On conclut en observant que dK “ Dpe1, . . . , enq “ det
`
rσipejqs1ďi,jďn

˘2
et NpIq “

nś
j“1

aj . �

Lemme 4.1.21. Pour a, b P N et ρ P Rą0, posons

Ba,bpρq “
#

px1, . . . , xa, z1, . . . , zbq P Ra ˆCb,

aÿ

i“1

|xi| ` 2

bÿ

j“1

|zj | ď ρ

+

Le volume de Ba,bpρq est 2a
`
π
2

˘b ρN
N !

avec N “ a` 2b.



50 Théorie des nombres, master 1
ère année

Démonstration. Notons va,bpρq le volume de Ba,bpρq. On procède par récurrence sur pa, bq. On a
déjà v1,0pρq “

şρ
´ρ dx1 “ 2ρ et v0,1pρq “

ş
|x`iy|ďρ{2 dxdy “ πpρ{2q2. Supposons a P Ną0 et

va´1,bpρq “ 2a´1
`
π
2

˘b ρN´1

pN´1q! . On a

va,bpρq “
ż ρ

´ρ
va´1,bpρ ´ |xa|qdxa “ 2

ż ρ

0

va´1,bpρ ´ xaqdxa

“ 2

ż ρ

0

2a´1
´π
2

¯b pρ ´ xaqN´1

pN ´ 1q! dxa “ 2a
´π
2

¯b „
´ pρ´ xaqN

N !

xa“ρ

xa“0

“ 2a
´π
2

¯b ρN
N !

De même, supposons b ą 0 et va,b´1pρq “ 2a
`
π
2

˘b´1 ρN´2

pN´2q! . En posant zb “ x` iy “ reiθ , on a

va,bpρq “
ż

|x`iy|ďρ{2
va,b´1pρ´ 2 |x` iy|qdxdy “

ż 2π

0

ż ρ{2

0

va,b´1pρ´ 2rqr dr dθ

“ 2π

ż ρ{2

0

2a
´π
2

¯b´1 pρ ´ 2rqN´2

pN ´ 2q! r dr

“ 2a`2
´π
2

¯b
˜„

´ pρ´ 2rqN´1

2pN ´ 1q! r

r“ρ{2

r“0loooooooooooooomoooooooooooooon
0

`
ż ρ{2

0

pρ ´ 2rqN´1

2pN ´ 1q! dr

¸

“ 2a`2
´π
2

¯b „
´ pρ´ 2rqN

4N !

r“ρ{2

r“0

“ 2a
´π
2

¯b ρN
N !

�

Définition 4.1.22. La constante de Minkowski de K est

CK “
´ 4

π

¯r2 n!
nn

P Rą0

Lemme 4.1.23. Soit I Ă OK un idéal non nul. Alors il existe x P Izt0u tel que
ˇ̌
NK{Qpxq

ˇ̌
ď CK

a
|dK |NpIq

Démonstration. L’ensemble Br1,r2pρq Ă Rr1 ˆCr2 » Rn est compact (car fermé et borné), mesu-
rable, convexe et symétrique par rapport à 0. D’après le lemme 4.1.21, son volume est

µpBr1,r2pρqq “ 2r1
´π
2

¯r2 ρn
n!

“ 2r1`r2

CK

ρn

nn

Choisissons ρ P Rą0 tel que ρn

nn “ 2r2CKµpσpIqq, de sorte que µpBr1,r2pρqq “ 2nµpσpIqq : d’après
le corollaire 1.6.8, σpIq X

`
Br1,r2pρqzt0u

˘
‰ ∅ : il existe x P Izt0u tel que σpxq P Br1,r2pρq. On a

alors

ˇ̌
NK{ Qpxq

ˇ̌
“

nź

k“1

|σkpxq| “
˜

r1ź

i“1

|σipxq|
¸˜

r1`r2ź

j“r1`1

|σjpxq|2
¸

ď
˜
1

n

r1ÿ

i“1

|σipxq| ` 2

n

r1`r2ÿ

j“r1`1

|σjpxq|
¸n

ď ρn

nn
“ 2r2CKµpσpIqq

(la première inégalité résultant du fait que la moyenne géométrique est majorée par la moyenne
arithmétique). Mais d’après la proposition 4.1.20, on a µpσpIqq “ 2´r2

a
|dK |NpIq, de sorte queˇ̌

NK{Qpxq
ˇ̌

ď CK
a

|dK |NpIq, ce qu’on voulait. �

Théorème 4.1.24. Toute classe du groupe ClpKq contient un représentant I Ď OK tel que

NpIq ď CK
a

|dK |

Démonstration. Soit J un représentant de la classe considérée. Quitte à multiplier J par un élément
de Kˆ convenable (ce qui ne change pas la classe), on peut supposer que J´1 Ď OK . D’après le
lemme 4.1.23, il existe x P J´1zt0u tel que

ˇ̌
NK{ Qpxq

ˇ̌
ď CK

a
|dK |NpJ´1q. Posons I “ xJ :
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c’est un idéal de OK , dans la même classe que J . On a IJ´1 “ xOK , donc NpIqNpJ´1q “
NpxOKq “

ˇ̌
NK{ Qpxq

ˇ̌
ď CK

a
|dK |NpJ´1q d’où NpIq ď CK

a
|dK |. Remarque : avec les notations

qui précèdent, on a OK Ă J , de sorte que NpJq n’est pas défini. �

Démonstration du théorème 4.1.2. En vertu du théorème 4.1.24, toute classe du groupe ClpKq
contient un représentant I Ă OK de norme inférieure à CK

a
|dK |. Mais d’après le lemme 4.1.15,

il n’y a qu’un nombre fini de tels idéaux : le groupe ClpKq est fini. �

Remarque 4.1.25. Il résulte des théorèmes 3.3.3 et 4.1.24 que le groupe ClpKq est engendré par
les classes des idéaux premiers non nuls p Ă OK tels que Nppq “ pf ď CK

a
|dK |, où p X Z “ pZ

et kppq » Fpf .

Corollaire 4.1.26. (1) On a |dK | ě πn

4
avec n “ rK : Qs.

(2) Si K{Q est non ramifiée, on a K “ Q.

Démonstration. (1) On peut supposer n ě 2. Le théorème 4.1.24 appliqué à la classe de OK

implique que 1 ď CK
a

|dK |, donc |dK | ě 1
C2

K

“
`
π
4

˘2r2 n2n

n!2
ě

`
π
4

˘n n2n

n!2
“: an. On a an`1

an
“

π
4

`
1 ` 1

n

˘2n
. Comme

`
1 ` 1

n

˘n ě 2, on a an`1

an
ě π, si bien que an ě a2π

n´2 “ πn

4
.

(2) Si K{Q est non ramifiée, on a |dK | “ 1 (cf théorème 3.5.7), donc πn ď 4 d’après (1), ce qui
implique n “ 1 i.e. K “ Q. �

Corollaire 4.1.27. (Libération des idéaux) Si K est un corps de nombres et I Ă OK un idéal,
il existe un corps de nombres L Ą K tel que IOL soit principal.

Démonstration. C’est trivial si I “ t0u : supposons désormais I ‰ t0u. Comme ClpKq est fini,
l’image rIs de I dans ClpKq est d’ordre fini, disons r : il existe α P OK tel que Ih “ αOK . Soient
alors β P Q tel que βh “ α et L “ Kpβq. On a β P OL, et pIOLqh “ αOL “ pβOLqh : comme OL

est un anneau de Dedekind, cela implique que IOL “ βOL est principal. �

Remarque 4.1.28. Soit Z Ă Q l’anneau des entiers algébriques, i.e. la clôture intégrale de Z

dans C. C’est un anneau non noethérien, mais le corollaire qui précède montre que tout idéal
de type fini I de Z est principal. En effet, soit x1, . . . , xr P Z un système de générateurs de I.
Posons K “ Qpx1, . . . , xrq : c’est un corps de nombres. Si I0 désigne l’idéal de OK engendré par
x1, . . . , xr, on a I “ I0Z. D’après le corollaire 4.1.27, il existe un corps de nombres L Ą K et
α P OL tels que I0OL “ αOL : on a IZ “ I0Z “ αZ.

Exemples 4.1.29. (1) Soit K “ Qp
?

´163q. Comme ´163 ” 1 mod 4Z, on a OK “ Zrαs avec
α “ 1`

?
´163
2

et dK “ ´163. D’après la remarque 4.1.25, le groupe ClpKq est engendré par les

idéaux premiers p Ă OK au-dessus de p tel que Nppq “ pfp ď CK
a

|dK | “ 2
?
163
π

ă 9. On a donc
p P t2, 3, 5, 7u. Le polynôme minimal de α sur Q est P pXq “ X2 ` X ` 41. Ce dernier n’a pas
de racine dans Fp et donc p “ pOK est principal donc d’image triviale dans ClpKq pour tout
p P t2, 3, 5, 7u. Il en résulte que hK “ 1, i.e. OK est principal.
(2) Soit K “ Qp

?
´5q. Comme ´5 ” 3 mod 4Z, on a OK “ Zrαs avec α “

?
´5 et dK “ ´20.

Le groupe ClpKq est engendré par les idéaux premiers p Ă OK au-dessus de p tel que Nppq “ pfp ď
CK

a
|dK | “ 4

?
5

π
ă 3. On a donc p “ 2. Comme OK{2OK » ZrXs{p2, X2 ` 5q » F2rXs{pX` 1q2,

on a 2 “ p22 avec p2 “ p2, α`1q, donc Npp2q “ 2. Ainsi, ClpKq est engendré par la classe de p2, qui
est d’ordre 1 ou 2. Si cette classe était triviale, l’idéal p2 serait principal, engendré par un élément
x “ a ` bα P OK , avec a, b P Z. On aurait

ˇ̌
NK{Qpxq

ˇ̌
“ Npp2q “ 2, i.e. a2 ` 5b2 “ 2, donc b “ 0

et a2 “ 2, ce qui est impossible : l’idéal p2 n’est pas principal, et hK “ 2.

4.2. Le théorème des unités.

Proposition 4.2.1. Soient K un corps de nombres et x P OK . Alors x P O
ˆ
K si et seulement si

NK{ Qpxq P t˘1u.

Démonstration. Cela résulte du corollaire 2.2.6, et du fait que Zˆ “ t˘1u. �
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Théorème 4.2.2. Le groupe des unités O
ˆ
K est un Z-module de type fini. Ses éléments de

torsion sont les racines de l’unité dans K, et son rang est égal à r1 ` r2 ´ 1.

Exemple 4.2.3. Soit d P Zą0 sans facteur carré et K le corps quadratique imaginaire Qp
?

´dq.
Alors r1 “ 0 et r2 “ 1, de sorte que O

ˆ
K est un groupe fini et cyclique. Plus précisément, on voit

facilement que

O
ˆ
K “

$
’&
’%

t˘1,˘iu “ µ4 si d “ 1

t˘1,˘j,˘j2u “ µ6 si d “ 3

t˘1u sinon

En effet, si d ” 1, 2 mod 4Z et d ą 1, on a OK “ Zr
?

´ds, et NL{Kpa ` b
?

´dq “ a2 ` db2 “
1 ô pa, bq P tp˘1, 0qu. Si d ” 3 mod 4Z et d ą 3, on a OK “ Zrαs avec α “ 1`

?
´d

2
, et

NL{Kpa` bαq “ a2 ` ab` 1`d
4
b2 “

`
a` b

2

˘2 ` d
4
b2 “ 1 ô pa, bq P tp˘1, 0qu.

Remarque 4.2.4. Il est en général très difficile de trouver des générateurs du groupe O
ˆ
K .

Définition 4.2.5. Les notations étant les mêmes que celles de la définition 4.1.17, on pose

ℓ : Kˆ Ñ R
r1`r2

x ÞÑ
`
lnp|σ1pxq|q, . . . , lnp|σr1`r2pxq|q

˘

C’est un morphisme de groupes qu’on appelle le plongement logarithmique.

Lemme 4.2.6. Soit B Ă R
r1`r2 une partie compacte. Alors O

ˆ
K X ℓ´1pBq est fini.

Démonstration. Il existe C P Rą0 tel que B Ď r´C,Csr1`r2 . Soit x P O
ˆ
K X ℓ´1pBq : on a

e´C ď |σipxq| ď eC pour tout i P t1, . . . , nu (en posant σi “ c ˝ σi´r2 si r1 ` r2 ` 1 ď i ď n).
En particulier, si ak désigne le k-ième polynôme symétrique élémentaire en σ1pxq, . . . , σnpxq, on a
|ak| ď

`
n
k

˘
ekC : les coefficients de Px,Q sont bornés. Comme x est entier sur Z, on a Px,Q P ZrXs :

il y a un nombre fini de Px,Q possibles et donc un nombre fini de x possibles. �

Lemme 4.2.7. Soient

ψ : Rr1`r2 Ñ R

pt1, . . . , tr1`r2q ÞÑ
r1ÿ

i“1

ti ` 2

r1`r2ÿ

j“r1`1

tj

et H “ Kerpψq. Alors le groupe Ker
`
ℓ|Oˆ

K

˘
est cyclique, et ℓpOˆ

Kq est un sous-groupe discret de H .

Démonstration. D’après le lemme 4.2.6 appliqué à B “ t0u, le sous-groupe Ker
`
ℓ|Oˆ

K

˘
“ O

ˆ
K X

ℓ´1pt0uq est fini. Soit N son ordre : comme xN “ 1 pour tout x P Ker
`
ℓ|Oˆ

K

˘
, on a Ker

`
ℓ|Oˆ

K

˘
Ă

µN pKq. Mais comme #µN pKq ď N , on a nécessairement Ker
`
ℓ|Oˆ

K

˘
“ µN pKq, et c’est un groupe

cyclique.
Comme |σjpxq| “ |c ˝ σjpxq| pour tout x P K et tout i P t1, . . . , nu, on a

lnp
ˇ̌
NK{Qpxq

ˇ̌
q “

r1ÿ

i“1

lnp|σipxq|q ` 2

r1`r2ÿ

j“r1`1

lnp|σjpxq|q “ ψpℓpxqq

D’après la proposition 4.2.1, pour x P OK , on a x P O
ˆ
K ô NK{ Qpxq P t˘1u. On a donc

x P O
ˆ
K ñ

ˇ̌
NK{Qpxq

ˇ̌
“ 1 ñ ψpℓpxqq “ lnp

ˇ̌
NK{ Qpxq

ˇ̌
q “ 0

et donc ℓpxq P H . Reste à voir que le sous-groupe ℓpOˆ
Kq est discret dans H : cela résulte du lemme

4.2.6. �

Démonstration du théorème 4.2.2. La première partie du théorème résulte du lemme 4.2.7. Comme
ℓ induit un isomorphisme O

ˆ
K{

`
O

ˆ
K

˘
tors

„Ñ ℓpOˆ
Kq, il s’agit de voir que ℓpOˆ

Kq » Zr1`r2´1. Comme

ℓpOˆ
Kq est un sous-groupe discret de H “ Kerpψq » R

r1`r2´1, on sait déjà que ℓpOˆ
Kq » Z

r avec
r ď r1 ` r2 ´1 (proposition 1.6.3). Pour conclure, il s’agit donc de prouver que r “ r1 ` r2 ´1, i.e.
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que ℓpOˆ
Kq est un réseau de H . Il suffit pour cela de montrer que p@f P H_zt0uq fpℓpOˆ

Kqq ‰ t0u.
Comme

H Ñ R
r1`r2´1

pt1, . . . , tr1`r2q ÞÑ pt1, . . . , tr1`r2´1q

est un isomorphisme, on peut écrire

fpt1, . . . , tr1`r2q “
r1`r2´1ÿ

i“1

citi

avec c1, . . . , cr1`r2´1 P R non tous nuls.

Interlude : construction d’éléments de OK . Fixons α ě
`
2
π

˘r2a|dK | un réel auxiliaire. Étant donné
λ “ pλ1, . . . , λr1`r2´1q P R

r1`r2´1
ą0 , soit λr1`r2 P Rą0 tel que

˜
r1ź

i“1

λi

¸˜
r1`r2ź

j“r1`1

λ2j

¸
“ α

et Bpλq “
#

py1, . . . , yr1 , z1, . . . , zr2q P Rr1 ˆCr2

p@i P t1, . . . , r1uq |yi| ď λi, p@j P t1, . . . , r2uq |zj | ď λr1`j

+

c’est une partie compacte, convexe, symétrique par rapport à 0 dans R
r1 ˆC

r2 » R
n. Elle est

mesurable, de volume

µpBpλqq “
˜

r1ź

i“1

2λi

¸˜
r2ź

j“1

πλ2r1`j

¸
“ 2r1πr2α ě 2n´r2

a
|dK | “ 2nµpσpOK qq

D’après le corollaire 1.6.8, il existe xλ P OKzt0u tel que σpxλq P Bpλq. Cet élément jouit des
propriétés suivantes :

(i) 1 ď
ˇ̌
NK{Qpxλq

ˇ̌
ď α ;

(ii)

ˇ̌
ˇ̌fpℓpxλqq ´

r1`r2´1ř
i“1

ci lnpλiq
ˇ̌
ˇ̌ ď

ˆ
r1`r2´1ř
i“1

|ci|
˙
lnpαq.

En effet, comme xλ P OKzt0u, on a
ˇ̌
NK{ Qpxλq

ˇ̌
ě 1, et

ˇ̌
NK{Qpxλq

ˇ̌
“

nś
i“1

ˇ̌
σipxλq

ˇ̌
ď α, ce qui

prouve (i). Par aileurs, pour tout i P t1, . . . , r1 ` r2u, on a

λi ě
ˇ̌
σipxλq

ˇ̌
“
ˇ̌
NK{Qpxλq

ˇ̌ ź

1ďjďn
j‰i

ˇ̌
σjpxλq

ˇ̌´1 ě
ź

1ďjďn
j‰i

λ´1
j “ λi{α

de sorte que lnpλiq ´ lnpαq ď lnp
ˇ̌
σipxλq

ˇ̌
q ď lnpλiq et donc 0 ď lnpλiq ´ lnp

ˇ̌
σipxλq

ˇ̌
q ď lnpαq pour

tout i P t1, . . . , nu. On a donc
ˇ̌
ˇ̌
ˇfpℓpxλqq ´

r1`r2´1ÿ

i“1

ci lnpλiq
ˇ̌
ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
r1`r2´1ÿ

i“1

ci
`
lnp

ˇ̌
σipxλq

ˇ̌
q ´ lnpλiq

˘
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ď
r1`r2´1ÿ

i“1

|ci|
ˇ̌
lnp

ˇ̌
σipxλq

ˇ̌
q ´ lnpλiq

ˇ̌

ď
˜
r1`r2´1ÿ

i“1

|ci|
¸
lnpαq

Retour à la preuve du théorème 4.2.2. Fixons β ą
ˆ
r1`r2´1ř
i“1

|ci|
˙
lnpαq un deuxième réel auxiliaire.

Pour m P Ną0, choisissons λm “ pλm,1, . . . , λm,r1`r2´1q P R
r1`r2´1
ą0 tel que

r1`r2´1ÿ

i“1

ci lnpλm,iq “ 2mβ
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D’après ce qui précède, il existe xλm
P OKzt0u tel que les propriétés (i) et (ii) ci-dessus sont

vérifiées avec λ “ λm. En particulier, la propriété (ii) s’écrit
ˇ̌
f
`
ℓ
`
xλm

˘˘
´ 2mβ

ˇ̌
ă β, soit encore

p2m´ 1qβ ă f
`
ℓ
`
xλm

˘˘
ă p2m ` 1qβ

de sorte que les
 
f
`
ℓ
`
xλm

˘˘(
mPNą0

sont deux à deux distincts. Par ailleurs, pour m P Ną0, on

a N
`
xλm

OK

˘
“

ˇ̌
NK{Q

`
xλm

˘ˇ̌
ď α d’après (i). Mais d’après le lemme 4.1.15, il n’y a qu’un

nombre fini d’idéaux de OK de norme inférieure à α : il existe m,m1 P Ną0 distincts tels que
xλm

OK “ xλ1
m
OK . Il existe donc u P O

ˆ
K tel que xλ1

m
“ uxλm

. On a alors

fpℓpuqq “ f
`
ℓ
`
xλ1

m

˘˘
´ f

`
ℓ
`
xλ1

m

˘˘
‰ 0

ce qu’on voulait. �

Définition 4.2.8. (1) Une famille de r1 ` r2 ´ 1 éléments u1, . . . , ur1`r2´1 P O
ˆ
K telle que

pℓpu1q, . . . , ℓpur1`r2´1qq forment une base de O
ˆ
K{

`
O

ˆ
K

˘
tors

s’appelle un système d’uni-
tés fondamentales (elle induit alors un isomorphisme O

ˆ
K » µpKq ˆ Zr1`r2´1.

Une unité fondamentale est un élément de O
ˆ
K que l’on peut compléter en un système

d’unités fondamentales.
(2) Le régulateur de K est le volume RK du réseau ℓpOˆ

Kq Ă H . Si pu1, . . . , ur1`r2´1q est
un système d’unités fondamentales, on a

RK “
ˇ̌
det

`
ℓpu1q, . . . , ℓpur1`r2´1

˘ˇ̌

Il est indépendant du choix de la famille u1, . . . , ur1`r2´1. Les coordonnées des vecteurs
ℓpu1q, . . . , ℓpur1`r2´1q de Rr1`r2 fournissent une matrice M P Mpr1`r2qˆpr1`r2´1qpRq : le
réel RK est le déterminant de la matrice obtenue en retirant à M n’importe quelle de ses
lignes.

4.2.9. Unités des corps quadratiques réels. Soient d P Ną1 sans facteur carré et K “ Qp
?
dq le

corps quadratique réel associé (on a r1 “ 2 et r2 “ 0). Comme K Ă R, on a µpKq “ t˘1u, et le
théorème des unités (cf théorème 4.2.2) implique que O

ˆ
K » t˘1uˆZ : il existe α “ u`v

?
d P O

ˆ
K

tel que O
ˆ
K “ ˘αZ. Les unités fondamentales de K sont alors

tα “ u` v
?
d,´α “ ´u´ v

?
d, α´1 “ NK{Qpαqpu ´ v

?
dq,´α´1 “ ´NK{Qpαqpu ´ v

?
dqu

(on a NK{Qpαq “ u2 ´dv2 P t˘1u). Supposons que α est la plus grande (pour l’ordre sur R) de ces
unités fondamentales. On a nécessairement u, v ą 0. Comme α´1 ă α, on a en outre α ą 1 : les
unités fondamentales sont ´α ă ´α´1 ă α´1 ă α. Les unités ą 1 sont alors les αn avec n P Ną0,
ce qui implique que α est la plus petite unité ą 1.

Supposons d ” 2, 3 mod 4Z : on a OK “ Zr
?
ds, ce qui implique que u, v P Z. Si z “ x`y

?
d P OK

(avec x, y P Z donc), on a NK{ Qpzq “ x2 ´ dy2, de sorte que

x` y
?
d P O

ˆ
K ô x2 ´ dy2 “ ˘1

L’équation diophantienne qui précède s’appelle l’équation de Pell-Fermat. D’après ce qui précède,
si α “ u` v

?
d est l’unité fondamentale ą 1, l’ensemble des solutions est t˘pun, vnq, n P Zu avec

un ` vn
?
d “ pu` v

?
dqn.

Remarque 4.2.10. (1) Géométriquement, l’ensemble des solutions de l’équation de Pell-Fermat
correspond à l’ensemble des points à coordonnées entières sur les hyperboles d’équations
x2 ´ dy2 “ 1 et x2 ´ dy2 “ ´1.

(2) Il est parfaitement possible que l’équation x2 ´ dy2 “ ´1 n’ait pas de solution dans Z
2

(c’est équivalent à NK{QpOˆ
Kq “ t1u). En effet, modulo d, une solution fournit une racine

carré de ´1 modulo d : il est nécessaire que
`´1
d

˘
“ ´1. Par exemple, si d est premier et

d ” 3 mod 4 (eg d “ 3), on a
`´1
d

˘
“ p´1q d´1

2 “ ´1.
(3) Lorsque l’équation x2 ´ dy2 “ ´1 a des solutions dans Z

2, alors toute unité fondamentale
α vérifie NK{Qpαq “ ´1 (sinon on aurait NK{ QpOˆ

Kq “ t1u, ce qui n’est pas).
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(4) Même lorsque d est « petit », les coefficients d’une unité fondamentale peuvent très bien
être « grands ». Par exemple, on a α “ 1520 ` 273

?
31 pour d “ 31, α “ 24335 ` 3588

?
46

pour d “ 46, α “ 48842 ` 5967
?
67 pour d “ 67 et 2143295 ` 221064

?
94 pour d “ 94. A

contrario, ils peuvent aussi être « petits » : on a α “ 9 `
?
82 pour d “ 82.

Exemple 4.2.11. Supposons d “ 2. Alors α :“ 1 `
?
2 vérifie NK{ Qpαq “ ´1 : c’est une unité.

Montrons que c’est la plus petite dans s1,`8r (ce qui implique que α est une unité fondamentale).
Si 1 ă z “ a` b

?
2 ă 1`

?
2 est une unité (avec a, b P Z), on a

?
2´ 1 “ α´1 ă b

?
2´ a ă 1 (car

NK{Qpzq “ ´1, cf remarque précédente) : on en déduit b “ 1 (en additionnant) puis a “ 0 ce qui
est impossible.

Par exemple, α8 “ 577 ` 408
?
2 fournit la solution p577, 408q à l’équation x2 ´ 2y2 “ 1.

b
1

b
´1

bα

b
´α

b
´α´1

b α
´1

b
α2

b
´α2

bα
´2

b

´α´2

Remarque 4.2.12. Comme NK{ Qpun ` vn
?
dq “ u2n ´ dv2n “ ˘1, on a

ˇ̌
ˇ
`
un

vn

˘2 ´ d
ˇ̌
ˇ “ 1

v2n
, d’oùˇ̌

ˇun

vn
´

?
d
ˇ̌
ˇ ă 1

2v2n
(parce que un

vn
,
?
d ą 1), de sorte que un

vn
est une très bonne approximation

rationnelle de
?
d. Plus précisément, la suite tpun, vnqunPNą0

correspond au développement en
fraction continue de

?
d.

4.2.13. Unités des extensions cyclotomiques. Soient n P Ną2, ζn P C un racine n-ième primitive
de l’unité et K “ Qpζnq l’extension cyclotomique engendrée. Rappelons que rK : Qs “ ϕpnq, que
K{Q est galoisienne, et qu’on a l’isomorphisme

pZ {nZqˆ Ñ GalpK{Qq
k ÞÑ σk

où σk est caractérisé par σkpζnq “ ζkn. Comme ζkn R R pour tout k P pZ {nZqˆ, le corps K
est totalement imaginaire : on a r1 “ 0 et r2 “ ϕpnq

2
. D’après le théorème des unités, on a

O
ˆ
K » µpKq ˆ Z

ϕpnq
2

´1.
Soit u un générateur de µpKq : c’est une racine N -ième de l’unité. Comme ζn P µpKq, on a n | N .
Par ailleurs, on a Qpuq Ă K, de sorte que rQpuq : Qs | rK : Qs, i.e. ϕpNq | ϕpnq. Si N “ śr

k“1 p
αi

i

est la décomposition de N en facteurs premiers (avec αi P Ną0 pour tout i P t1, . . . , ru), celle de
n est (quitte à permuter les facteurs) de la forme n “ śs

k“1 p
βi

i avec 1 ď s ď r et 0 ă βi ď αi

pour tout i P t1, . . . , su. On a donc
śr
k“1 p

αi´1
i ppi ´ 1q | śs

k“1 p
βi´1
i ppi ´ 1q, ce qui impliqueśs

k“1 p
αi´βi

i

śr
i“s`1 p

αi´1
i ppi ´ 1q | 1. On a nécessairement αi “ βi pour 1 ď i ď s, et si s ă r,

on a r “ s ` 1, pr “ 2 et αr “ 1. En résumé, on a N “ n ou N “ 2n (si n est impair), i.e.

N “ ppcmp2, nq. On a donc :

µpKq “
#

µn si 2 | n
µ2n “ t˘1u ˆ µn “ t˘ζkn, k P pZ {nZqˆu si 2 ∤ n

Bien entendu, la recherche de systèmes d’unités fondamentales est plus ardue. Si k P Ną0, posons

uk “ ζkn ´ 1

ζn ´ 1
“ 1 ` ζn ` ¨ ¨ ¨ ` ζk´1

n P Zrζns Ă OK

si k est premier à n, alors ζkn est encore une racine primitive n-ième de l’unité, de sorte que
ζn´1

ζkn´1
P OK , ce qui implique que uk P O

ˆ
K .

Définition 4.2.14. Le groupe des unités cyclotomiques est le sous-groupe de O
ˆ
K engendré

par tukukPpZ {nZqˆ .
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Remarque 4.2.15. Les unités tukukPpZ {nZqˆ ne sont pas indépendantes dans O
ˆ
K{µpKq : on a

u1 “ 1 et un´k “ ´ζ´k
n uk : on peut se restreindre à tuku 1ăkďn{2

pgcdpk,nq“1

.

Lorsque n est une puissance d’un nombre premier, on sait que le groupe des unités cyclotomiques
est d’indice fini dans O

ˆ
K (c’est faux en général).

Posons K` “ Qpζn ` ζ´1
n q : c’est le sous-corps de K des invariants par la conjugaison complexe.

On a rK : K`s “ 2, l’extension K`{Q est galoisienne de groupe pZ {nZqˆ{t˘1u, elle est de degré
ϕpnq
2

. On a bien sûr K` Ă R, de sorte que K`{Q est totalement réelle. D’après le théorème des

unités, rang du Z-module O
ˆ
K` est ϕpnq

2
´ 1, égal à celui de O

ˆ
K . Cela implique que le quotient

O
ˆ
K{Oˆ

K` est fini.

Proposition 4.2.16. Si n “ p est premier impair, l’application

xζpy ˆ O
ˆ
K` Ñ O

ˆ
K

est un isomorphisme.

Démonstration. On a xζpy X O
ˆ
K` “ t1u (parce que p ą 2 et K` Ă R), de sorte que c’est un

morphisme injectif : il s’agit de prouver la surjectivité. Soit u P O
ˆ
K . Comme O

ˆ
K{Oˆ

K` est fini, il
existe r P Ną0 tel que ur P O

ˆ
K` . On a alors ur “ ur, donc u

u
P µpKq “ t˘ζkp , k P pZ {nZqˆu : il

existe k P pZ {pZqˆ tel que u “ ˘ζkpu.

Écrivons u “
p´2ř
i“0

aiζ
i
p P Zrζps : on a u “

p´2ř
i“0

aiζ
´i
p ”

p´2ř
i“0

ai mod pζp ´ 1qZrζps. Cela implique que

u ” u mod pζp ´ 1qZrζps. Si on avait u “ ´ζkpu, cela impliquerait u ” ´ζkpu mod pζp ´ 1qZrζps,
et donc ζp ´ 1 | 1 ` ζkp (car u est inversible), d’où ζp ´ 1 | 2 et p | 2, ce qui n’est pas. On a
nécessairement u “ ζkpu.
Comme p est impair, 2 est inversible dans pZ {pZqˆ : il existe ℓ P pZ {pZqˆ tel que k “ 2ℓ. On a
alors u “ ζ2ℓp u : si v “ ζℓpu P O

ˆ
K , on a v “ v donc v P O

ˆ
K` , et u “ ζ´ℓ

p v. �

4.3. Le premier cas du théorème de Fermat.

Théorème 4.3.1. (Grand théorème de Fermat) Soient n P Ně3 et x, y, z P Z tels que
xn ` yn “ zn. Alors xyz “ 0.

Remarque 4.3.2. (1) Il est très facile de paramétrer les solutions dans le cas n “ 1. Dans
le cas n “ 2, les solutions sont (à permutation de x et y près) les triplets de la forme
pdpu2 ´ v2q, 2duv, dpu2 ` v2qq avec d P Ną0 et u, v P Z premiers entre eux.

(2) Pour pouver le théorème 4.3.1, il suffit de traiter le cas n “ 4 (facile en utilisant le cas
n “ 2) et le cas n premier impair.

(3) S’appuyant sur de nombreux travaux, ce théorème a été prouvé par Wiles et Taylor-Wiles
en 1995.

Fixons désormais p ą 2 premier, ζ P C une racine primitive p-ième de l’unité et posons K “ Qpζq.
Rappelons (cf exemple 2.5.6) que OK “ Zrζs.

Lemme 4.3.3. Si α P OK , alors αp P Z`pZrζs.

Démonstration. Écrivons α “
p´2ř
i“0

aiζ
i avec a0, . . . , ap´2 P Z. On a αp ”

p´2ř
i“0

a
p
i ζ
ip mod pZrζs

d’où αp P Z`pZrζs (car ζp “ 1). �

Définition 4.3.4. On dit que p est régulier si p ∤ hK .

Si p est régulier et I Ă OK un idéal tel que Ip soit principal, alors I est déjà principal.

Théorème 4.3.5. Supposons p régulier et soit x, y, z P Z tels que xp ` yp “ zp. Alors p | xyz
(premier cas du théorème de Fermat).
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Démonstration. Raisonnons pas l’absurde : soit x, y, z P Z tels que xp ` yp “ zp et p ∤ xyz. Quitte
à les diviser par leur pgcd, on peut supposer x, y et z premiers entre eux dans leur ensemble. Cela
implique immédiatement qu’ils sont en fait deux à deux premiers entre eux.
Comme les cubes non nuls de Z {9Z sont ˘1, une somme de deux cubes n’est pas un cube non
nul modulo 9 : l’hypothèse implique que p ‰ 3.
Si x ” y ” ´z mod pZ, alors zp “ xp ` yp ” x` y mod pZ, ce qui implique z ” ´2z mod pZ,
i.e. p | 3z, ce qui contredit p ‰ 3 et p ∤ z : quitte à écrire xp ` p´zqp “ p´yqp, on peut supposer
que x ı y mod pZ.
On dispose de la factorisation

(˚) zp “
p´1ź

i“0

px` ζiyq

Lemme 4.3.6. On a 0 ď i ă j ă p ñ pgcdpx` ζiy, x` ζjyq “ 1.

Démonstration. Suposons le contraire : il existe p Ă OK un idéal maximal avec x`ζiy, x`ζjy P p.
Cela implique yζipζj´i ´ 1q P p. Si on avait y P p, on aurait aussi x P p, de sorte que x, y P ZXp,
contredisant le fait que x et y sont premiers entre eux : on a y R p. Comme ζi est une unité, on
a aussi ζi R p : on a nécessairement ζj´i ´ 1 P p. Comme p “ NK{Qpζj´i ´ 1q, cela implique
que ZXp “ pZ. Comme x ` ζiy | zp, on a zp P p, donc z P ZXp, d’où p | z, contrairement à
l’hypothèse. �

D’après le lemme 4.3.6, la factorisation (˚) implique que les idéaux tpx ` ζiyqZrζsu0ďiăp sont
des puissances p-ièmes d’idéaux. En particulier, il existe I Ă OK tel que Ip “ px ` ζyqZrζs.
Comme p est régulier et Ip est principal, il en est de même de I : il existe donc α P OK et u P O

ˆ
K

tels que x` ζy “ uαp.
D’après la proposition 4.2.16, il existe k P t0, . . . , p ´ 1u et v P O

ˆ
K` tels que u “ ζkv. Par

ailleurs, on a αp P Z`pZrζs en vertu du lemme 4.3.3 : il existe α0 P Z tel que x ` ζy ” ζkα0v

mod pZrζs. En appliquant la conjugaison complexe, il vient aussi x ` ζ´1y ” ζ´kα0v, de sorte
que ζ´kx` ζ1´ky ” ζkx` ζk´1y mod pZrζs, et donc x` yζ ´xζ2k ´ yζ2k´1 ” 0 mod pZrζs. Si
a “ 2k ´ 1, on a donc

(˚˚) x` yζ ´ yζa ´ xζa`1 ” 0 mod pZrζs
Premier cas : a R t0,˘1,´2u : on a ta, a ` 1u X t0,˘1u, et 1, ζ, ζa et ζa`1 sont deux à deux
distincts dans t1, ζ, . . . , ζp´2u. Comme Zrζs est libre de base t1, ζ, . . . , ζp´2u sur Z, il en est de
même de OK{pOK sur Z {pZ. La congruence (˚˚) implique donc p | x et p | y, ce qui n’est pas.
Deuxième cas : a “ 0. La congruence (˚˚) se réécrit x ´ y ` py ´ xqζ ” 0 mod pZrζs i.e. x ” y

mod pZ, ce qui n’est pas par hypothèse.
Troisième cas : a “ 1. La congruence (˚˚) se réécrit x ´ xζ2 ” 0 mod pZrζs : on a p | x, ce qui
n’est pas.
Quatrième cas : a “ ´1. La congruence (˚˚) se réécrit yζ ´ yζ´1 ” 0 mod pZrζs i.e. y´ yζ2 ” 0

mod pZrζs : on a p | y, ce qui n’est pas.
Cinquième cas : a “ ´2. La congruence (˚˚) se réécrit x`yζ´yζp´2 ´xζp´1 ” 0 mod pZrζs i.e.

2x` px`yqζ`xζ2 ` ¨ ¨ ¨ `xζp´3 ` px´yqζp´2 ” 0 mod pZrζs (parce que 1` ζ` ¨ ¨ ¨ ` ζp´1 “ 0) :
on a p | x, ce qui n’est pas.

On en déduit une contradiction, ce qui achève la preuve. �

Remarque 4.3.7. Voici la liste des nombres premiers inférieurs à 100, le nombre de classes de
l’extension cyclotomique associée : les nombres irréguliers sont en rouge.

p 3 5 7 11 13 17

hK 1 1 1 1 1 1

p 19 23 29 31 37 41

hK 1 3 8 9 37 121

p 43 47 53 59 61 67

hK 211 695 4889 41241 76301 853513

p 71 73 79 83 89 97

hK 3882809 11957417 100146415 838216959 13379363737 411322842001
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4.4. Comptage des idéaux d’un corps de nombres.

4.4.1. Préliminaire : nombre de points à coordonnées entières de certains domaines de l’espace

euclidien. Soient n P Ną0 et µ la mesure de Lebesgue sur Rn.

Définition 4.4.2. Soit k P Ną0. Une partie S Ă R
n est dite k-Lipschitz-paramétrisable s’il

existe une famille finie tϕi : r0, 1sk Ñ RnuiPI d’applications lipschitziennes (i.e. telles qu’il
existe C P Rě0 tel que }ϕipxq ´ ϕipyq}2 ď C }x´ y}2 pour tout x, y P r0, 1sk) dont les images
recouvrent S.

Théorème 4.4.3. Soient Λ Ă Rn un réseau et B Ă Rn une partie mesurable. On suppose que
la frontière BB de B est pn ´ 1q-Lipschitz-paramétrisable. Alors

#pΛ X tBq “ µpBq
µpΛq t

n ` Optn´1q

quand t tend vers `8.

Démonstration. Soient e une base de Λ et De le domaine fondamental associé. On a µpΛq “ µpDeq.
Si λ P ΛXtB, alors pλ`DeqXtB ‰ ∅. En outre, on a soit pλ`Deq Ă tB̊, soit pλ`DeqXtBB ‰ ∅.
Notons nptq (resp. mptq, resp. bptq) le nombre de λ P Λ tels que λ P tB (resp. pλ`Deq Ă tB̊, resp.
pλ`Deq X tBB ‰ ∅) : d’après ce qui précède, on a

mptq ď nptq ď mptq ` bptq

On a en outre mptqµpΛq ď µptBq ď pmptq ` bptqqµpΛq i.e. mptq ď µpBq
µpΛq t

n ď mptq ` bptq : il en

résulte que
ˇ̌
ˇnptq ´ µpBq

µpΛq t
n
ˇ̌
ˇ ď bptq. Il s’agit donc de montrer que bptq “ Optn´1q.

Soit tϕi : r0, 1sk Ñ R
nuiPI une famille finie d’applications lipschitziennes dont les images re-

couvrent BB (avec constante de Lipschitz C). Les applications ttϕi : r0, 1sk Ñ RnuiPI paramé-
trisent la frontière tBB de tB. Divisons chaque côté de r0, 1sn´1 en ttu segments de longueur 1

ttu :

cela divise r0, 1sn´1 en ttun´1 petits cubes. L’image de chacun de ces petits cubes par ϕi a un dia-
mètre inférieur à C

?
n

ttu , de sorte que l’image de chacun de ces petits cubes par tϕi est de diamètre

inférieur à C 1 (avec C 1 „ ?
nC quand t tend vers `8). Le nombre de λ P Λ qui appartiennent à

l’image de l’un de ces petits cubes est donc borné par une constante C2 (qui ne dépend que de Λ

et C 1). On a donc bptq ď #IC2ttun´1, i.e. bptq “ Optn´1q. �

4.4.4. Le nombre d’idéaux dans une classe. Soit K un corps de nombres de degré n “ r1 ` 2r2. Si
c P ClpKq est une classe d’idéaux et x P Rą0, on note NKpx, cq le nombre d’idéaux I Ă OK dont
l’image dans ClpKq est c, et tels que NpIq ď x. Le but de ce numéro est de prouver le théorème
suivant :

Théorème 4.4.5. On a NKpx, cq “ 2r1p2πqr2RK

#µpKq
?

|dK |
x` O

`
x1´ 1

n

˘
(où RK désigne le régulateur de

K, cf définition 4.2.8).

Démonstration. Soit J Ă OK un représentant de c´1. D’après le théorème 4.1.24, on peut supposer
que NpJq ď CK

a
|dK |, où CK “

`
4
π

˘r2 n!
nn est la constante de Minkowski de K. Si I Ă OK

appartient à c vérifie NpIq ď x, alors IJ est principal, et de norme ď xNpJq, donc de la forme
αOK avec α P J et NK{Qpαq ď xNpJq. Réciproquement, si α P J vérifie NK{Qpαq ď xNpJq,
alors I “ αJ´1 Ă OK (car α P J), et NpIq “ NK{ QpαqNpJq´1 ď x. Il s’agit donc de compter le
nombre d’idéaux principaux αOK Ă J de norme ď xNpJq. Bien entendu, on peut se restreindre
aux idéaux non nuls.

On note σ1, . . . , σn les éléments de HomK-algpK,Qq (cf définition 4.1.17). On fixe peJ,1, . . . , eJ,nq
une base de J sur Z (c’est donc une base de K sur Q), et u1, . . . , ur un système d’unités fondamen-
tales (où r “ r1 ` r2 ´ 1, cf définition 4.2.8). Soit ℓ : Kˆ Ñ Rr`1 le plongement logarithmique, le

groupe ℓpOˆ
Kq est un réseau de H “ Kerpψq où ψ : Rr`1 Ñ R; pt1, . . . , tr`1q ÞÑ

r1ř
i“1

ti`2
r`1ř

j“r1`1

tj .
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Si α P OKzt0u, on a

rℓpαq :“
´
ln |σ1pαq| ´ 1

n
ln
ˇ̌
NK{Qpαq

ˇ̌
, . . . , ln |σr`1pαq| ´ 1

n
ln
ˇ̌
NK{Qpαq

ˇ̌ ¯
P H

(car
ˇ̌
NK{Qpαq

ˇ̌
“

r1ś
i“1

|σipαq|
r`1ś

j“r1`1

|σjpαq|2). Comme
`
ℓpu1q, . . . , ℓpurq

˘
est une base de H sur R,

il existe c1, . . . , cr P R uniques tels que

rℓpαq “
rÿ

j“1

cjℓpujq

i.e. p@i P t1, . . . , r ` 1uq
rř
j“1

cj ln |σipujq| “ ln |σipαq| ´ 1
n
ln
ˇ̌
NK{ Qpαq

ˇ̌
. Comme σi`r2 “ σi pour

r1 ` 1 ď i ď r1 ` r2, l’égalité qui précède est valide pour tout i P t1, . . . , nu. Par ailleurs, si
u “ ζun1

1 ¨ ¨ ¨unr
r P O

ˆ
K (avec ζ P µpKq et n1, . . . , nr P Z), on a

rℓpαuq “ rℓpαq ` rℓpuq “ rℓpαq `
rÿ

j“1

njℓpujq “
rÿ

j“1

pcj ` njqℓpujq

Il en résulte que si I Ă OK est un idéal principal, il admet modulo µpKq un unique générateur α

tel que rℓpαq “
rř
j“1

cjℓpujq avec 0 ď cj ă 1 pour tout i P t1, . . . , ru. Ainsi #µpKqNKpx, cq est le

cardinal de l’ensemble des n-uples px1, . . . , xnq P Z
n tels que α “ x1eJ,1 ` ¨ ¨ ¨ ` xneJ,n P J vérifie

$
&
%
NK{Qpαq ď xNpJq (condition de norme)

rℓpαq “
rř
j“1

cjℓpujq avec 0 ď cj ă 1 pour tout i P t1, . . . , ru (condition de régulateur)

Si x “ px1, . . . , xnq P Rn, on pose αpxq “
nř
j“1

xjeJ,j P C et αpiqpxq “
nř
j“1

xjσipeJ,jq pour tout

i P t1, . . . , nu. On pose Npαpxqq “ αp1qpxq ¨ ¨ ¨αpnqpxq P C. Lorsque x P Qn, on a αpxq P K,
αpiqpxq “ σipαpxqq pour tout i P t1, . . . , nu et Npαpxqq “ NK{Qpαpxqq. Bien entendu, la famille
peJ,1, . . . , eJ,nq est libre sur Q, mais pas sur R a priori : il est parfaitement possible que αpiqpxq “ 0

(et donc Npαpxqq “ 0) sans que x soit nul (on sait seulement que ça n’arrive pas lorsque x P Q
n).

On pose enfin

rℓpαpxqq “
´
ln
ˇ̌
ˇαp1qpxq

ˇ̌
ˇ ´ 1

n
ln |Npαpxqq| , . . . , ln

ˇ̌
ˇαpr`1qpxq

ˇ̌
ˇ ´ 1

n
ln |Npαpxqq|

¯
P Rr`1

Considérons donc la région Bx de Rn définie par

Bx “

$
’’’&
’’’%
x “ px1, . . . , xnq P Rn,

$
’’’&
’’’%

|Npαpxqq| ď xNpJq
p@i P t1, . . . , nuq αpiqpxq ‰ 0

pDpcjq1ďjďr P r0, 1rrq rℓpαpxqq “
rř
j“1

cjℓpujq

,
///.
///-

(noter la deuxième condition, présente pour donner un sens à la troisième). D’après ce qui précède,
on a

#µpKqNKpx, cq “ #pZn XBxq
Lemme 4.4.6. Si λ P Rą0, on a Bλnx “ λBx, et donc Bx “ n

?
xB1.

Démonstration. Si x P Rn, on a αpiqpλxq “ λαpiqpxq donc Npαpλxqq “ λn Npαpxqq, ce qui implique
rℓpαpλxqq “ rℓpαpxqq, et donc le lemme. �

Posons M “ sup
1ďi,jďr

|ln |σipujq||.

Lemme 4.4.7. Si x P B1, on a
ˇ̌
αpiqpxq

ˇ̌
ď erM NpJq 1

n pour tout i P t1, . . . , nu.

Démonstration. Comme ln
´ |αpiqpxq|

|Npαpxqq|
1
n

¯
“

rř
j“1

cj ln |σipujq| ď rM , on a
ˇ̌
αpiqpxq

ˇ̌
ď erM |Npαpxqq|

1
n .

Comme |Npαpxqq| ď NpJq, on a donc
ˇ̌
αpiqpxq

ˇ̌
ď erMNpJq 1

n . �
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Lemme 4.4.8. La frontière BB1 est pn ´ 1q-Lipschitz-paramétrisable.

Démonstration. On a B1 “
 
x P Rn, |Npαpxqq| ď NpJq, p@i P t1, . . . , nuq αpiqpxq ‰ 0, rℓpαpxqq Přr

j“1r0, 1sℓpujq
(

: il résulte du lemme 4.4.7 que BB1 est réunion finie de parties compactes des

hypersurfaces Npαpxqq “ ˘NpJq et ℓpujq˚prℓpαpxqqq P t0, 1u pour j P t1, . . . , ru (où pℓpujq˚q1ďjďr
est la base duale de la base pℓpujqq1ďjďr de H). Il s’agit donc de montrer que chacune de ces parties
est pn´1q-Lipschitz-paramétrisable. Les équations définissant les hypersurfaces sont polynômiales :
elles sont de classe C 8. Il suffit donc de montrer que ce sont des variétés, i.e. que les équations
définissent des submersions, soit encore que leurs différentielles ne s’annulent pas sur BB1.
On a Npαpxqq “ αp1qpxq ¨ ¨ ¨αpnqpxq, donc dlnpNpαqqxphq “ řn

i“1 dlnpαpiq
x phq. Comme αpiq est

une forme linéaire, on a dα
piq
x “ αpiq : on a dNpαqxphq

Npαpxqq “ řn
i“1

αpiqphq
αpiqpxq , et donc dNpαqxpxq

Npαpxqq “ n,

i.e. dNpαqxpxq “ nNpαpxqq ‰ 0, en particulier dNpαqx ‰ 0. Cela prouve que les compacts des
hypersurfaces d’équations Npαpxqq “ ˘NpJq sont des variétés.
Pour j P t1, . . . , ru, l’application ℓpujq˚ est une forme linéaire non nulle, donc une submer-
sion : le cas hypersurfaces d’équations ℓpujq˚prℓpαpxqqq P t0, 1u résulte donc de la surjectivité
de rℓpαq : Rn Ñ H (qui résulte de sa continuité et du fait que rℓpOˆ

Kq est un réseau de H (cf
théorème 4.2.2 et sa preuve). �

D’après les lemmes 4.4.6 et 4.4.8, on peut appliquer le théorème 4.4.3 au réseau Λ “ Zn Ă Rn et
B “ B1. On a donc

#µpKqNKpx, cq “ #pZn X n
?
xB1q “ µpB1qx` O

`
x1´ 1

n

˘

(parce que µpZnq “ 1).
Il reste donc à montrer que volpB1q “ 2r1p2πqr2RK?

|dK |
. Commençons par observer que dans la définition

de Bx, les conditions p@i P t1, . . . , nuq αpiqpxq ‰ 0 définissent des sous-variétés de dimension
ď n´ 1 : on a volpB1q “ volpB˚

1 q, où B˚
1 est la réunion de B1 et de

#
x “ px1, . . . , xnq P R

n,

#
pDi P t1, . . . , nuq αpiqpxq “ 0

p@j P t1, . . . , nuq
ˇ̌
αpjqpxq

ˇ̌
ď erM NpJq 1

n

+

(ce dernier ensemble est de mesure nulle : il ne sert qu’à se débarrasser de la condition de non
annulation des αpiq). Pour calculer volpB˚

1 q on effectue le changement de variables suivant : on
pose

ϕ : R
n Ñ R

n

x ÞÑ
`
αp1qpxq, . . . , αpr1qpxq,

ℜpαpr1`1qpxqq, . . . ,ℜpαpr1`r2qpxqq,
ℑpαpr1`1qpxqq, . . . ,ℑpαpr1`r2qpxqq

˘

D’après la proposition 4.1.20, le jacobien de ϕ est égal à 2´r2
a

|dK |NpJq., donc

volpB1q “ 2r2a
|dK |NpJq

ż

ϕpB˚
1 q

dy1 ¨ ¨ ¨ dyn “ 2r1`r2
a

|dK |NpJq

ż

ϕpB˚
1 qXR

R1
ě0 ˆ R2r2

dy1 ¨ ¨ ¨ dyn

On passe maintenant en polaires : on pose yj “ ρj pour 1 ď j ď r1 et uj ` iuj`r2 “ ρje
iθj

pour r1 ` 1 ď j ď r1 ` r2 (on a ρi ě 0 pour tout 7 i P t1, . . . , r1 ` r2u et θi P r0, 2πr pour
i P tr1 ` 1, . . . , r1 ` r2u). Le jacobien de cette transformation est ρr1`1 ¨ ¨ ¨ ρr1`r2 de sorte que

volpB1q “ 2r1`r2p2πqr2a
|dK |NpJq

ż

C1

ρr1`1 ¨ ¨ ¨ ρr1`r2 dρ1 ¨ ¨ ¨ dρr1`r2

où C1 est le domaine défini par 0 ď
nś
i“1

ρeii ď NpJq et lnpρiq ´ 1
n

nř
j“1

ej lnpρjq “
rř

k“1

ck ln |σipukq|

pour i P t1, . . . , r1 ` r2u (avec ei “ 1 si 1 ď i ď r1 et ei “ 2 si r1 ` 1 ď i ď r1 ` r2). On fait de

7. On s’est restreints à la partie de ϕpB˚
1

q sur laquelle yi ě 0 pour avoir ρi ě 0 pour i P t1, . . . , r1u.
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nouveau un changement de variables en posant τi “ ρeii , dont le jacobien vaut 1
2r2ρr1`1¨¨¨ρr1`r2

:
on a

volpB1q “ 2r2p2πqr2a
|dK |NpJq

ż

D1

dτ1 ¨ ¨ ¨ dτr1`r2

où D1 est le domaine défini par 0 ă
r1`r2ś
i“1

τi ď NpJq et lnpτiq ´ ei
n

nř
j“1

lnpτjq “ ei
rř

k“1

ck ln |σipukq|

pour i P t1, . . . , r1 ` r2u. Posons enfin u “
r1`r2ś
i“1

τi : le changement de variable pτ1, . . . , τr1`r2q ÞÑ
pc1, . . . , cr, uq, dont le jacobien est précisément le régulateur RK . On a donc

volpB1q “ 2r2p2πqr2a
|dK |NpJq

ż NpJq

u“0

ˆż

r0,1rr
RK dc1 ¨ ¨ ¨ dcr

˙
du “ 2r2p2πqr2a

|dK |
RK

et on a fini. �

Corollaire 4.4.9. Le nombre NKpxq d’idéaux de OK de norme ď x vérifie

NKpxq “ 2r1p2πqr2hKRK
#µpKq

a
|dK |

x` O
`
x1´ 1

n

˘
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5. Théorie analytique

5.1. Séries de Dirichlet. Si panqnPN est une suite d’entiers de nature combinatoire (par exemple
un “ #Xn où tXnunPN est une suite d’ensembles finis), il est souvent judicieux d’introduire la
série génératrice associée, i.e. la série

SpXq “
8ÿ

n“0

anX
n P ZrrXss

Dans les bons cas, cette série a des propriétés analytiques (rayon de convergence non nul, équation
fonctionnelle), et les propriétés assymptotiques de S fournissent des renseignements sur la suite
panqnPN.

Exemple 5.1.1. Soient r P Ną0 et α1, . . . , αr P Ną0 premiers entre eux dans leur ensemble. On

pose Xn “ tpx1, . . . , xrq P N
r, α1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` αrxr “ nu, an “ #Xn et SpXq “

8ř
n“0

anX
n. Comme

1
1´Xα “ 1 `Xα `X2α ` ¨ ¨ ¨ , on a

SpXq “ 1

p1 ´Xα1q ¨ ¨ ¨ p1 ´Xαrq
En décomposant la fraction rationnelle en éléments simples, cela permet de trouver une formule
pour an, grâce à la formule an “ 1

n!
Spnqp0q, ainsi que l’équivalent an „ nr´1

α1¨¨¨αrpr´1q! dans n tend
vers `8.

Pour les applications arithmétiques, on considère plutôt des fonctions du type suivant :

Définition 5.1.2. Soit f : Ną0 Ñ C une application. La série de Dirichelet associée est

F psq “
8ř
n“1

fpnq
ns .

Exemple 5.1.3. La fonction zêta de Riemann correspond au cas où f “ 1 : on a ζpsq “
8ř
n“1

1
ns .

5.1.4. Abscisses de convergence.

Lemme 5.1.5. Si fpnq “ Opnkq, la serie de Dirichelet associée converge absolument sur le demi-
plan ts P C,ℜpsq ą k ` 1u.

Démonstration. Si s “ x` iy, on a
ˇ̌
ˇ fpnq
ns

ˇ̌
ˇ “ |fpnq|

nx “ Opnk´xq : si x ą k` 1, la série F psq converge

absolument. �

Ce phénomène est typique des séries de Dirichelet.

Définition 5.1.6. L’abscisse de convergence simple (resp. absolue) d’une série de Diri-
chelet F , est le plus grand élément σcpfq P RYt˘8u (resp. σapfq P RYt˘8u) tel que la série

F diverge en tout point du demi-plan ts P C,ℜpsq ă σcpfqu (resp. inf
!
σ P R,

8ř
n“1

|fpnq|
nσ ă 8

)
).

Remarque 5.1.7. Une série de Dirichelet F converge absolument sur le demi-plan

ts P C,ℜpsq ą σapfqu

Proposition 5.1.8. Une série de Dirichelet F converge simplement sur le demi-plan

ts P C,ℜpsq ą σcpfqu
La convergence est uniforme sur les secteurs de la forme ts P C, |argps´ s0q| ď θu, pour
ℜps0q ą σcpfq et θ P

“
0, π

2

“
. En particulier, F est holomorphe sur son demi-plan de convergence,

et pour tout k P N, on a F pkqpsq “
8ř
n“1

fpnqp´ lnpnqqk
ns pour ℜpsq ą σcpfq. Par ailleurs, on a

σapfq ´ 1 ď σcpfq ď σapfq.
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Démonstration. Montrons la convergence uniforme sur les secteurs

∆s0pθq :“ ts P C, |argps ´ s0q| ď θu
(cela implique la convergence simple sur le demi-plan de convergence ts P C, ℜpsq ą σcpfqu, qui
est réunion de ces secteurs). Quitte à translater par s0, on peut supposer s0 “ 0. Soit ε P Rą0.

Comme la série
8ř
n“1

fpnq converge, il existe N P Ną0 tel que pour tout p, q P Ną0 tels que

N ă p ď q on ait |Σp,q| ď ε où Σp,q :“
qř

n“p
fpnq. Si s P ∆0pθqzt0u, on a ℜpsq ą 0. En effectuant

une transformation d’Abel, on a
qÿ

n“p

fpnq
ns

“
qÿ

n“p

Σp,n ´ Σp,n´1

ns
“

qÿ

n“p

Σp,n

ns
´

qÿ

n“p

Σp,n´1

ns

“
qÿ

n“p

Σp,n

ns
´

q´1ÿ

n“p´1

Σp,n

pn ` 1qs “ Σp,q

qs
`

q´1ÿ

n“p
Σp,n

ˆ
1

ns
´ 1

pn ` 1qs
˙

(avec la convention Σp,p´1 “ 0). Cela implique
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
qÿ

n“p

fpnq
ns

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď ε

ˆ
1

qℜpsq `
q´1ÿ

n“p

ˇ̌
ˇ̌ 1
ns

´ 1

pn` 1qs
ˇ̌
ˇ̌
˙

Comme 1
ns ´ 1

pn`1qs “ e´s lnpnq ´ e´s lnpn`1q “ s
şlnpn`1q
lnpnq e´ts dt, on a

ˇ̌
ˇ̌ 1
ns

´ 1

pn ` 1qs
ˇ̌
ˇ̌ ď |s|

ż lnpn`1q

lnpnq
e´tℜpsq dt “ |s|

ℜpsq

ˆ
1

nℜpsq ´ 1

pn ` 1qℜpsq

˙

De sorte que
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
qÿ

n“p

fpnq
ns

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď ε

ˆ
1

qℜpsq ` |s|
ℜpsq

ˆ
1

pℜpsq ´ 1

pq ` 1qℜpsq

˙˙
ď ε

ˆ
1 ` |s|

ℜpsq

˙

Comme |argpsq| ď θ, on a ℜpsq
|s| “ cospargpsqq ě cospθq, et donc

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
qÿ

n“p

fpnq
ns

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď ε

ˆ
1 ` 1

cospθq

˙

(valable aussi pour s “ 0). La série définissant f vérifie donc le critère de Cauchy uniforme sur
∆0pθq : elle converge uniformément sur ∆0pθq.
D’après un théorème de Weiersterass, une série de fonctions holomorphes qui converge unifor-
mément sur tout compact K d’un domaine Ω est holomorphe sur Ω, et on peut dériver terme à
terme. Comme tout compact du demi-plan de convergence ts P C, ℜpsq ą σcpfqu est inclus dans
un secteur ∆s0pθq convenable (exercice facile), la fonction F est holomorphe sur son demi-plan de
convergence.

L’inégalité σcpfq ď σapfq est évidente. Soit maintenant σ ą σcpfq ` 1 : il existe σ0 Psσcpfq, σ´ 1r.
Comme σ0 ą σcpfq, la série

8ř
n“1

fpnq
nσ0

converge d’après ce qui précède : en particulier, la suite
 
fpnq
nσ0

(
nPNą0

est bornée, disons par M . On a alors |fpnq|
nσ “ |fpnq|

nσ0

1
nσ´σ0

ď M
nσ´σ0

. Comme σ´σ0 ą 1,

la série de terme général
 

M
nσ´σ0

(
nPNą0

est convergente, ce qui prouve l’absolue convergence de la

série
8ř
n“1

fpnq
nσ . On a donc σ ě σapfq, ce qui prouve que σapfq ď σcpfq ` 1. �

Remarque 5.1.9. (1) La série de Dirichelet converge pour ℜpsq ą σcpfq et diverge pour ℜpsq ă
σcpfq. C’est un résultat analogue au théorème d’Abel sur le rayon de convergence d’une série
entière.
(2) Dans les exemples intéressants, les séries de Dedekind admettent des prolongements méro-
morphes sur des domaines strictement plus grands que leur demi-plan de convergence. C’est le
cas, par exemple, de la fonction zêta de Riemann.
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Proposition 5.1.10. Soient f : Ną0 Ñ C et F psq la série de Dirichelet associée. Supposons
que pour tout N P N, on ait lim

σÑ8
NσF pσq “ 0. Alors f “ 0.

Démonstration. On montre que fpnq “ 0 par récurrence sur n P Ną0. Soit N P Ną0 tel que

fp1q “ ¨ ¨ ¨ “ fpN´1q “ 0 (condition vide si N “ 1). Fixons σ0 ą σapfq : la série F pσq “
8ř

n“N

fpnq
nσ

converge uniformément sur rσ0,`8r (cf proposition 5.1.8). On a donc

lim
σÑ8

NσF pσq “
8ÿ

n“N
lim
σÑ8

Nσ fpnq
nσ

“ fpNq

(car lim
σÑ8

`
N
n

˘σ “ 0 si n ą N). L’hypothèse implique donc que fpNq “ 0. �

Corollaire 5.1.11. Soient f, g : Ną0 Ñ C et F psq, Gpsq les séries de Dirichelet associées. S’il
existe σ0 P R tel que p@σ P rσ0,`8rqF pσq “ Gpσq, alors f “ g. En particulier, si σcpfq ă `8,
la fonction f est entièrement déterminée par la série de Dirichelet F psq.

5.1.12. Produits eulériens. Dans les applications arithmétiques, les fonctions f : Ną0 Ñ C qu’on
considère ne sont pas arbitraires.

Définition 5.1.13. Une application f : Ną0 Ñ C est dite multiplicative (resp. totalement
multiplicative) si p@m,n P Ną0q pgcdpm,nq “ 1 ñ fpmnq “ fpnqfpmq (resp. p@m,n P
Ną0q fpmnq “ fpnqfpmq).

Proposition 5.1.14. Soient f : Ną0 Ñ C multiplicative et F psq “
8ř
n“1

fpnq
ns la série de Dirichelet

associée. Alors

F psq “
ź

pPP

ˆ 8ÿ

k“0

fppkq
pks

˙

pour tout s P C tel que ℜpsq ą σapfq (où P désigne l’ensemble des nombres premiers). En outre,
le produit infini converge uniformément sur tout demi-plan de la forme ts P C, ℜpsq ą σ0u où
σ0 ą σapfq.

Démonstration. Pour N P Ną0, posons EN “ tn P Ną0, vppnq ‰ 0 ñ p ď Nu : c’est l’ensemble
des entiers non nuls dont tous les diviseurs premiers sont inférieurs à N . Bien entendu, on a

t1, . . . , Nu Ă EN . Si p P P et ℜpsq ą σapfq, on a
8ř
k“0

ˇ̌
ˇ fppkq
pks

ˇ̌
ˇ ď

8ř
n“1

ˇ̌
ˇ fpnq
ns

ˇ̌
ˇ ă `8, de sorte que la

série
8ř
k“0

fppkq
pks converge absolument. Par multiplicativité de f , on a alors

ź

pPP

pďN

ˆ 8ÿ

k“0

fppkq
pks

˙
“

ÿ

nPEN

fpnq
ns

ce qui implique que
ˇ̌
ˇ̌
ˇF psq ´

ź

pPP

pďN

ˆ 8ÿ

k“0

fppkq
pks

˙ˇ̌
ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
ÿ

nREN

fpnq
ns

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

ÿ

nREN

|fpnq|
nℜpsq ď

8ÿ

n“N`1

|fpnq|
nℜpsq

La convergence absolue de
8ř
n“1

fpnq
ns implique que F psq “ ś

pPP

ˆ 8ř
k“0

fppkq
pks

˙
(en faisant tendre N

vers `8). De plus, la convergence du produit infini est uniforme sur les demi-plans de la forme
ts P C, ℜpsq ą σ0u pour σ0 ą σapfq. �
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Corollaire 5.1.15. Sous les hypothèse de la proposition 5.1.14, si f est totalement multiplicative,
alors

F psq “
ź

pPP

ˆ
1 ´ fppq

ps

˙´1

pour tout s P C tel que ℜpsq ą σapfq.

Démonstration. Comme f est totalement multiplicative, pour p P P, on a fppkq “ fppqk pour

tout k P N : la série
8ř
k“0

fppkq
pks “

8ř
k“0

`
fppq
ps

˘k
est géométrique de raison fppq

ps
. Comme elle converge

absolument, on a
ˇ̌
ˇ fppq
ps

ˇ̌
ˇ ă 1, et sa somme vaut

`
1 ´ fppq

ps

˘´1
. �

Exemple 5.1.16. On a ζpsq “ ś
pPP

p1 ´ p´sq´1 pour tout s P C tel que ℜpsq ą 1.

5.1.17. Produit de deux séries de Dirichelet. Soient f : Ną0 Ñ C et g : Ną0 Ñ C deux applica-
tions, et F , G les séries de Dirichelet associées.

Définition 5.1.18. Le produit de convolution de f et g est l’application

f ˚ g : Ną0 Ñ C

n ÞÑ
ÿ

d|n
fpdqg

´n
d

¯

Proposition 5.1.19. (1) On a σapf ˚ gq ď maxpσapfq, σapgqq.
(2) Pour tout s P C tel que ℜpsq ą maxpσapfq, σapgqq, on a

8ÿ

n“1

pf ˚ gqpnq
ns

“ F psqGpsq

Démonstration. Soit s P C tel que σ :“ ℜpsq ą maxpσapfq, σapgqq. Pour N P Ną0, on a

ÿ

1ďnďN

ˇ̌
ˇ̌ pf ˚ gqpnq

ns

ˇ̌
ˇ̌ “

ÿ

1ďnďN

|pf ˚ gqpnq|
nσ

“
ÿ

1ďnďN

1

nσ

ˇ̌
ˇ̌ÿ

d|n
fpdqg

´n
d

¯ˇ̌
ˇ̌

ď
ÿ

1ďnďN

ÿ

d,δPNą0

dδ“n

|fpdq| |gpδq|
pdδqσ ď

ˆ Nÿ

d“1

|fpdq|
dσ

˙ˆ Nÿ

δ“1

|gpδq|
δσ

˙

Comme les séries F psq et Gpsq convergent absolument, il en est de même de la série
8ř
n“1

pf˚gqpnq
ns :

cela prouve (1).
Pour (2), le fait que la série double

ř
n,mPNą0

fpnqgpmq
pnmqs converge absolument implique que l’on peut

regrouper les termes arbitrairement. �

Exemple 5.1.20. Rappelons que la fonction de Möbius est l’application µ : Ną0 Ñ C définie
par µpnq “ 0 si n est divisible par un carré ą 1, et µpp1 ¨ ¨ ¨ prq “ p´1qr si p1, . . . , pr sont des
nombres premiers deux à deux distincts. Si f : Ną0 Ñ C est une application et g : Ną0 Ñ C

est définie par gpnq “ ř
d|n
fpdq, on a fpnq “ ř

d|n
µpdqg

´
n
d

¯
(formule d’inversion de Möbius). En

particulier, pour tout n P Ną0, on a pµ ˚ 1qpnq ř
d|n
µpdq “

#
1 si n “ 1

0 si n ą 1
. Il en résulte que pour

ℜpsq ą 1, on a ζpsq
ˆ 8ř
n“1

µpnq
ns

˙
“ 1 : cela implique que ζpsq ‰ 0, et que

1

ζpsq “
8ÿ

n“1

µpnq
ns
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(comme µpnq “ Op1q, les abscisses de convergence absolue des deux séries sont ă 1, cf lemme
5.1.5).

5.2. Produits de Weierstass. Soit f une fonction holomorphe sur C. Si r P Rą0, on pose
Mrpfq “ sup

|z|“r
|fpzq|. On dit que f est d’ordre fini s’il existe k P Rě0 et r0 P Rą0 tels que

p@r ě r0q Mrpfq ď er
k

. Dans ce cas, on pose

ρf “ lim sup
rÑ8

lnplnpMrpfqqq
lnprq

Pour m P Ną0, posons 8

Epz,mq “ p1 ´ zqez` z2

2
`¨¨¨` zm

m

On a alors :

Théorème 5.2.1. (de factorisation de Weierstass). Soient f holomorphe d’ordre fini et
tanu0ďnďN (avec N entier éventuellement infini) l’ensemble des zéros non nuls de f , comptés
avec multiplicité. Alors il existe P P CrXs de degré ď ρf et m P Nďρf tels que

fpzq “ zord0pfqeP pzq
Nź

n“0

E
´ z

an
,m

¯

Démonstration. Voir [6, Théorème 15.10] et [1, IV.3.3]. �

Exemple 5.2.2. (1) On a sinpzq “ πz
ś
n‰0

`
1 ´ z

n

˘
e

z
n “ πz

8ś
n“1

`
1 ´ z2

n2

˘
;

(2) on a cospzq “ ś
n‰0

`
1 ´ z

2n´1

˘
e

2z
2n´1 “

8ś
n“1

`
1 ´ 4z2

p2n´1q2
˘
;

Corollaire 5.2.3. Si f est d’ordre fini, et telle que 0 ă ρf ă 1, alors f a une infinité de zéros.

Démonstration. Raisonnons par l’absurde : soient a1, . . . , aN les zéros non nuls de f (comptés avec
multiplicité). Comme ρf ă 1, on a nécessairement m “ 0 dans la factorisation de Weierstrass de

f : cette dernière s’écrit donc fpzq “ czord0pfq
Nś
n“1

`
1 ´ z

an

˘
i.e. fpzq P Crzs. Mais cela implique

ρf “ 0, contrairement à l’hypothèse. �

5.3. La fonction Gamma.

Définition 5.3.1. Pour s P C tel que ℜpsq ą 0, on pose

Γpsq “
ż 8

0

ts´1e´t dt

(l’intégrale est absolument convergente).

Proposition 5.3.2. (1) Pour tout s P C tel que ℜpsq ą 0, on a Γps ` 1q “ sΓpsq. On a
Γpnq “ pn ´ 1q! pour tout n P Ną0.

(2) La fonction Γ admet un prolongement méromorphe sur C, de pôles t´nunPN. Pour tout
n P N, le pôle ´n est simple, de résidu p´1qn

n!
.

(3) Pour tout s P C zZ, on a

ΓpsqΓp1 ´ sq “ π

sinpπsq
En particulier, on a Γ

`
1
2

˘
“ ?

π et Γ n’a pas de zéro.
(4) On a

Γpsq “ 2s´1

?
π
Γ
´s
2

¯
Γ
´s` 1

2

¯

8. Observons que l’argument de l’exponentielle est la série ´ lnp1´ zq tronquée à l’ordre m : en un sens, on peut
voir Epz,mq comme une approximation de 1 au voisinage de 0.
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Démonstration. (1) résulte d’une intégration par parties. La formule pour Γpnq s’en déduit par
récurrence, en partant de Γp1q “

ş8
0
e´t dt “ 1.

(2) D’après (1), pour n P N, on a Γpsq “ Γps`n`1q
sps`1q¨¨¨ps`nq : cela permet de prolonger Γ en une

fonction méromorphe sur ts P C,ℜpsq ą ´n´ 1u, dont les pôles sont au plus simples, inclus dans
t´n,´n ` 1, . . . ,´1, 0u. Par ailleurs, on a lim

sÑ´n
Γps`n`1q

sps`1q¨¨¨ps`n´1q “ Γp1q
p´nqp´n`1q¨¨¨p´1q “ p´1qn

n!
, de

sorte que Γpsq „ p´1qn
n!ps`nq quand s Ñ ´n. Cela prouve que le pôle ´n est simple, de résidu p´1qn

n!
.

(3) Considérons la fonction fpsq “ ΓpsqΓp1´sq sinpπsq. Comme s ÞÑ ΓpsqΓp1´sq est méromorphe
de pôles Z tous simples, et s ÞÑ sinpπsq est holomorphe de zéros Z tous simples, la fonction f est
holomorphe sur C. Par ailleurs, on a fps` 1q “ fpsq : il existe une fonction holomorphe F définie
sur C

ˆ telle que fpsq “ F pe2iπsq. Par ailleurs, si s “ x` iy est tel que 0 ď x ď 1 et |y| ě 1, on a
|Γpsq| “ |Γpx`1`iyq|

|x`iy| ď Γpx ` 1q et donc |Γpsq| ď M :“ max
xPr1,2s

Γpxq. Comme 1 ´ s “ 1 ´ x´ iy, on

a aussi |Γp1 ´ sq| ď M . Par ailleurs, on a |sinpπsq| ď eπ|y|, de sorte que |fpsq| ď M2eπ|y|. Comme
la fonction f est holomorphe sur C, elle est bornée sur ts P C, ℜpsq P r0, 1s, ℑpsq P r´1, 1su : on a
donc fpsq “ Opeπ|y|q pour tout s “ x` iy tel que 0 ď x ď 1. Par 1-périodicité de f , c’est vrai pour
tout s P C. Il en résulte que F pzq “ O

`
|z|´1{2 ˘ quand |z| Ñ 0 (ce qui implique que F se prolonge

en une fonction holomorphe sur C), et que F pzq “ Op
a

|z|q quand |z| Ñ 8, ce qui implique qu’elle
est constante (avec les majorations de Cauchy des coefficients 9). Comme Γpsq „ 1

s
quand s Ñ 0

et Γp1q “ 1, on a fpsq „ sinpπsq
s

ÝÑ
sÑ0

π, et f “ π.

Avec s “ 1
2
, la formule donne Γ

`
1
2

˘2 “ π, et donc Γ
`
1
2

˘
“ ?

π vu que Γpxq ą 0 pour x P Rą0. La
formule implique aussi que Γ ne s’annule pas.
(4) Considérons la fonction

gpsq “ 2s´1Γ
`
s
2

˘
Γ
`
s`1
2

˘

Γpsq

Les pôles du numérateur et du dénominateurs sont les mêmes, tous simples. Il en résulte que g est
holomorphe sur C, sans pôles ni zéros. On a

gps` 1q “ 2sΓ
`
s`1
2

˘
Γ
`
s
2

` 1
˘

Γps` 1q “ 2s s
2
Γ
`
s
2

˘
Γ
`
s`1
2

` 1
˘

sΓpsq “ gpsq

en vertu de (1), et g est 1-périodique. Il existe donc une fonction holomorphe G définie sur Cˆ

telle que gpsq “ Gpe2iπsq. D’après (3), on peut écrire

gpsq “ 2s´1Γ
`
s
2

˘
Γ
`
s`1
2

˘
Γp1 ´ sq sinpπsq
π

Si s “ x ` iy avec 0 ď x ď 1 et |y| ě 1, on a
ˇ̌
Γ
`
s
2

˘ˇ̌
ď M ,

ˇ̌
Γ
`
s`1
2

˘ˇ̌
ď M , |Γp1 ´ sq| ď M ,

|sinpπsq| ď eπ|y|, de sorte que |gpsq| ď M3

2π
|2s| eπ|y| “ Opeπ|y|q (car |2s| “ 2x ď 2). Comme en (3),

cela implique que g est constante. Comme gp1q “ Γ
`
1
2

˘
“ ?

π, on a g “ ?
π. �

Définition 5.3.3. La constante d’Euler est le nombre

γ “
8ÿ

k“1

´1
k

´ ln
´
1 ` 1

k

¯¯
“ lim
nÑ8

´ nÿ

k“1

1

k
´ lnpnq

¯
« 0.5772156649

Remarque 5.3.4. On ignore si γ est un nombre rationnel ou non.

9. Pour r P Rą0, on a
ˇ̌
F pkqp0q

ˇ̌
ď k!

rk
max
|z|“r

|F pzq| “ Opr1{2´kq donc F pkqp0q “ 0 pour tout k P Ną0 en faisant

tendre r vers `8 : on a F “ F p0q.
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Proposition 5.3.5. (1) (Stirling). Pour x P Rą0, on a Γpxq „
`
x
e

˘x?
2πx quand x Ñ 8.

(2) (Schlömilch) La fonction 1
Γpzq , holomorphe sur C (cf proposition 5.3.2 (4)), a pour

factorisation de Weierstrass

1

Γpzq “ zeγz
8ź

n“1

`
1 ` z

n

˘
e´ z

n

et Γ1p1q “ ´γ.

Démonstration. (1) On fait le changement de variable t “ x ` u
?
x : on a t P Rě0 ô u ě ´?

x.
On a alors

Γpxq “
ż 8

´?
x

px` u
?
xqxe´x´u?

x
?
x du “

´x
e

¯x?
xI?

x

avec Iy “
ş8

´y fypuqdu où fypuq “
`
1 ` u

y

˘y2
e´yu “ exp

`
y2 ln

`
1 ` u

y

˘
´ yu

˘
. Quand y Ñ 8, on a

ln
`
1` u

y

˘
“ u

y
´ u2

2y2
`O

`
1
y3

˘
, donc y2 ln

`
1` u

y

˘
´yu “ ´u2

2
`O

`
1
y

˘
, de sorte que lim

yÑ8
fypuq “ e´ u2

2 .

Supposons y ě 1. Si u Ps ´ y, 0s, on a α “ u
y

Ps ´1, 0s, donc lnp1`αq ď α´ α2

2
(petit calcul), donc

y2 ln
`
1` u

y

˘
´ yu ď ´u2

2
et 0 ă fypuq ď e´ u2

2 . Si u ě 0, on a 10 y2 ln
`
1` u

y

˘
´ yu ď lnp1`uq ´u,

soit 0 ă fypuq ď p1`uqe´u. On peut donc appliquer le théorème de convergence dominée : on a 11

lim
yÑ8

Iy “
ż 8

´8
e´ u2

2 du “
?
2π

ce qui achève la preuve.
(2) Soit z P C tel que ℜpsq ą 0. On a Γpzq “ lim

nÑ8

şn
0
tz´1

`
1 ´ t

n

˘n
dt par convergence dominée

(car 0 ď
`
1 ´ t

n

˘n ď e´ t
n pour tout t P r0, ns, et lim

nÑ8

`
1 ´ t

n

˘n “ e´ t
n ). En intégrant par parties,

on a
ż n

0

tz´1
`
1 ´ t

n

˘n
dt “

”
tz

z

`
1 ´ t

n

˘nın
0loooooooomoooooooon

“0

` 1
z

ż n

0

tz
`
1 ´ t

n

˘n´1
dt

“ 1
z

”
tz`1

z`1

`
1 ´ t

n

˘n´1
ın
0looooooooooomooooooooooon

“0

` 1
zpz`1q

n´1
n

ż n

0

tz`1
`
1 ´ t

n

˘n´2
dt

“ ¨ ¨ ¨ “ 1
zpz`1q¨¨¨pz`n´1q

pn´1q!
nn´1

ż n

0

tz`n´1 dt “ 1
zpz`1q¨¨¨pz`n´1q

pn´1q!
nn´1

nz`n

z`n

De sorte que

Γpzq “ lim
nÑ8

n!nz

zpz ` 1q ¨ ¨ ¨ pz ` nq
(formule d’Euler). En inversant, il vient

1

Γpzq “ lim
nÑ8

n´zz
`
1 ` z

1

˘`
1 ` z

2

˘
¨ ¨ ¨

`
1 ` z

n

˘

“ lim
nÑ8

ze´z lnpnq`
řn

k“1
z
k

nź

k“1

`
1 ` z

k

˘
e´ z

k

“ zeγz
8ź

k“1

`
1 ` z

k

˘
e´ z

k

10. Si gypuq “ lnp1`uq`py´1qu´y2 ln
`
1` u

y

˘
, on a g1

ypuq “ 1

1`u
`y´1´ y2

y`u
, donc g2

ypuq “ y2

py`uq2 ´ 1

p1`uq2 ě 0

parce que y ě 1 et u ě 0. Cela implique que g1
y est croissante sur Rě0, et comme g1

yp0q “ 0, on a gy croissante sur
Rě0 : comme gyp0q “ 0, on a bien gypuq ě 0 pour tout u ě 0.

11. Soit J “
ş8
0

e´t2 dt : on a
ş8

´8 e´ u2

2 du “ 2
?
2J . D’après le théorème de Fubini et en passant en coordonnées

polaires, on a J2 “
ş
R2

ě0
e´px2`y2q

dx dy “
ş π

2
θ“0

ş8
r“0

e´r2r dr dθ, de sorte que J2 “ π
4
, soit J “

?
π

2
.
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En prenant la dérivée logarithmique, on en déduit

´Γ1pzq
Γpzq “ 1

z
` γ `

8ÿ

k“1

´ 1

k ` z
´ 1

k

¯

Évaluée en 1, cette égalité implique Γ1p1q “ ´γ (car Γp1q “ 1). �

5.4. La fonction Zêta de Riemann. Rappelons que la fonction zêta de Riemann est la série de
Dirichelet définie par

ζpsq “
8ÿ

n“1

1

ns

elle converge absolument pour ℜpsq ą 1. Comme lim
xÑ1`

ζpxq “ `8, son abscisse de convergence et

son abscisse de convergence absolue sont égales à 1. Rappelons en outre que ζ admet le produit
eulérien

ζpsq “
ź

pPP

p1 ´ p´sq´1

et que ζpsq ‰ 0 pour tout s P C tel que ℜpsq ą 1.

Lemme 5.4.1. (formule sommatoire d’Abel). Soient panqnPNą0
P C

Ną0 et f : r1,`8rÑ C de
classe C 1. Pour x P r1,`8r, on pose Apxq “ ř

1ďnďx
an. Alors pour tout x P r1,`8r, on a

ÿ

1ďnďx
anfpnq “ Apxqfpxq ´

ż x

1

Aptqf 1ptqdt

Démonstration. On a

ÿ

1ďnďx
anfpnq “

ÿ

1ďnďx
pApnq ´Apn ´ 1qqfpnq “

txuÿ

n“1

Apnqfpnq ´
txuÿ

n“1

Apn´ 1qfpnq

“ Aptxuqfptxuq ´
txu´1ÿ

n“1

Apnqpfpn ` 1q ´ fpnqq

“ Aptxuqfptxuq ´
txu´1ÿ

n“1

ż n`1

n

Aptqf 1ptqdt

“ Aptxuqfptxuq ´
ż txu

1

Aptqf 1ptqdt “ Apxqfpxq ´
ż x

1

Aptqf 1ptqdt

�

Proposition 5.4.2. La fonction ζ admet un prolongement méromorphe au demi-plan ts P
C, ℜpsq ą 0u, avec un unique pôle d’ordre 1 en 1.

Démonstration. Si t P R, on note ttu P Z sa partie entière et ttu “ t ´ ttu P r0, 1r sa partie
fractionnaire. La formule sommatoire d’Abel (avec an “ 1 pour tout n P Ną0 et fptq “ t´s)
montre que

Nÿ

n“1

1

ns
“ 1

Ns´1
` s

ż N

1

ttu

ts`1
dt “ 1

Ns´1
` s

ż N

1

dt

ts
´ s

ż N

1

ttu
ts`1

dt

“ 1

p1 ´ sqNs´1
` s

1 ´ s
´ s

ż N

1

ttu
ts`1

dt

Si σ “ ℜpsq ą 1, on a lim
NÑ8

Nσ´1 “ 0, ce qui implique

ζpsq “ s

s´ 1
´ s

ż 8

1

ttu
ts`1

dt “ 1

s´ 1
` 1 ´ s

ż 8

1

ttu
ts`1

dt
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Comme
ˇ̌
ˇ ttu
ts`1

ˇ̌
ˇ ď 1

tσ`1 , l’intégrale
ş8
1

ttu
ts`1 dt converge absolument si σ ą 0. Il en résulte que l’ap-

plication

s ÞÑ ζpsq ´ 1

s´ 1
“ 1 ´ s

ż 8

1

ttu
ts`1

dt

est holomorphe sur ts P C, ℜpsq ą 0u, et donc que ζ admet un prolongement méromorphe sur ce
demi-plan, avec un unique pôle d’ordre 1 en 1. �

Corollaire 5.4.3. Si t P Rě1, on a
ř
pPP

kě2

p´kt ď 1 et

ÿ

pPP

p´t „ ´ lnpt´ 1q

lorsque t Ñ 1`.

Démonstration. Pour t ě 1, on a
ř
kě2

p´kt “ p´2t

1´p´t “ 1
ptppt´1q ď 1

ppp´1q , de sorte que

ÿ

pPP

kě2

p´kt ď
ÿ

pPP

1

ppp´ 1q ď
8ÿ

n“2

1

npn´ 1q “ 1

Comme ζptq “ ś
pPP

p1 ´ p´tq´1, on a

lnpζptqq “
ÿ

pPP

´ lnp1 ´ p´tq “
ÿ

pPP

ˆ 8ÿ

k“1

1

kpkt

˙
“

ÿ

pPP

p´t `Rptq

avec Rptq “ ř
pPP

ˆ 8ř
k“2

1
kpkt

˙
. Comme 0 ď Rptq ď ř

pPP

ˆ 8ř
k“2

1
pkt

˙
P r0, 1s, et comme lnpζptqq „

´ lnpt´ 1q d’après la proposition 5.4.2, on a bien l’équivalent annoncé. �

Théorème 5.4.4. (Riemann)
(1) La fonction ζ admet un prolongement méromorphe à C, avec un unique pôle en 1.

(2) Si Ipsq “ Γp s
2

qζpsq
π

s
2

, on a l’équation fonctionnelle :

Ipsq “ Ip1 ´ sq

Démonstration. (1) Soient s P C tel que ℜpsq ą 1 et n P Ną0. On a Γpsq
ns “

ş8
0
ts´1e´nt dt par

changement de variables, et donc Γpsqζpsq “
ş8
0
ts´1 dt
et´1

en sommant sur n. On fixe la détermination
principale du logarithme sur C zRě0 telle que ℑplnpzqq P r0, 2πr et on pose

Jpsq “
ż

Hr,ε

zs´1 dz

ez ´ 1

où Hr,ε est le contour suivant 12 :

12. Appelé contour de Hankel.
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où l’arc de cercle est de rayon r Ps0, 2πr et les demi-droites horizontales sont situés à ℑpzq P t˘εu.
Lorsque r et ε varient, on reste dans une région du plan où la fonction que l’on intègre est
holomorphe : l’intégrale Jpsq ne dépend ni de r, ni de ε, et est holomorphe en s P C.
On coupe l’intégrale en trois et on fait tendre ε vers 0 :

Jpsq “
ż

|z|“r

zs´1 dz

ez ´ 1
`
`
e2iπps´1q ´ 1

˘ ż 8

r

ts´1 dt

et ´ 1

Comme la première intégrale est un O
`
rℜpsq´1

˘
, on en déduit que

(˚) Jpsq “
`
e2iπs ´ 1

˘
Γpsqζpsq

pour tout s P C tel que ℜpsq ą 1. Comme la fonction Γ admet un prolongement méromorphe à C

(proposition 5.3.2 (2)), sans zéro, la fonction ζ admet elle aussi un prolongement méromorphe à
C, et l’égalité (˚) est valable sur C.
Si s est un pôle de ζ avec ℜpsq ď 0, on a

`
e2iπs ´ 1

˘
Γpsq “ 0, donc e2iπs “ 1 puisque Γ n’a pas de

zéros (cf proposition 5.3.2 (4)), de sorte que s “ ´n avec n P N. Mais comme Γ a un pôle simple
et s ÞÑ e2iπs ´ 1 un zéro simple en ´n, on a

`
e2iπs ´ 1

˘
Γpsq ‰ 0 pour s “ ´n, de sorte que ζ n’a

pas de pôle sur ts P C, ℜpsq ď 0u. Joint à la proposition 5.4.2, cela montre que ζ n’a qu’un seul
pôle, simple, en s “ 1.

(2) Par prolongement analytique, il suffit de prouver l’égalité pour ℜpsq ă 0. Considérons le
contour Cr,k,ε

où le petit (resp. grand) arc de cercle a pour rayon r Ps0, 2πr (resp. p2k ` 1qπ avec k P Ną0) et
les segments horizontaux ont pour ordonnée ˘ε. La fonction z ÞÑ zs´1

ez´1
est méromorphe sur C, de

pôles 2inπ avec n P Z. D’après le théorème des résidus, on a donc

1

2iπ

ż

Cr,k,ε

zs´1 dz

ez ´ 1
“

ÿ

1ď|n|ďk
p2inπqs´1

Comme p´1qs´1 “ eiπps´1q, on a
ř

1ď|n|ďk
p2inπqs´1 “ p2iπqs´1p1 ´ eiπsq

kř
n“1

ns´1. On a donc

lim
kÑ8

ş
Cr,k,ε

zs´1 dz
ez´1

“ p2iπqsp1 ´ eiπsqζp1 ´ sq. Notons Ck,ε le grand arc de cercle. On a alors

ż

Cr,k,ε

zs´1 dz

ez ´ 1
“ ´Jpsq ` op1q `

ż

Ck,ε

zs´1 dz

ez ´ 1

où Jpsq est l’intégrale considérée en (1) (le signe provenant du fait que le contour est parcouru dans
le sens inverse), et le op1q la contribution des demi-droites privées des segments horizontaux de
Cr,k,ε. Comme |ez ´ 1| ě 1

4
pour tout z P Ck,ε (lemme 5.4.5), on a

ş
Ck,ε

zs´1 dz
ez´1

“ O
`
kℜpsq´1

˘
“ op1q

(car ℜpsq ă 0). Il en résulte que lim
kÑ8

ş
Cr,k,ε

zs´1 dz
ez´1

“ ´Jpsq “ ´
`
e2iπs ´ 1

˘
Γpsqζpsq d’après (˚),

donc p2iπqsp1 ´ eiπsqζp1 ´ sq “ ´
`
e2iπs ´ 1

˘
Γpsqζpsq, i.e. p2iπqsζp1 ´ sq “

`
1 ` eiπs

˘
Γpsqζpsq, de

sorte que

Ip1 ´ sq “ Γ
`
1´s
2

˘
ζp1 ´ sq

π
1´s
2

“ Γ
`
1´s
2

˘`
1 ` eiπs

˘
Γpsqζpsq

p2iπqsπ 1´s
2

“ Γ
`
1´s
2

˘`
1 ` eiπs

˘
Γpsqπ s

2 Ipsq
p2iπqsπ 1´s

2 Γ
`
s
2

˘
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Avec la détermination principale du logarithme choisie, on a is “ ei
π
2
s, de sorte que

Ip1 ´ sq “ Γ
`
1´s
2

˘`
ei

π
2
s ` e´iπ

2
s
˘
ΓpsqIpsq

2s
?
πΓ

`
s
2

˘ “ Γ
`
1´s
2

˘
cos

`
π
2
s
˘
Γ
`
s`1
2

˘
Ipsq

π

(cf proposition 5.3.2 (4)). Mais d’après la proposition 5.3.2 (3), on a

Γ
`
1´s
2

˘
Γ
`
s`1
2

˘
“ π

sin
`
π s`1

2

˘ “ π

cos
`
π s

2

˘

de sorte que Ip1 ´ sq “ Ipsq. �

Lemme 5.4.5. Si k P Ną0, on a p@z P Cq |z| “ p2k ` 1qπ ñ |ez ´ 1| ą 1
4
.

Démonstration. Raisonnons par l’absurde : soient r P
‰
0, 1

4

‰
et z “ x`iy P Ck tels que |ez ´ 1| ă r.

Il existe θ P R tel que ez ´ 1 “ reiθ , i.e. ex cospyq ` iex sinpyq ´ 1 “ r cospθq ` ir sinpθq, soit
#
ex cospyq “ 1 ` r cospθq
ex sinpyq “ r sinpθq

On a donc 1´r ď ex cospyq ď 1`r et |ex sinpyq| ď r, d’où |tanpyq| ď r
1´r ď 2r. Comme cospyq ě 0,

on a y P
“

´ π
2
, π
2

‰
` 2πZ : il existe m P Z tel que y0 “ y ´ 2mπ P

“
´ π

2
, π
2

‰
. Comme en outre

|tanpy0q| ď 2r, on a |y0| ď 2r, de sorte que |sinpyq| ď 2r et
?
1 ´ 4r2 ď cospyq ď 1. Comme

1 ´ r ď ex cospyq ď 1 ` r, on a donc 1 ´ r ď ex ď 1`r?
1´4r2

, soit encore 3
4

ď ex ď 5

2
?
3
, et donc

´π ă ln
`
3
4

˘
ď x ď ln

`
5

2
?
3

˘
ă π. On a donc x2 ă π2 : comme x2 ` y2 “ p2k ` 1q2π2, on a donc`

2k ` 1
2

q2π2 ă pp2k ` 1q2 ´ 1qπ2 ă y2 ď p2k ` 1q2π2 (la première inégalité parce que k ě 1), soit
2kπ ` π

2
ă y ď p2k ` 1qπ, donc |y ´ p2k ` 1qπ| ă π

2
. Mais on a y “ 2mπ ` y0 avec |y0| ă π

2
, on a

aussi |y ´ 2mπ| ă π
2

: contradiction. �

Remarque 5.4.6. Au cours de la preuve du théorème 5.4.4, on a montré l’égalité p2iπqsζp1´ sq “`
1 ` eiπs

˘
Γpsqζpsq, soit encore

ζp1 ´ sq “ 2
p2πqs cos

`
πs
2

˘
Γpsqζpsq

qui est une reformulation de l’équation fonctionnelle (moins symétrique que celle du théorème
5.4.4).

Corollaire 5.4.7. Les zéros de ζpsq dans ts P C, ℜpsq ă 0u sont ´2Ną0 “ t´2,´4, . . .u (on les
appelle les zéros triviaux). Les autres appartiennent à ts P C, 0 ď ℜpsq ď 1u.

Démonstration. La fonction Γ
`
s
2

˘
n’a ni zéro ni pôle sur ts P C,ℜpsq ą 1u (proposition 5.3.2).

Il en est de même de ζpsq (cela se voit sur le produit eulérien, absolument convergent sur ts P
C,ℜpsq ą 1u), donc de Ipsq. Comme Ipsq “ Ip1 ´ sq, la fonction Ipsq n’a ni zéro ni pôle sur
ts P C,ℜpsq ă 0u. Sur ce domaine, la fonction Γ

`
s
2

˘
a pour pôles ´2Ną0, tous simples : ce sont

donc les zéros de la fonction ζpsq sur ts P C,ℜpsq ă 0u, et ils sont tous simples. �

Définition 5.4.8. D’après ce qui précède, la fonction Ipsq a 0 et 1 pour deux seuls pôles, qui
sont simples. Si

ξpsq “ sps ´ 1q
2

Ipsq
alors ξpsq est holomorphe sur C, vérifie ξp1 ´ sq “ ξpsq, et ses zéros sont précisément les zéros
non triviaux de la fonction ζpsq (ils appartiennent donc à la bande ts P C, 0 ď ℜpsq ď 1u privée
de 0 et 1). On pose aussi

Ξpsq “ ξ
`
1
2

` is
˘

C’est une fonction holomorphe telle que Ξp´sq “ Ξpsq.

Remarque 5.4.9. (Hypothèse de Riemann) Les zéros non triviaux de ζpsq (i.e. les zéros de
ξpsq) sont situés sur la droite ℜpsq “ 1

2
(ce qui équivaut à dire que les zéros de Ξ sont tous réels).

La localisation des zéros de la fonction ζpsq a de nombreuses conséquences, notamment sur la
répartition des nombres premiers (voir plus bas).
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La fonction z
ez´1

est développable en série entière au voisinage de 0 : il existe donc des nombres
pBnqnPN tels que

z

ez ´ 1
“

8ÿ

n“0

Bnz
n

n!

Définition 5.4.10. Le nombre Bn s’appelle le n-ième nombre de Bernoulli.

Corollaire 5.4.11. (1) On a Bn P Q pour tout n P N et B2n`1 “ 0 pour tout n P Ną0.
(2) Pour n P N, on a a ζp´nq “ p´1qnBn`1

n`1
.

(3) On a ζp2nq “ ´ p2iπq2n
2p2nq! B2n P π2nQˆ pour tout n P Ną0.

a. On retrouve le fait que ζp´2kq “ 0 pour tout k P Ną0.

Démonstration. (1) La fonction z ÞÑ z
ez´1

est méromorphe sur C, de pôles 2iπn pour n P Z zt0u :
elle admet bien un développement en série entière au voisinage de 0 : soit R son rayon de conver-

gence. On a ez´1
z

“
`8ř
k“0

zk

pk`1q! , donc

nÿ

k“0

Bk

k!pn´k`1q! “
#
1 si n “ 0

0 si n ą 0

ce qui implique B0 “ 1 et pn ` 1qBn “ ´
řn´1

k“0

`
n`1
k

˘
Bk pour n ą 0. Une récurrence immédiate

implique que Bn P Q pour tout n P N, et la formule précédente permet de calculer les Bn de
proche en proche :

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Bn 1 ´ 1
2

1
6

0 ´ 1
30

0 1
42

0 ´ 1
30

0 5
66

Pour x Ps ´ R,Rr, on a x
ex´1

` x
2

“ x
2
ex`1
ex´1

“ x
2
ex{2`e´x{2

ex{2´e´x{2 “ x
2

coshpx{2q
sinhpx{2q , ce qui implique que la

fonction x ÞÑ x
ex´1

` x
2

“ 1 ` ř8
k“2

Bk

k!
xk est paire : on a B2n`1 “ 0 dès que n P Ną0.

(2) On reprend les notations de la preuve du théorème 5.4.4 (1). On a sΓpsq “ Γps ` 1q, donc
Γpsq “ Γps`n`1q

sps`1q¨¨¨ps`nq . Comme lim
sÑ´n

e2iπs´1
s`n “ 2iπ (c’est la dérivée de s ÞÑ e2iπs en ´n), on a

lim
sÑ´n

pe2iπs ´ 1qΓpsq “ 2iπ
Γp1q

p´1qnn! “ 2iπ
p´1qnn! . Par ailleurs, on a fnpzq :“ z´n´1

ez´1
“

`8ř
k“0

zk´n´2Bk

k!
au

voisinage de 0 : le résidu de fn en 0 est Bn`1

pn`1q! . Comme 0 est le seul pôle de fn dans le domaine

délimité par Hr,ε, le théorème des résidus implique que Jp´nq “
ş
Hr,ε

z´n´1

es´1
dz “ 2iπ

Bn`1

pn`1q! . Avec
ce qui précède, on a donc

2iπ
p´1qnn!ζp´nq “ lim

sÑ´n

`
e2iπs ´ 1

˘
Γpsqζpsq “ 2iπ

Bn`1

pn`1q!

i.e. ζp´nq “ p´1qn Bn`1

n`1
(en particulier, ζp´nq “ 0 pour n ą 0 pair).

(3) L’équation fonctionnelle Ipsq “ Ip1 ´ sq appliquée en s “ 2n ą 0 donne π´nΓpnqζp2nq “
πn´ 1

2Γ
`
1
2

´n
˘
ζp1´2nq. On a Γpnq “ pn´1q! et ζp1´2nq “ ´B2n

2n
en vertu de ce qui précède. Par

ailleurs, on a Γ
`
1
2

´ n
˘

“ Γ

`
1
2

˘
`
1
2

´n
˘`

1
2

´n`1

˘
¨¨¨
`

´1
2

˘ “ 2n
?
π

p´1qn1.3.5.¨¨¨ .p2n´1q “ p´1qn4nn!?π
p2nq! “ p2iq2nn!?π

p2nq!

(cf proposition 5.3.2 (4)). On a donc π´npn ´ 1q!ζp2nq “ ´πn´ 1
2

p2iq2nn!?π
p2nq!

B2n

2n
soit ζp2nq “

´ p2iπq2n
2p2nq! B2n. �

Corollaire 5.4.12. Au voisinage de 1, on a ζpsq “ 1
s´1

` γ ` Op|s´ 1|q, et ζ1psq
ζpsq “ ´ 1

s´1
´ γ `

Op|s´ 1|q. On a en outre ζ1p0q
ζp0q “ lnp2πq et ζ 1p0q “ ´ lnp2πq

2
.
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Démonstration. Rappelons que ζpsq “ 1
s´1

`1´ s
ş8
0

ttudt

ts`1 (cf preuve de la proposition 5.4.2). On
a donc

lim
sÑ1

`
ζpsq ´ 1

s´1

˘
“ 1 ´

ż 8

0

ttu dt
t2

“ 1 ´ lim
nÑ8

ż n

0

ttu dt
t2

“ 1 ´ lim
nÑ8

n´1ÿ

k“0

t ´ k

t2
dt “ 1 ´ lim

nÑ8

´
lnpnq ´

nÿ

k“1

1
k

¯
“ γ

Il en résulte que ζpsq “ 1
s´1

` γ `
8ř
n“1

anps´ 1qn “ 1
s´1

`
1 ` γps´ 1q ` Op|s ´ 1|2q

˘
. En dérivant,

il vient ζ 1psq “ ´ 1
ps´1q2 `

8ř
n“1

anps ´ 1qn´1 “ ´ 1
ps´1q2 ` Op1q. Il en résulte que

ζ 1psq
ζpsq “

´
´ 1

ps ´ 1q2 ` Op1q
¯

ps ´ 1q
`
1 ´ γps ´ 1q ` Op|s ´ 1|2q

˘
“ ´ 1

s´ 1
´ γ ` Op|s´ 1|q

On prend la dérivée logarithmique de l’équation fonctionnelle de la remarque 5.4.6 : on a

´ζ 1p1 ´ sq
ζp1 ´ sq “ ´ lnp2πq ´ π

2
tan

´πs
2

¯
` Γ1psq

Γpsq ` ζ 1psq
ζpsq

Comme π
2
tan

`
πs
2

˘
“ ´π

2

cos

`
πps´1q

2

˘

sin

`
πps´1q

2

˘ “ ´ 1
s´1

` Op|s ´ 1|q, on en déduit que

´ζ 1p1 ´ sq
ζp1 ´ sq “ ´ lnp2πq ` γ ` Γ1psq

Γpsq ` Op|s ´ 1|q

Mais Γ1p1q
Γp1q “ ´γ (cf proposition 5.3.5 (2)), il vient donc ζ1p0q

ζp0q “ lnp2πq en faisant tendre s vers 1.

Comme ζp0q “ ´ 1
2
, on a bien ζ 1p0q “ ´ lnp2πq

2
. �

Lemme 5.4.13. Les fonctions ξpsq et Ξpsq sont d’ordre 1. En outre, il y a une infinité de zéros
non triviaux.

Démonstration. Si σ :“ ℜpsq ą 0, on a ζpsq “ 1
s´1

` 1 ´ s
ş8
1

ttu
ts`1 dt : si σ ě 1

2
, on a donc

|ζpsq| “ Op1q ` O
´

|s|
ş8
1

dt
t3{2

¯
“ Op|s|q (cf preuve de la proposition 5.4.2). Par ailleurs, on a

ˇ̌
Γ
`
s
2

˘ˇ̌
“

ˇ̌ş8
0
e´tt

s
2

´1 dt
ˇ̌

ď Γ
`
σ
2

˘
. D’après la formule de Stirling (cf proposition 5.3.5), on a

Γ
`
σ
2

˘
“ O

`
exp

`
σ
2
ln
`
σ
2e

˘˘?
πσ

˘
“ O

`
exp

`σ lnpσq
2

˘˘
, ce qui implique que

|ξpsq| “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
sps´ 1q

2

Γ
`
s
2

˘
ζpsq

π
s
2

ˇ̌
ˇ̌
ˇ “ O

`
exp

`
σ
2
lnpσq

˘
|s|3

˘

“ O
`
exp

` |s|
2
lnp|s|q

˘
|s|3

˘
“ O

`
exp

`
|s| lnp|s|q

˘˘

(parce que
ˇ̌
π´ s

2

ˇ̌
“ exp

`
´ ℜpsq lnpπq

2

˘
ď e´ lnpπq

4 “ Op1q vu que σ ě 1
2
, et σ ď |s|). Il en résulte

que lnp|ξpsq|q ď |s| lnp|s|q ` Op1q, et lnplnp|ξpsq|qq ď lnp|s|q ` lnplnp|s|qq ` Op1q, de sorte que
lnplnp|ξpsq|qq

lnp|s|q ď 1 ` op1q, ce qui implique ρξ ď 1. Il y a égalité parce que lim
xÑ8

ζpxq “ 1, de sorte que

ξpxq „ x2

2π
x
2
Γ
`
x
2

˘
, i.e. ξpxq „ x2

2

`
x

2eπ

˘ x
2

?
πx, donc lnpξpxqq „ 5

2
lnpxq ` x

2
ln
`
x

2eπ

˘
` lnpπq

2
´ lnp2q

i.e. lnpξpxqq „ x
2
lnpxq, si bien que lnplnpξpxqqq „ lnpxq.

Le fait que Ξpsq est d’ordre 1 en résulte. Par ailleurs, la fonction Ξpsq étant paire, il existe f
holomorphe sur C telle que Ξpsq “ fps2q. On a alors ρf “ 1

2
, ce qui implique que fpsq a une

infinité de zéros (corollaire 5.2.3) : il en est donc de même de Ξpsq et de ξpsq. Comme les zéros de
ξpsq sont précisément les zéros non triviaux de la fonction ζpsq, il y en a une infinité. �

Dans tout ce qui suit, on note Z l’ensemble des zéros non triviaux de ζpsq. On vient de voir que
Z est infini.
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Proposition 5.4.14. (Produit de Hadamard de ζpsq). On a

ζpsq “ ebs

2ps ´ 1qΓ
`
s
2

` 1
˘
ź

ρPZ

´
1 ´ s

ρ

¯
e

s
ρ “ epb` γ

2
qs

2ps´ 1q
ź

ρP´2Ną0 YZ

´
1 ´ s

ρ

¯
e

s
ρ

avec b “ lnp2πq ´ 1 ´ γ
2
.

Démonstration. Comme ξpsq est holomorphe d’ordre 1 (cf lemme 5.4.13) et ξp0q “ 1
2
, le théorème

5.2.1 implique qu’il existe b0 P C tel que

ξpsq “ eb0s

2

ź

ρPZ

´
1 ´ s

ρ

¯
e

s
ρ

Comme ξpsq “ sps´1q
2π

s
2

Γ
`
s
2

˘
ζpsq “ s´1

π
s
2
Γ
`
s
2

` 1
˘
ζpsq, on a donc (cf proposition 5.3.5 (2))

ζpsq “ 2π
s
2

sps´ 1qΓ
`
s
2

˘ξpsq “ epb0` lnpπq`γ

2
qs

2ps´ 1q

˜
8ź

n“1

´
1 ` s

2n

¯
e´ s

2n

¸˜ź

ρPZ

´
1 ´ s

ρ

¯
e

s
ρ

¸

“ π
s
2

ps´ 1qΓ
`
s
2

` 1
˘ξpsq “ ebs

2ps ´ 1qΓ
`
s
2

` 1
˘
ź

ρPZ

´
1 ´ s

ρ

¯
e

s
ρ

avec b “ b0 ` lnpπq
2

. En prenant la dérivée logarithmique, on a

ζ 1psq
ζpsq “ b´ 1

s´ 1
´ Γ1` s

2
` 1

˘

2Γ
`
s
2

` 1
˘ `

ÿ

ρPZ

´ 1

s´ ρ
` 1

ρ

¯

En s “ 0, on tire ζ1p0q
ζp0q “ b` 1 ´ Γ1p1q

2Γp1q , i.e. b “ lnp2πq ´ 1 ´ γ
2

(cf corollaire 5.4.12 et proposition
5.3.5 (2)). �

Remarque 5.4.15. Outre l’hypothèse de Riemann, de nombreuses questions restent ouvertes
concernant la fonction ζpsq. Par exemple, on conjecture que tζp2n ` 1qunPNą0

est algébrique-
ment indépendante sur Qpπq. Actuellement, on sait seulement que ζp3q est irrationnel (Apéry,
1978), qu’il existe une infinité de ζp2n ` 1q irrationnels (Rivoal, 2000), et que l’un parmi ζp5q,
ζp7q, ζp9q et ζp11q est irrationnel (Zudilin, 2001).

5.4.16. Le théorème des nombres premiers.

Définition 5.4.17. (1) La fonction de comptage des nombres premiers est

π : r2,`8r Ñ N

x ÞÑ #tp P P, p ď xu
(2) La fonction d’écart logarithmique intégrale est

Li: r2,`8r Ñ R

x ÞÑ
ż x

2

dt

lnptq
(3) La fonction de Tchebychev est

ψ : r2,`8r Ñ R

x ÞÑ
ÿ

pPP

mPNą0

pmďx

lnppq

Théorème 5.4.18. (des nombres premiers). On a πpsq „ x
lnpxq quand x Ñ `8, i.e.

lim
xÑ8

πpxq lnpxq
x

“ 1.
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Remarque 5.4.19. Ce théorème a été conjecturé par Gauss et Legendre vers 1790, et démontré
indépendamment par Hadamard 13 et de la Vallée-Poussin en 1896 sous la forme plus précise
suivante : il existe une constante c ą 0 telle que

πpxq “ Lipxq ` O
´
x exp

´
´
b

lnpxq
2c

¯¯

L’hypothèse de Riemann implique l’approximation optimale suivante :

πpxq “ Lipxq ` Op
?
x lnpxqq

Lemme 5.4.20. Soient σ P Rą0 et u P R. On a

1

2iπ

ż

ℜpsq“σ

eus

s
ds “

$
’&
’%

1 si u ą 0
1
2

si u “ 0

0 si u ă 0

Démonstration. Supposons u ą 0 : pour a, h P Rą0, soit Ra,h le contour rectangulaire de sommets
´a˘ ih et σ ˘ ih (parcouru dans le sens trigonométrique). D’après le théorème des résidus, on a
1

2iπ

ş
Ra,h

eus

s
ds “ 1, donc

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
1

2iπ

ż σ`ih

σ´ih

eus

s
ds´ 1

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

ż h

´h

ˇ̌
ˇ̌ eup´a`itq

2πp´a` itq

ˇ̌
ˇ̌dt`

ż σ

´a

ˇ̌
ˇ̌ eupt`ihq

2πpt ` ihq

ˇ̌
ˇ̌ dt`

ż σ

´a

ˇ̌
ˇ̌ eupt´ihq

2πpt´ ihq

ˇ̌
ˇ̌ dt

ď
ż h

´h

e´au

2aπ
dt` 2

ż σ

´a

eut

2hπ
dt “ he´au

aπ
` euσ ´ e´au

uhπ

de sorte que
ˇ̌
ˇ 1
2iπ

şσ`ih
σ´ih

eus

s
ds ´ 1

ˇ̌
ˇ ď euσ

uhπ
en faisant tendre a vers `8. On obtient la première

égalité en faisant tendre h vers `8.
Supposons u ă 0 : pour a, h P Rą0 avec a ą σ, soit R1

a,h le contour rectangulaire de sommets

a˘ ih et σ ˘ ih. D’après le théorème des résidus, on a 1
2iπ

ş
Ra,h

eus

s
ds “ 0, donc

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
1

2iπ

ż σ`ih

σ´ih

eus

s
ds

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

ż h

´h

ˇ̌
ˇ̌ e

upa`itq

2πpa` itq

ˇ̌
ˇ̌ dt`

ż a

σ

ˇ̌
ˇ̌ eupt`ihq

2πpt` ihq

ˇ̌
ˇ̌ dt`

ż a

σ

ˇ̌
ˇ̌ eupt´ihq

2πpt´ ihq

ˇ̌
ˇ̌ dt

ď
ż h

´h

eau

2aπ
dt ` 2

ż a

σ

eut

2hπ
dt “ heau

aπ
` eau ´ e´σu

uhπ

de sorte que
ˇ̌
ˇ 1
2iπ

şσ`ih
σ´ih

eus

s
ds
ˇ̌
ˇ ď eσu

uhπ
en faisant tendre a vers `8. On obtient la troisième égalité

en faisant tendre h vers `8.
Dans le cas u “ 0, on a

1

2iπ

ż

ℜpsq“σ

ds

s
“ 1

2iπ

ż 8

´8

i dt

σ ` it
“ 1

2π

ż 8

´8

pσ ´ itqdt
σ2 ` t2

“ 1

2

�

Lemme 5.4.21. Le théorème des nombres premiers équivaut à ψpsq „ x quand x Ñ `8.

Démonstration. On a ψpxq “ ř
pPP

pďx

lnppq
X
lnpxq
lnppq

\
ď ř

pPP

pďx

lnpxq “ πpxq lnpxq. Par ailleurs, si ε Ps0, 1r,

on a ψpxq ě ř
pPP

x1´εďpďx

lnppq ě ř
pPP

x1´εďpďx

p1 ´ εq lnpxq “ p1 ´ εq lnpxq
`
πpxq ` Opx1´εq

˘
.

On a donc p1 ´ εq
`
πpxq lnpxq

x
` O

`
lnpxq
xε

˘˘
ď ψpxq

x
ď πpxq lnpxq

x
pour tout ε Ps0, 1r : si πpxq „ x

lnpxq
quand x Ñ `8, on a lim

xÑ8
ψpxq
x

“ 1.

Réciproquement, on a ψpxq
x

ď πpxq lnpxq
x

ď p1 ´ εqψpxq
x

` O
`
lnpxq
xε

˘
: si ψpsq „ x quand x Ñ `8, on

a lim
xÑ8

πpxq lnpxq
x

“ 1. �

13. À Bordeaux !
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Remarque 5.4.22. L’intérêt du lemme qui précède vient du fait qu’il est plus commode de travailler
avec la fonction ψ, car c’est elle qui apparaît naturellement lorsqu’on étudie la fonction zêta.

Théorème 5.4.23. (formule explicite de Riemann) Pour x P Rą1 non puissance d’un
nombre premier, on a

ψpxq “ x´
ÿ

ρPZ

xρ

ρ
´ lnp2πq ´ 1

2
ln
´
1 ´ 1

x2

¯

Démonstration. On part de la dérivée logarithmique du produit de Hadamard de ζpsq (cf propo-
sition 5.4.14) :

ζ 1psq
ζpsq “ b` γ

2loomoon
“lnp2πq´1

´ 1

s´ 1
`

ÿ

ρP´2Ną0 YZ

´ 1

s ´ ρ
` 1

ρ

¯
“ lnp2πq ´ s

s ´ 1
`

ÿ

ρP´2Ną0 YZ

s

ps´ ρqρ

Soit σ P Rą2. D’après le lemme 5.4.20, on a :

1

2iπ

ż

ℜpsq“σ
lnp2πqx

s

s
ds “ 1

2iπ

ż

ℜpsq“σ
lnp2πqe

s lnpxq

s
ds “ lnp2πq

1

2iπ

ż

ℜpsq“σ
´ s

s´ 1

xs

s
ds “ 1

2iπ

ż

ℜps´1q“σ´1

´xeps´1q lnpxq

s ´ 1
ds “ ´x

1

2iπ

ż

ℜpsq“σ

s

ps´ ρqρ
xs

s
ds “ 1

2iπ

ż

ℜps´ρq“σ´ℜpρq

xρeps´ρq lnpxq

s´ ρ
ds “ xρ

ρ

(car σ ´ ℜpρq, σ ´ 1 ą 0 pour tout zéro ρ de ζpsq). Par convergence uniforme sur les compacts 14

de ts P C, ℜpsq ą 1), on a

(˚)
1

2iπ

ż

ℜpsq“σ

ζ 1psq
ζpsq

xs

s
ds “ lnp2πq ´ x`

ÿ

ρPZ

xρ

ρ
`

ÿ

nPNą0

x´2n

´2nlooooomooooon
“ 1

2
ln

`
1´x´2

˘

Évaluons maintenant cette intégrale en utilisant la dérivée logarithmique du produit eulérien :

ζ 1psq
ζpsq “

ÿ

pPP

´p´s lnppq
1 ´ p´s “ ´

ÿ

pPP

nPNą0

p´ns lnppq

(série absolument convergente sur les compacts de ts P C, ℜpsq ą 1u). On a donc

1

2iπ

ż

ℜpsq“σ

ζ 1psq
ζpsq

xs

s
ds “ ´

ÿ

pPP

nPNą0

1

2iπ

ż

ℜpsq“σ
lnppqe

splnpxq´n lnppqq

s
ds

D’après le lemme 5.4.20, on a 1
2iπ

ş
ℜpsq“σ

esplnpxq´n lnppqq

s
ds “

#
1 si pn ă x

0 si pn ą x
(rappelons que x n’est

pas une puissance d’un nombre premier), on a donc

1

2iπ

ż

ℜpsq“σ

ζ 1psq
ζpsq

xs

s
ds “ ´

ÿ

pPP

nPNą0

pnăx

lnppq “ ´ψpxq

Joint à l’égalité (˚), cela prouve le théorème. �

Remarque 5.4.24. Il existe une autre expression de la formule explicite : pour x P Rą1, on a
8ÿ

n“1

1

n
π
`
x

1
n

˘
“ Lipxq ´

ÿ

ρPZ
Lipxρq `

ż 8

x

dt

tpt2 ´ 1q lnptq ´ lnp2q

(où la somme est prise en associant ρ et 1 ´ ρ).

14. Il est sans doute nécessaire d’apparier d’abord les termes correspondant aux zéros ρ et 1 ´ ρ.



78 Théorie des nombres, master 1
ère année

Théorème 5.4.25. (Hadamard, de La Vallée Poussin) On a ℜpsq ě 1 ñ ζpsq ‰ 0.

Démonstration. On sait déjà que ζpsq ‰ 0 pour ℜpsq ą 1 (cela résulte du produit eulérien de
ζpsq). Soient σ, t P R avec σ ą 1. On a

|ζpσ ` itq| “
ź

pPP

ˇ̌
1 ´ p´σ´it ˇ̌´1 “

ź

pPP

`
p1 ´ p´σ´itqp1 ´ p´σ`itq

˘´ 1
2

donc

ln
`

|ζpσ ` itq|
˘

“ ´1

2

ÿ

pPP

`
lnp1 ´ p´σ´itq ` lnp1 ´ p´σ`itq

˘

“ 1

2

ÿ

pPP

8ÿ

n“1

pp´σ´itqn`pp´σ`itqn

n

“
ÿ

pPP

8ÿ

n“1

cospnt lnppqq
npnσ

Il en résulte que

ln
` ˇ̌
ζpσq3ζpσ ` itq4ζpσ ` 2itq

ˇ̌ ˘
“

ÿ

pPP

8ÿ

n“1

3 ` 4 cospnt lnppqq ` cosp2nt lnppqq
npnσ

“ 2
ÿ

pPP

8ÿ

n“1

`
1 ` cospnt lnppqq

˘2

npnσ
ě 0

ce qui implique que ˇ̌
ζpσq3ζpσ ` itq4ζpσ ` 2itq

ˇ̌
ě 1

Supposons maintenant que ζp1 ` itq “ 0 : on a ζpσ ` itq “ Opσ ´ 1q. Comme ζpσq3 „ 1
pσ´1q3

et ζpσ ` 2itq “ Op1q quant σ Ñ 1, on a lim
σÑ1`

ζpσq3ζpσ ` itq4ζpσ ` 2itq “ 0, ce qui contredit

l’inégalité qui précède. �

Proposition 5.4.26. Pour tout ε P Rą0, on a
ř
ρPZ

1

|ρ´ 1
2 |1`ε ă `8.

Démonstration. Montrons que les zéros de ξpsq (i.e. les éléments de Z) croissent suffisament vite.
Si R P Rą0, soit npRq le nombre de zéros de ξpsq dans le disque ts P C,

ˇ̌
s ´ 1

2

ˇ̌
ď Ru. On applique

le théorème de Jensen 15 à la fonction entière ξpsq sur le disque ts P C,
ˇ̌
s´ 1

2

ˇ̌
ď 2Ru (si ξpsq

s’annule sur le cercle ts P C,
ˇ̌
s´ 1

2

ˇ̌
“ 2Ru, on applique ce qui suit à R ` η à la place de R avec

η P Rą0 suffisament petit). On a donc

ln
ˇ̌
ξ
`
1
2

˘ˇ̌
`

ÿ

ρPZ
|ρ´ 1

2 |ď2R

ln

ˆ
2Rˇ̌
ρ ´ 1

2

ˇ̌
˙

ď Cp2Rq ln 2R

(où C P Rą0 est une constante 16, cf lemme 5.4.13). Les nombres dans la somme sont positifs, et
ě lnp2q lorque

ˇ̌
ρ ´ 1

2

ˇ̌
ď R : on a npRq lnp2q ď 2CR lnp2Rq ´ ln

ˇ̌
ξ
`
1
2

˘ˇ̌
d’où

npRq ď 2C

lnp2qR lnpRq ` 2CR ´ ln
ˇ̌
ξ
`
1
2

˘ˇ̌

lnp2q ď 3CR lnpRq

pour R assez grand.
Montrons maintenant la proposition : on écrit Z “ tρnunPNą0

de sorte que la suite
 ˇ̌
ρn ´ 1

2

ˇ̌ (
nPNą0

soit croissante. Soit tRnunPNą0
la suite de réels défine par p3C ` 1qRn lnpRnq “ n. D’après ce

qu’on vient de voir, pour n assez grand, il y a au plus 3C
3C`1

n racines ρ P Z dans le disque

15. Si f est une fonction holomorphe sur U Ą Dp0, rq et α1, . . . , αN les zéros de f dans Dp0, rq (comptés avec

multiplicités), on a ln |fp0q| “ ´
Nř

k“1

ln
`

r
|αk|

˘
` 1

2π

ş
2π

0
ln
ˇ̌
fpreiθq

ˇ̌
dθ, cf [6, Théorème 15.18].

16. On peut prendre C “ 1.
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ts P C,
ˇ̌
s´ 1

2

ˇ̌
ď Rnu. Il en résulte qu’il existe n0 P N tel que pour tout n ě n0, la n-ième racine

ρn n’appartient pas à ce disque : on a
ˇ̌
ρn ´ 1

2

ˇ̌
ą Rn. On a donc

8ÿ

n“n0

1ˇ̌
ρn ´ 1

2

ˇ̌1`ε ď
8ÿ

n“n0

1

R1`ε
n

“
8ÿ

n“n0

ˆ p3C ` 1q lnpRnq
n

˙1`ε
“ p3C`1q1`ε

8ÿ

n“n0

1

n1` ε
2

lnpRnq1`ε

n
ε
2

Par définition de Rn, on a lnpnq “ lnpRnq ` lnplnpRnqq ` lnp3C ` 1q : quitte à augmenter n0, on

peut supposer que lnpnq ě lnpRnq pour n ě n0. On a alors lnpRnq1`ε

n
ε
2

ď lnpnq1`ε

n
ε
2

ÝÝÝÑ
nÑ8

0 : quitte à

augmenter n0, on peut supposer que lnpRnq1`ε

n
ε
2

ď 1 pour tout n ě n0. On a alors
8ř

n“n0

1

|ρn´ 1
2 |1`ε ď

8ř
n“n0

1

n
1` ε

2
ă `8, ce qui permet de conclure. �

Démonstration du théorème 5.4.18. En procédant comme dans la preuve du théorème 5.4.23, on
montre que

ż x

0

ψptqdt “ x2

2
´ lnp2πqx´

ÿ

ρPZ

xρ`1

ρpρ` 1q ´
8ÿ

n“1

x1´2n

2np2n´ 1q ` ζ 1p´1q
ζp´1q

Soit 1
2

´ 1
x2

şx
0
ψptqdt “ lnp2πq

x
` ř

ρPZ
xρ´1

ρpρ`1q `
8ř
n“1

x´p2n`1q

2np2n´1q ´ ζ1p´1q
ζp´1qx2 . Les séries

8ř
n“1

1
2np2n´1q et

ř
ρPZ

1
|ρpρ`1q| sont convergentes (la deuxième grâce à la proposition 5.4.26). Les séries

8ř
n“1

x´p2n`1q

2np2n´1q

et
ř
ρPZ

xρ´1

ρpρ`1q convergent donc uniformément sur r2,`8r (on a
ˇ̌
xρ´1

ˇ̌
ď 1). Leur limite en `8 est

la somme des limites de ses termes. On a donc lim
xÑ8

8ř
n“1

x´p2n`1q

2np2n´1q “ 0 et lim
xÑ8

ř
ρPZ

xρ´1

ρpρ`1q “ 0 (car

ℜpρq ă 1 pour tout ρ P Z en vertu du théorème 5.4.25), et donc 1
2

´ 1
x2

şx
0
ψptqdt “ op1q, i.e.şx

0
ψptqdt “ x2

2
` opx2q. Si ε Ps0, 1r, on a donc

ż x

p1´εqx
ψptqdt “ x2

2

`
1 ´ p1 ´ εq2

˘
` opx2q “ εx2 ´ ε2x2

2
` opx2q

Comme ψ est croissante, on a εxψpp1 ´ εqxq ď
şx

p1´εqx ψptqdt ď εxψpxq, i.e. ψpp1 ´ εqxq ď
x´ εx

2
` opxq ď ψpxq soit encore

´
1 ´ ε

2

¯
x` opxq ď ψpxq ď 1

1 ´ ε

´
1 ´ ε

2

¯
x` opxq

Comme c’est vrai pour tout ε Ps0, 1r, on a ψpxq „ x, ce qui permet de conclure en utilisant le
lemme 5.4.21. �

5.5. Fonctions L de Dirichlet et théorème de la progression arithmétique.

5.5.1. Caractères des groupes abéliens finis. Soit G un groupe fini.

Définition 5.5.2. Un caractère de G est un morphisme de groupes G Ñ Cˆ. On note pG
l’ensemble des caractères de G.
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Proposition 5.5.3. Supposons G abélien.
(1) Muni de la multiplication naturelle, pG est un groupe abélien, isomorphe à G (non cano-

niquement.
(2) Le morphisme d’évaluation

G Ñ ppG
g ÞÑ pχ ÞÑ χpgqq

est un isomorphisme.

(3) (Relations d’orthogonalité) Si g P G, on a
ř
χP pG

χpgq “
#
#G si g “ 1

0 sinon
.

(4) Si χ P pG, on a
ř
gPG

χpgq “
#
#G si χ “ 1

0 sinon
.

Démonstration. (1) Comme G est abélien, il est isomorphe (non canoniquement) à un produit de
groupes cycliques : il suffit de traiter le cas où G “ Z {nZ. On a alors

pG “ µnpCq » Z {nZ
χ ÞÑ χp1q

(2) Comme #
ppG “ # pG “ #G d’après (1), il suffit de voir que le morphisme est injectif. Là encore,

on peut supposer G cyclique, cas dans lequel c’est évident.
(3) C’est évident si g “ 1. Si g ‰ 1, il existe χ1 P pG tel que χ1pgq ‰ 1 (d’après (2)). On a alors
χ1pgq ř

χP pG
χpgq “ ř

χP pG
χpgq, donc

ř
χP pG

χpgq “ 0.

(4) n’est autre que (3) appliqué à pG à la place de G. �

Définition 5.5.4. Soit m P Ną0. Un caractère de Dirichelet modulo m est un caractère du
groupe pZ {mZqˆ. On note χ0 le caractère trivial a.

a. I.e. constant égal à 1.

Dans ce qui suit, on note x l’image d’un entier x dans Z {mZ. Si χ est un caractère de Dirichelet
modulo m, et x P Z, on pose

χpxq “
#
χpxq si pgcdpx,mq “ 1

0 sinon

Remarquons que p@x, y P Zq χpxyq “ χpxqχpyq.
5.5.5. Fonctions L de Dirichlet. Soient m P Ną0 et χ un caractère de Dirichelet modulo m.

Définition 5.5.6. La fonction L de Dirichelet associée à χ est la série de Dirichelet

Lps, χq “
8ÿ

n“1

χpnq
ns

Remarque 5.5.7. Lorsque m “ 1, on a nécessairement χ “ χ0, et on obtient la fonction zéta de
Riemann.

Lemme 5.5.8. Soit pznqnPNą0
est une suite de nombres complexes. Pour x P r1,`8r, on pose

Apxq “
ř
nďx

zn. Supposons que Apxq “ Opxrq quand x Ñ `8. Alors la série de Dirichelet
8ř
n“1

zn
ns a

pour abscisse de convergence ă r, et définit donc une fonction holomorphe sur ts P C, ℜpsq ą ru.
Démonstration. Soit c P Rą0 tel que p@x P Rą0q |Apxq| ď cxr. On vérifie le critère de Cauchy.
D’après la formule sommatoire d’Abel (cf lemme 5.4.1), on aˇ̌

ˇ̌
ˇ
pÿ

n“m

zn

ns

ˇ̌
ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
Apkq
ks

´ Apmq
ms

` s

ż k

m

Aptq
ts`1

dt

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď 2c` c |s| {δ

mδ
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où δ “ ℜpsq ´ r. �

Proposition 5.5.9. Soit χ un caractère modulo m.
(1) Pour ℜpsq ą 1, on a Lps, χq “ ś

pPP

`
1 ´ χppq

ps

˘´1
. En particulier, on a Lps, χq ‰ 0 pour

ℜpsq ą 1.
(2) Si χ “ χ0, on a Lps, χ0q “ ζpsq ś

pPP

p|m

`
1 ´ 1

ps

˘
pour ℜpsq ą 1. Elle se prolonge en une

fonction méromorphe sur C, avec un unique pôle en s “ 1, simple, de résidu ϕpmq
m

.
(3) Si χ ‰ χ0, la série définissant Lps, χq converge uniformément sur les compacts de ts P

C, ℜpsq ą 0u : elle est donc holomorphe sur ts P C, ℜpsq ą 0u.

Démonstration. Commençons par observer que
ř

1ďnďx
χpnq “

#
Opnq si χ “ χ0

Op1q sinon
, ce qui implique

que la série de Dirichelet a une abscisse de convergence ď 1 si χ “ χ0 et ď 0 si χ ‰ χ0. Cela
prouve (3).
(1) n’est autre que le produit eulérien de la série de Dirichelet (cf corollaire 5.1.15), car χ est
totalement multiplicative.

(2) résulte de (1), car χ0ppq “
#
0 si p | m
1 sinon

, et du fait que lim
sÑ1

ps´ 1qζpsq “ 1. �

Lemme 5.5.10. Si a P pZ {mZqˆ “: G est d’ordre d, on a
ź

χP pG

`
1 ´ χpaqT

˘
“ p1 ´ T dq

ϕpmq
d P CrT s

Démonstration. Soit a˚ P ppG le caractère défini par a˚pχq “ χpaq (cf proposition 5.5.3). Il est
d’ordre d, ce qui implique que a˚ est une surjection pG Ñ µdpCq. On a donc

ź

χP pG

`
1 ´ χpaqT

˘
“

ź

wPµdpCq

ź

χP pG
a˚pχq“w

p1 ´ wT q “
ź

wPµdpCq
p1 ´ wT q

ϕpmq
d

On conclut en observant que
ś

wPµdpCq
p1 ´ wT q “ 1 ´ T d. �

Lemme 5.5.11. Soit panqnPNą0
une suite de réels positifs ou nuls. On suppose que la série de

Dirichelet gpsq “
8ř
n“1

an
ns a une abscisse de convergence ď 1, et se prolonge en une fonction

holomorphe sur ts P C, ℜpsq ą 0u (encore notée gpsq). Alors
8ř
n“1

an
nt “ gptq pour tout t Ps0, 1s.

Démonstration. Pour k P N, posons bk “ p´1qk g
pkqp2q
k!

. On a gpsq “
8ř
k“1

bkp2 ´ sqk dans un

voisinage ouvert de 2. Mais comme g est holomorphe sur ts P C, ℜpsq ą 0u, elle est développable
en série entière sur Dp2, 2q : l’égalité qui précède est valide pour tout s P Dp2, 2q. Si t Ps0, 2s, on a
donc

gptq “
8ÿ

k“0

bkp2 ´ tqk “
8ÿ

k“0

ˆ 8ÿ

n“1

lnkpnq
k!

an

n2

˙
p2 ´ tqk “

8ÿ

n“1

ˆ 8ÿ

k“0

lnkpnq
k!

p2 ´ tqk
˙
an

n2
“

8ÿ

n“1

an

nt

(l’intersection des signes somme étant licite parce qu’il s’agit d’une série à termes positifs som-
mable). �

Théorème 5.5.12. Si χ est un caractère modulo m, on a Lp1, χq ‰ 0.

Démonstration. Posons ζmpsq “ ś
χ

Lps, χq (le produit étant pris sur tous les caractères modulo

m). C’est une fonction holomorphe sur ts P C, ℜpsq ą 0uzt1u. Comme Lps, χ0q a un pôle simple
en 1, il s’agit de voir que ζmpsq a un pôle en 1. Raisonnons par l’absurde : supposons ζmpsq
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holomorphe sur ts P C, ℜpsq ą 0u. Pour p P P tel que p ∤ m, on note dpmq l’ordre de p dans
pZ {mZqˆ. Pour ℜpsq ą 1, on a

ζmpsq “
ź

χ

ź

p∤m

´
1 ´ χppq

ps

¯´1

“
ź

p∤m

´
1 ´ 1

pdppqs

¯´ ϕpmq
dppq

(cf lemme 5.5.10). C’est une série de Dirichelet de la forme
8ř
n“1

an
ns avec an P Rě0. D’après le

lemme 5.5.11, cette série converge sur Rą0, et

8ÿ

n“1

an

nt
“

ź

p∤m

´
1 ´ 1

pdppqt

¯´ ϕpmq
dppq

Pour t P
‰

1
ϕpmq , 1

‰
, on a

´
1 ´ 1

pdppqt

¯´ ϕpmq
dppq “

´ 8ÿ

k“0

1

pdppqk

¯ϕpmq
dppq ě

8ÿ

k“0

1

pϕpmqk

de sorte que

ζmptq ě
ÿ

nPNą0

pgcdpn,mq“1

1

nϕpmqt “ Lpϕpmqt, χ0q

Mais le membre de droite tend vers `8 quand t Ñ 1
ϕpmq : contradiction. �

5.5.13. Le théorème de la progression arithmétique.

Théorème 5.5.14. (de la progression arithmétique) Si a,m P Ną0 sont tels que
pgcdpa,mq “ 1, l’ensemble des nombre premiers p tels que p ” a mod mZ est infini.

Remarque 5.5.15. On peut montrer (Siegel-Walfisz) que les nombres premiers sont répartis de
façon uniforme suivant les classes modulo m :

lim
xÑ8

#tp P P, p ” a mod mZ, p ď xu
πpxq “ 1

ϕpmq
Lemme 5.5.16. Soient χ un caractère modulo m et

fχ : ts P C, ℜpsq ą 1u Ñ C

s ÞÑ
ÿ

pPP

χppq
ps

(1) On a fχ0
ptq „ ´ lnpt ´ 1q quand t Ñ 1`.

(2) Si χ ‰ χ0, la fonction fχ est bornée sur s1,`8r.

Démonstration. (1) On a fχ0
ptq “

ř
pPP

1
pt

´
ř
pPP

p|m

1
pt

, l’équivalence résulte alors du corollaire 5.4.3.

(2) On applique la détermination principale du logarithme au produit eulérien de la fonction
Lps, χq : on a

lnpLps, χqq “ ´
ÿ

pPP

ln
´
1 ´ χppq

ps

¯
“

ÿ

pPP

8ÿ

k“1

χppqk
kpks

“ fχpsq ` Fχpsq

avec

|Fχpsq| “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
ÿ

pPP

8ÿ

k“2

χppqk
kpks

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

ÿ

pPP

kě2

1

pkt
ď 1

(cf corollaire 5.4.3), où t “ ℜpsq. Comme Lpt, χq converge vers Lp1, χq ‰ 0 quand t Ñ 1` (cf
théorème 5.5.12), on voit que fχ reste bornée au voisinage de 1. �
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Démonstration du théorème 5.5.14. Soient A “ tp P P, p ” a mod mZu et gpsq “ ř
pPA

1
ps

(pour

ℜpsq ą 1). On a
ÿ

χ

χpaq´1fχpsq “
ÿ

χ

χpaq´1
ÿ

pPP

χppq
ps

“
ÿ

pPP

ˆÿ

χ

χpaq´1χppq
˙

1

ps

Comme
ř
χ

χpaq´1χppq “
#
ϕpmq si p ” a mod mZ

0 sinon
(cf proposition 5.5.3), on a

ϕpmqgpsq “
ÿ

χ

χpaq´1fχpsq “ fχ0
psq `

ÿ

χ‰χ0

χpaq´1fχpsq

D’après le lemme 5.5.16, on a lim
tÑ1`

gptq “ `8, ce qui implique que A est infini. �

5.5.17. Prolongement analytique et équation fonctionnelle. Soit χ un caractère de Dirichelet mo-
dulo m.

Définition 5.5.18. On dit que χ est primitif s’il ne peut se factoriser en pZ {mZqˆ Ñ
pZ {dZqˆ Ñ C

ˆ avec d un diviseur strict de m. On dit alors que m est le conducteur de
χ.

Remarque 5.5.19. Si χ est injectif, il est primitif, mais la réciproque est fausse : on a pZ {12Zqˆ “
t˘1,˘5u et le caractère χ défini par χp´1q “ 1 et χp5q “ ´1 n’est pas injectif, mais ne se factorise
pas à travers pZ {12Zqˆ Ñ pZ {dZqˆ pour d P t2, 3, 4, 6u (car pZ {dZqˆ “ t˘1u : cela forcerait χ
à être trivial).

Définition 5.5.20. Supposons χ primitif modulo m. La somme de Gauss de χ est

τpχq “
ÿ

kPZ {mZ

χpkqe 2ikπ
m P C

Proposition 5.5.21. On a |τpχq| “ ?
m.

Démonstration. Si n P Z est tel que pgcdpm,nq “ 1, on a
ÿ

kPZ {mZ

χpkqe 2iknπ
m “ χpnq´1

ÿ

kPZ {mZ

χpknqe 2iknπ
m “ χpnqτpχq

Si pgcdpm,nq “ d ą 1, écrivons n “ dn1 et m “ dm1. Supposons p@c P pZ {mZqˆq c ” 1

mod m1 Z ñ χpcq “ 1. Pour tout k1, k2 P pZ {mZqˆ, on a k1 ” k2 mod m1 Z ñ χpk1q “ χpk2q,
de sorte que χ se factorise à travers pZ {mZqˆ Ñ pZ {m1 Zqˆ, ce qui contredit le fait que χ est
primitif. Il existe donc c P pZ {mZqˆ tel que c ” 1 mod m1 Z et χpcq ‰ 1. On a

ÿ

kPZ {mZ

χpkqe 2iknπ
m “

ÿ

kPZ {mZ

χpkqe 2ikn1π
m1 “

ÿ

rPZ {m1 Z

ˆ ÿ

kPZ {mZ

k”r mod m1

χpkq
˙
e

2irn1π
m1

La multiplication par c permute tk P Z {mZ, k ” r mod m1u, ce qui implique que
ÿ

kPZ {mZ

k”r mod m1

χpkq “ χpcq
ÿ

kPZ {mZ

k”r mod m1

χpkq

et donc
ř

kPZ {mZ

k”rmod m1

χpkq “ 0, d’où
ř

kPZ {mZ

χpkqe 2iknπ
m “ 0 “ χpmqloomoon

“0

τpχq. Ainsi

ÿ

k1,k2PpZ {mZqˆ

χpk1qχpk2qe
2ipk1´k2qnπ

m “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

ÿ

kPZ {mZ

χpkqe 2iknπ
m

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

2

“
#

|τpχq|2 si pgcdpm,nq “ 1

0 sinon

en sommant pour n P Z {mZ, on a donc

ϕpmq |τpχq|2 “
ÿ

nPZ {mZ

ÿ

k1,k2PpZ {mZqˆ

χpk1qχpk2qe
2ipk1´k2qnπ

m
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Comme
ř

nPZ {mZ

e
2iknπ

m “
#
m si m | k
0 sinon

, on a

ϕpmq |τpχq|2 “
ÿ

kPpZ {mZqˆ

|χpkq|2m “ ϕpmqm

ce qui permet de conclure. �

On a χp´1q2 “ χp1q “ 1 : il existe ε P t0, 1u tel que χp´1q “ p´1qε. On pose alors

Λps, χq “ Γ
`
s`ε
2

˘
Lps, χq

π
s`ε
2

(c’est la généralisation de la fonction I du théorème 5.4.4).

Théorème 5.5.22. Supposons χ primitif modulo m.
(1) La fonction Λps, χq admet un prolongement méromorphe au plan complexe. Si χ ‰ χ0, le

prolongement est holomorphe sur C, si χ “ χ0, le prolongement admet des pôles simples
en s “ 0 et s “ 1.

(2) On a l’équation fonctionnelle

Λp1 ´ s, χq “ iεms

τpχq Λps, χq

Démonstration. Voir [2, Theorem 1.1.1]. �

Remarque 5.5.23. Hypothèse de Riemann généralisée : les zéros de Lps, χq tels que 0 ď ℜpsq ď 1

vérifient ℜpsq “ 1
2
.

5.6. Fonction zêta de Dedekind, énoncé de la formule analytique du nombre de classes.
Soit K un corps de nombres.

Définition 5.6.1. La fonction zêta de Dedekind est la fonction de la variable complexe :

ζKpsq “
ÿ

IĂOK

1

NpIqs

la somme étant étendue à tous les idéaux de OK (rappelons que NpIq “ #pOK{Iq).

Remarque 5.6.2. (1) Pour K “ Q, on retrouve la fonction zêta de Riemann.
(2) Pour n P Ną0, posons aKpnq “ #tI Ă OK , I idéal, NpIq “ nu. On a alors

ζKpsq “
8ÿ

n“1

aKpnq
ns

de sorte que ζKpsq est une série de Dirichelet.

Proposition 5.6.3. (1) La série définissant ζKpsq converge uniformément sur tout compact de
ts P C, ℜpsq ą 1u, et définit donc une fonction holomorphe sur ts P C, ℜpsq ą 1u.
(2) Pour ℜpsq ą 1, on a le produit eulérien ζKpsq “

ś
p

´
1 ´ 1

Nppqs
¯´1

, où p parcourt les idéaux

maximaux de OK . En particulier ζKpsq ‰ 0.

Démonstration. (1) Si p est un idéal maximal de OK et pXZ “ pZ, on a Nppq “ pfp . Si t Ps1,`8r,
on a ź

NppqďN

´
1 ´ 1

Nppqt
¯´1

ď
ź

pPP

pďN

ź

p|p

´
1 ´ 1

ptfp

¯´1

ď
ź

pPP

pďN

ź

p|p

´
1 ´ 1

pt

¯´1

Comme il existe au plus d “ rK : Qs idéaux premiers au-dessus de pZ, le terme de droite est
majoré par

ź

pPP

pďN

´
1 ´ 1

pt

¯´d
ď ζptqd
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Cela implique que le produit infini
ś
p

´
1 ´ 1

Nppqt
¯´1

converge.

Un idéal I Ă OK se décompose de façon unique I “ pα1

1 ¨ ¨ ¨ pαr
r avec p1, . . . , pr des idéaux maxi-

maux et α1, . . . , αr P N. Si t Ps1,`8r, on a donc

ÿ

IĂOK

NpIqďN

1

NpIqt ď
ź

NppqďN

ˆ 8ÿ

n“0

1

Nppqnt
˙

“
ź

NppqďN

´
1 ´ 1

Nppqt
¯´1

ď ζptqd

d’après ce qui précède. La série à termes positifs
ř

IĂOK

1
NpIqt converge donc. Si ℜpsq ě 1 ` δ avec

δ P Rą0, on a donc
ÿ

IĂOK

NpIqąN

ˇ̌
ˇ̌ 1

NpIqs
ˇ̌
ˇ̌ ď

ÿ

IĂOK

NpIqąN

1

NpIqt

ce qui implique la convergence uniforme sur ts P C, ℜpsq ě 1 ` δu, et donc (1).
La preuve de (2) est identique à celle de la proposition 5.1.14. �

Théorème 5.6.4. (1) La fonction ζKpsq admet un prolongement méromorphe à C, avec un
unique pôle simple en s “ 1.
(2) On a Res1 ζKpsq “ 2r1p2πqr2

#µpKq
?

|dK |
hKRK (où hK est le nombre de classes et RK le régulateur).

(3) On a lim
sÑ0

ζKpsq
sr1´r2´1 “ ´ hKRK

#µpKq .

Démonstration. Voir [5, Corollary VII.5.12]. Observons tout de même que pour ℜpsq ą 1, on a

ζKpsq “
8ř
n“1

aKpnq
ns . Comme

nř
i“0

aKpiq “ NKpnq “ 2r1 p2πqr2
#µpKq

?
|dK |

hKRKn`O
`
n
1´ 1

rK:Qs
˘

(cf théorème

4.4.5), on a ζKpsq “ 2r1 p2πqr2
#µpKq

?
|dK |

hKRKζpsq ` fpsq avec fpsq “
8ř
n“1

an
ns , où

nř
i“1

ai “ O
`
n
1´ 1

rK:Qs
˘
.

D’après le lemme 5.5.8 (2), la fonction f est holomorphe sur
 
s P C, ℜpsq ą 1 ´ 1

rK:Qs
(
. La

fonction ζKpsq se prolonge donc en une fonction méromorphe sur ce domaine, avec un seul pôle
en s “ 1, simple, de résidu égal à 2r1 p2πqr2

#µpKq
?

|dK |
hKRK . �
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