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1. RAPPELS ET COMPLEMENTS D’ALGEBRE COMMUTATIVE

Conventions. Dans tout le cours, les anneaux sont supposés (commutatifs et) unitaires. Par
définition, un morphisme d’anneaux f: A — B vérifie f(14) = 1p. On utilisera fréquemment le
résultat suivant :

Théoréme 1.0.1. (Krull). Soient A un anneau et I < A un idéal strict % Il existe m < A
maximal tel que I < m.

a. Le. tel que I # A.

1.1. Propriétés de finitude.
Soient A un anneau et M un A-module.

Définition 1.1.1. (1) On dit que M est de type fini s’il est engendré par une famille finie :
T

il existe {m;}1<i<r € M tel que M = > Am,.
i=1
(2) On dit que M est noethérien si tous ses sous-modules sont de type fini.
(3) On dit que A est noethérien s’il 'est en tant que A-module.

(4) Un anneau principal est un anneau intégre dont tout idéal est monogéne.

Remarque 1.1.2. (1) Un A-module noethérien est de type fini, mais la réciproque est fausse
(trouver un contre-exemple).

(2) Les sous-A-modules de A ne sont autres que ses idéaux : A est ncethérien si ses idéaux sont de
type fini.
Exemples 1.1.3. (1) Tout anneau principal est ncethérien : c’est le cas des corps, de Z.

(2) si K est un corps, un K-espace vectoriel est ncethérien si et seulement s'il est de dimension
finie.

(3) Q est un anneau noethérien, mais il n’est pas ncethérien comme Z-module.

(4) Si K est un corps et I un ensemble infini, 'anneau de polynémes K [XZ] n’est pas noethérien
(exercice).

(5) Les anneaux ¢*(R,R) c €°(R,R) = .Z (R, R) ne sont pas ncethériens.

i€l

Proposition 1.1.4. Propriétés équivalentes :

(i) M est noethérien;

(ii) toute suite croissante de sous-modules de M est stationnaire;

(iii) tout sous-ensemble non vide de sous-modules de M admet un élément maximal (pour
Pinclusion).

Démonstration. (i) = (ii). La réunion est un sous-module de type fini, donc égale & l'un des
sous-modules.

(ii) = (iii). Soit & un tel ensemble. S’il n’a pas d’élément maximal, on peut construire une suite
strictement croissante (pour l'inclusion) d’éléments de &, ce qui contredit (ii).

(iii) = (ii). Soient N < M un sous-module et & l'ensemble des sous-modules de type fini de N.
Comme {0} € &, on a & # @ : d’apreés (iii), & admet un élément maximal Ny. Si Ng # N, soient
z € N\Nyg et N' = Nyg+ Az < N € & Comme Ny & N, cela contredit la maximalité de Ny : on a
Ny = N et N est de type fini. O

Proposition 1.1.5. Soit N € M un sous-module. Alors M est noethérien si et seulement si N et
M/N le sont : la « catégorie » des A-modules noethériens est stable par sous-module, quotient
et extension (en particulier par somme directe finie).

Démonstration. Si M est ncethérien, alors N est de type fini. Par ailleurs, si N’ est un sous-
A-module de M/N, on a N' = N/N avec N = 7=1(N’) (ot m: M — M/N est la projection
canonique). Comme M est ncethérien, N est de type fini, ¢’est a fortiori de cas de N’ = N /N, et
M/N est noethérien.
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Supposons N et M /N noethériens. Soit (M, )nen une suite croissante de sous-A-modules de M.
On dispose des suites croissantes (M, N N)pen et (VN + M,,)/N)nen de sous-A-modules de N
et de M /N respectivement. Comme ces derniers sont ncethériens, ces suites sont stationnaires : il
existe ng € N tel que pour n = ng, ona M, n N = M,, n N et (N + M,,)/N = (N + M,,)/N
i.e. N+ M, = N + M,,. Si me M,, il existe donc x € N et y € M,,, < M, tels que m =z + y.
Comme z =y—me Nn M, =NnM,, oname M,, dou M, < M,, ie M, = M,,. Le
A-module M est donc noethérien. O

Corollaire 1.1.6. Si A est noethérien, M est ncethérien si et seulement s’il est type fini.

Démonstration. Si M est de type fini, on dispose d’'un morphisme surjectif f: A" — M. Comme
A est neethérien, il en est de méme de A", et de son quotient M ~ A"/ Ker(f). O

Théoréme 1.1.7. (Hilbert). Si A est noethérien, alors A[X] est noethérien.

Démonstration. Soit I € A[X] un idéal. Pour n € N, notons J,, 'ensemble des coefficients domi-
nants des éléments de I qui sont de degré n. Comme I est un idéal de A[X], ’ensemble J,, est
un idéal de A. En outre, si n < m et a € J,, (de sorte qu’il existe P € I de degré n de coefficient
dominant égal & a), alors a € J,,, (car a est le coefficient dominant du polynéme X™~"P). La suite
d’idéaux (J,)nen est donc croissante. Comme A est noethérien, cette suite est stationnaire : soit
de N tel que n > d= J, = Jg. Comme A est ncethérien, I'idéal J; est de type fini : choisissons
i, ...,q, des générateurs de Jg4, ce sont les coefficients dominants de P, ..., P. € J; respecti-
vement. Par ailleurs, si A[X |4 désigne le sous-A-module de A[X] constitué du polynéme nul et
des polynomes de degré < d, posons M = I n A[X]<4. Comme A[X]4 est un A module de type
fini, il est noethérien (¢f corollaire 1.1.6), de sorte que M est de type fini : soient Q1,...,Qs des
générateurs de M. On a bien sir

alA[X]+ -+ @ AX]+ QLA[X] + - + QA[X] = T

Montrons 'inclusion réciproque. Si P € I est de degré n > d, son coefficient dominant a appartient
a Jg, de sorte qu’il existe ai,...,a, € A tels que a = aq,a1 + -+ + ara,. Le polynome P —
1 a; X" P, € I est de degré < n : quitte a soustraire & P un élément de a1 A[X] + - -+ o, A[X],
i=1

on peut supposer que deg(P) < d. Mais alors Pe M = InA[X]<q4, et P € Q1 A[X ]|+ --+QsA[X],
ce qui prouve que P € a1 A[X] + - 4+ o, A[X] + Q1 A[X] + - - + Q. A[X]. Ainsi, I'idéal I est de
type fini, et A[X] est noethérien. O

Définition 1.1.8. Une A-algébre est la donnée d’un anneau B muni d’un morphisme d’anneaux
f:A— B.

Une A-algébre B est automatiquement munie d’une structure de A-module, la loi externe étant
donnée par :

AxB—B
(a,b) — f(a)b
Exemples 1.1.9. (1) Tout anneau est de fagon unique une Z-algebre.

(2) L’anneau de polynomes A[X] est une A-algébre de la fagon évidente.

(3) Si L/K est une extension de corps, alors L est une K-algébre.

Remarque 1.1.10. Si B est une A-algébre (via f: A — B) et M un B-module, alors M hérite
d’une structure de A-module par la loi externe

AxM— M

(a7 m) — f(a)m
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Définition 1.1.11. (1) Si X < B, la sous-A-algébre de B engendrée par X est la
plus petite sous-A-algébre de B contenant X. Si X = {b1,...,b,}, c’est 'ensemble, noté

Alby,...,b], des éléments de la forme
P(by,....b) = > Flan)b - b7
n=(ni,...,n,.)EN"
pour P = >, an X7t X e A[Xq, .., X

n=(ni,...,n;)EN"
(2) On dit que B est une A-algeébre de type fini si elle est engendrée, comme A-algébre par
une partie finie, i.e. s'il existe by,...,b. € B tels que B = A[by,...,b.].
(3) On dit que B est une A-algébre finie si elle est engendrée, comme A-module par une

T
partie finie, i.e. s’il existe by,...,b,. € B tels que B = > Ab;.

i=1

Remarque 1.1.12. (1) Si B est une A-algébre finie, alors elle est de type fini (on a Z Ab; <

Alby,...,b]), mais la réciproque est fausse : 'anneau de polynémes A[X] est une A-algebre de
type fini (engendrée par {X}), mais pas finie.

(2) Transitivité. Si B est une A-algébre ﬁme et M un B- module de type fini, alors M est un
A-module de type fini. En effet, si B = Z Ab; et M = Z Bmj,ona M = >, Abm;. En

1<isr
1<j<s

particulier, une B-algébre finie est aussi finie sur A.

Corollaire 1.1.13. Soient A un anneau ncethérien et B une A-algébre de type fini. Alors B est
un anneau noethérien.

Démonstration. Comme B est de type fini, il existe by,...,b, € B tels que B = A[by,...,b;],
si bien qu’on dispose du morphisme de A-algébres surjectif f: A[X;,...,X,] — B défini par
f(X;) =b; pourie {l,...,r}. Comme A est noethérien, il en est de méme de A[X,..., X, ] (en
appliquant r fois le théoréme 1.1.7), donc de son quotient B ~ A[Xq,...,X,]|/Ker(f). O

Définition 1.1.14. Soient M un A-module et m € M. On pose anna(m) = {a € A, am = 0}.
C’est un idéal de A, appelé idéal annulateur de m. On dit que m est de torsion si ann4(m) #
{0}, i.e. 8’ existe a € A\{0} tel que am = 0. On note Mios 'ensemble des éléments de M qui
sont de torsion. On dit que M est sans torsion si Mios = {0}.

On pose anng(M) = {a € A, (Ym € M) am = 0} = (] annag(m). Cest un idéal de A,

meM
appelé idéal annulateur de M. On en déduit une structure de A/ann4(M)-module sur

M. Remarquons que M peut-étre de torsion méme si anng (M) = {0} : par exemple, on a

annz(Q/Z) = {0}.

Proposition 1.1.15. Supposons A intégre et soit M un A-module. Alors Miqs est un sous-A-
module de M et le A-module quotient M /M est sans torsion.

Démonstration. Simy, ma € Myos et a € A, il existe ay, az € A\{0} tels que aymy = 0 et agmg = 0.
Comme A est intégre, on a ajas # 0 et ajaz(my + ams) = 0 implique m; + amg € Mios.

Soit m € M dont 'image m + Mios est de torsion dans M /My : il existe a € A\{0} tel que
am + Miors = Miors i.e. am € Mios. 11 existe donc b € A\{0} tel que b(am) = 0. Comme A est
intégre, on a ab # 0, et m € Miqys. [l

Remarque 1.1.16. (1) Ce qui précéde tombe en défaut si A n’est pas supposé intégre. Par exemple,
siA=M =7ZxZ, alors Mios = Z x{0} U {0} x Z n’est pas un sous-module de M.

(2) Un A-module libre est sans torsion, mais la réciproque est fausse en général (elle est valide
dans le cas des modules de type fini sur un anneau principal, ¢f corollaire 1.5.12).
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1.2. Anneaux principaux, factoriels. Soit A un anneau intégre.
Définition 1.2.1. Soit a € A\{0}.
(1) On dit que a € A est irréductible si a ¢ A* et
(V(b,c)e A*)a =bc=be A ouce A~
(2) On dit que a € A est premier si I'idéal principal aA est premier.

(3) On dit que a,a’ € A\{0} sont associés si aA = a’A. Cela définit une relation d’équiva-
lence sur A\{0}.

Remarque 1.2.2. (1) Un élément irréductible est donc par définition un élément minimal de
A\({0} U A*) pour la relation de divisibilité.

(2) Un élément premier est toujours irréductible. En effet, si a € A est premier et a = be avec
b,ce A, on a bc € aA qui est premier : on a b € aA ou c € aA, disons b € aA. On a donc b = ad
avec d € A, et alors a = adc. Comme A est intégre, onacd =1 et ce A*.

(3) Deux éléments a,a’ € A\{0} sont associés si et seulement si (Ju e A*)a’ = au.

Définition 1.2.3. On dit que A est factoriel si tout élément a € A\{0} peut s’écrire

a =upip2 - - pr
avec u € A* et p1,...,p, irréductibles et si cette écriture est unique dans le sens suivant : si
a =vqiqs...qs avec v € AX et q1,...,qs irréductibles, alors r = s et quitte & renuméroter les
gi, on a p; A = ¢; A pour tout i € {1,...,7}.

Une telle écriture s’appelle une décomposition en facteurs irréductibles de a.

Exemples 1.2.4. (1) Un corps est factoriel (tout élément non nul est inversible).
(2) Tout anneau principal est factoriel (¢f proposition 1.2.12).
(3) On peut montrer (exercice) que le sous-anneau Z[iv/5] = {x +iyv/5 € C, x,y € Z} de C
n’est pas factoriel, parce que 2, 3, 14 i+/5 et 1 —i4/5 sont irréductibles, les unités sont 1 et
—1, mais que 2.3 = (1 +i4/5)(1 — i1/5) (i.e. on n’a pas unicité de la décomposition de 6).

Dans la pratique, si A est factoriel, on se fixe une famille de représentants &2 = {py}aea des classes
des éléments irréductibles. Tout élément a € A\{0} s’écrit alors de fagon unique

o= u i
AEA

avec u € A et (n))rea une famille d’entiers presque tous nuls (i.e. tous nuls sauf un nombre fing).

Définition 1.2.5. Soit p un élément irréductible de A. Il existe un unique A € A tel que
pA = pyA. La multiplicité ny s’appelle la valuation ® de a en p. On la note v,(a). On pose
vp(0) = +o0.

a. Elle ne dépend que de p et pas du choix de Z.

Proposition 1.2.6. (Propriétés des valuations). Supposons A factoriel et soient a,b€ A. On a
(1) vp(ad) = vp(a) + vp(b) ;
(2) a| b siet seulement si pour tout p € A irréductible, on a vp(a) < vp(b);
(3) a e A* si et seulement si pour tout p € A irréductible, on a v,(a) =
(

3)
4) vp(a +b) = inf{v,(a),v,(b)} avec égalité si v,(a) # v, (D).

Démonstration. (1)-(3) résultent immédiatement des définitions et de I'unicité de la décomposition
en facteurs irréductibles. Pour (4), on si v = inf{v,(a),v,(b)}, on a p¥ | a et p | b donc p* | a + b,
et donc vy (a + b) = v. Supposons vy (a) # v,(b) : quitte & échanger a et b, on a v = v,(a) < v,(b).
On peut écrire a = pYa’ avec p @’ et b = pb avec p | I/, de sorte que a + b = p¥(a’ + V') et
ptd +bV :onavp(a+bd)=v. O

Proposition 1.2.7. Soient A un anneau factoriel et p € A\{0}. Alors p est irréductible si et
seulement si p est premier.
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Démonstration. Sip est irréductible et p | ab, on a v,(a) + vp(b) = vp(ab) = 1 et donc vp(a) = 1
ouvp(b) =1 ie p|aoup|b Réciproquement un élément premier est toujours irréductible. O

Remarque 1.2.8. En fait, on peut montrer qu’'un anneau intégre est factoriel si et seulement s’il
est noethérien et tout élément irréductible est premier.

Définition 1.2.9. Soient A un anneau factoriel “ et a,b € A\{0}. On appelle pged (plus grand
commun diviseur) —resp. ppcm (plus petit commun multiple)— de a et b un plus grand minorant
—resp. un plus petit majorant— de {a, b} pour la relation de divisiblité. On les note pgcd(a, b) et
ppcm(a, b) respectivement. On dit que a et b sont premiers entre eux si pged(a,b) = 1.

a. Cette définition garde un sens dans un anneau intégre quelconque, mais en général, le pged et le ppcm de
deux éléments n’existent pas.

Remarque 1.2.10. Rigoureusement, pgcd(a, b) et ppcm(a, b) sont définis & multiplication par une
unité prés : ce sont les idéaux qu’ils engendrent qui sont bien définis.

Cette définition affirme implicitement ’existence du pged et du ppcm. En fait, étant donnés

a,be A, de décompositions en facteurs irréductibles
a=qui\” b=vnp7;”
AeA AeA
alors on a .
pged(a,b) = [ [ o™ ™ ppem(a,b) = [ [ ot
AeA AeA

En d’autres termes, pour tout p € A irréductible, on a v,(pged(a,b)) = min{v,(a),v,(b)} et
vp(ppem(a, b)) = max{v,(a), v,(b)}. On remarque qu’on a pged(a, b) ppcm(a,b)A = abA.

Par induction, on peut facilement étendre la définition et parler du pged et du ppcm d’une
famille finie d’éléments non nuls.

Proposition 1.2.11. Lemme de Gauss. Soient A un anneau factoriel et a,b,c € A\{0} tels
que pged(a,b) = 1. Sia | be, alors a | c.

Démonstration. Si p € A est irréductible et divise a, on a v,(b) = 0 vu que p 1 b (a et b étant
premiers entre eux). On a donc vp(a) < vp(be) = vp(c). Comme c’est vrai pour tout p premier
divisant a, on a a | ¢ (¢f proposition 1.2.6 (2)). O

Proposition 1.2.12. Tout anneau principal est factoriel. I

Lemme 1.2.13. Soit A un anneau intégre dans lequel élément irréductible est premier (¢f propo-
sition 1.2.7). Alors si un élément admet une décomposition en facteur irréductibles, cette derniére
est unique (au sens de la définition 1.2.3).

Démonstration. Soit a = upips - - - pr, avec u € A* et p1,...,p, des éléments irréductibles. Soit en
outre a = vq1qs - - - qs, avecv € A* et q1, . .., qs des éléments irréductibles, une autre décomposition
en facteur irréductibles.

Quitte & échanger les deux écritures, on peut supposer 7 < s. On procéde par récurrence sur
r. Sir =0, alors a = u € A* : le produit vqiqs - - - ¢s est inversible donc chacun de ses facteurs
Iest, et on a nécessairement s = 0. Supposons r > 1. Comme p; est irréductible et divise le
produit vqiqs - - - gs, il divise 'un des facteurs (puisqu’il est premier). Comme v est inversible, il
n’est pas divisible par p; qui ne l’est pas : quitte & renuméroter les g;, on peut supposer py | ¢
i.e. ppA = @1 A. En divisant a par p;, on se rameéne au cas r — 1, ce qui permet de conclure. [

Démonstration de la proposition 1.2.12. Soient A un anneau principal et ag € A\{0}. Supposons
que ag n'admet pas de décomposition en facteurs irréductibles. Alors ag n’est pas irréductible : il
s’écrit ag = a1by avec ay, by € A\({0} U AX). Si ay et by admettent tous les deux une décomposition
en facteurs irréductiles, il en est de méme de leur produit ag, ce qui n’est pas : quitte a échanger
a1 et by, on peut supposer que a; n’admet pas de décomposition en facteurs irréductibles. On peut
appliquer de nouveau ce raisonnement avec a; a la place de ag : on construit ainsi pas récurrence
deux suites (an)neN et (bp)nen., d’éléments de A\({0} U A*) telles que pour tout n € N, on a
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ap, = Gp+1bp+1. La suite d’'idéaux (a,A)nen est croissante (car a,+1 | an, pour tout n € N). Elle
est donc stationnaire (car A est noethérien) : il existe n € N tel que a, A = a,4+1A. Comme on a
ap = Gni1bpi1, cela implique b, 1 € A*, ce qui est contradictoire.

Pour achever la preuve, il suffit (en vertu du lemme 1.2.13) de montrer que tout élément
irréductible est premier. Soit p € A irréductible. Soit m € A un idéal maximal de A contenant p
(théoréme de Krull, ou en utilisant le fait que A est ncethérien). Comme A est principal, il existe
a€ Aavecm =aA, et pem = (Ibe A) p = ab. Comme p est irréductible, on a b € A* (car
a¢ A* vu que m = aA # A). Ainsi pA = m est maximal. O

Remarque 1.2.14. Si A est un anneau principal, on a une autre caractérisation du pged et du
ppcm de deux éléments a,b € A. On a pged(a,b)A = aA+bA et ppcm(a,b)A = aAnbA. Montrons-
le pour le pged (la preuve pour le ppcm est analogue). Comme A est principal, il existe d € A
tel que aA + bA = dA. Comme z € A divise a et b si et seulement si aA € A et bA < zA i.e.
dA < zA, on a bien pgcd(a,b) = d.

Il ne faut pas croire que cette caractérisation est valable dans tout anneau factoriel. Par exemple,
on peut montrer que Q[X, Y] est factoriel. Comme X et Y sont irréductibles et premiers entre
eux, on a pged(X,Y) = 1, bien que X Q[X,Y]+Y Q[X,Y] # Q[X, Y] (c’est I'idéal des polyndmes
qui s’annulent en (0,0)). Bien str, cela vient du fait que 'anneau Q[X,Y] n’est pas principal.

Exemples 1.2.15. Si K est un corps et n € N~ 1, 'anneau K[Xq,..., X,,] est factoriel (¢f théoréme
1.2.27) mais pas principal (¢f remarque précédente). De méme, 'anneau Z[ X | est factoriel (¢f loc.
cit.) mais pas principal (I'idéal engendré par 2 et X n’est pas principal).

Proposition 1.2.16. Si A est principal, ses idéaux premiers non nuls sont maximaux.

Démonstration. Soit p & A premier non nul. D’aprés le théoréeme de Krull (théoréme 1.0.1), il
existe m < A maximal tel que p € m. Comme A est principal, on a p = pA et m = aA : on a
p = ab avec b € A. Comme p est premier donc irréductible, on a be A* (car a ¢ A* vu que m est
maximal), ce qui implique que p = m est maximal. (|

Définition 1.2.17. Soit A un anneau intégre.

e Un stathme euclidien est une application ¢: A\{0} — N telle que si a, b e A\{0} sont tels
que b divise a, alors ¢(b) < ¢(a). Cette application sert de « mesure » pour la division
euclidienne. Le stathme euclidien ¢ est dit total s’il est en fait a valeurs dans N~g.

e Un stathme euclidien ¢ définit une division euclidienne si pour tout (a,b) € A x A\{0},
il existe ¢, 7 € A tels que a = bg +r et (r = 0 ou ¢(r) < ¢(b)). L’élément ¢ s’appelle alors
le quotient et r le reste de la division.

e Un anneau est un anneau euclidien si et seulement s’il admet un stathme euclidien

définissant une division euclidienne.

Remarque 1.2.18. Si A est un anneau euclidien, il n’y a pas unicité d’un stathme euclidien sur
A. En outre, on ne requiert pas l'unicité du quotient et du reste.

Exemples 1.2.19. Tout corps est un anneau euclidien. L’anneau Z est euclidien, avec le stathme
donné par ¢(a) = |a| (valeur absolue). Dans ce cas, la division est la division euclidienne habituelle
(on a unicité —au signe prés— dans ce cas). Si K est un corps, anneau de polyndémes K[X] est
euclidien, avec le stathme donné par ¢(P) = deg(P) si P # 0, et ¢(0) = 0. La encore, la division
est la division euclidienne habituelle et elle est unique.

L’anneau Z[i] = {a + ib € C, a,b € Z} des entiers de Gauss est euclidien, muni du stathme
donné par ¢(a + ib) = a* + b2.

Proposition 1.2.20. Tout anneau euclidien est principal. I

Démonstration. Soient A un anneau euclidien, ¢: A\{0} — N un stathme euclidien et I < A un
idéal. Montrons que I est principal. On peut supposer I # 0. Dans ce cas, ¢(1\{0}) est une partie
non vide de N, elle admet donc un plus petit élément : Soit b € I\{0} un élément tel que ¢(b)
est minimal. On a bien str bA < I. Réciproquement, soit a € I. Comme ¢ est euclidien, il existe
qg,r € Atels que a = gb+ 17 et r =0 ou ¢(r) < ¢(b). Supposons  # 0 : on a ¢(r) < ¢(b). Mais
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r=a—qgbe I, et comme r # 0, on a ¢(b) < ¢(r) par minimalité de ¢(b), ce qui est contradictoire.
On a donc en fait r = 0, et a = gb € bA. Ainsi I = bA est principal. O

Remarque 1.2.21. Il existe des anneaux qui sont principaux, mais pas euclidiens.

Corollaire 1.2.22. Soit K un corps, les anneaux Z et K[X] sont principaux, donc factoriels (cf
proposition 1.2.12).

Si f: A — B est un morphisme d’anneaux, il induit un morphisme d’anneaux A[X] — B[X].
Si A est un sous-anneau de B, alors A[X] est naturellement un sous-anneau de B[X].

Définition 1.2.23. Soient A un anneau factoriel et P = ag + a1 X + -+ - + a, X™ € A[X]|\{0}.
Le contenu de P est

¢(P) = pged{a;/ a; # 0}.

Lemme 1.2.24. Soient A un anneau factoriel et P,Q € A[X]\{0}. Alors ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

Remarque 1.2.25. Le pged étant défini & multiplication par une unité prés, on devrait plutot
écrire ¢(PQ)A = ¢(P)c(Q)A. Dans ce qui suit, on commettra systématiquement cet abus pour ne
pas alourdir la rédaction.

Démonstration. On peut déja écrire P = ¢(P)P et Q = c(Q)Q avec ¢(P) = 1 et ¢(Q) =1 : on
a PQ = ¢(P)c (Q)PQ Quitte a remplacer P et Q par P et () respectivement, on peut supposer
¢(P) =1et ¢(Q) =1, et il s’agit de prouver que ¢(PQ) = 1.

Supposons au contraire qu’il existe p € A premier tel que p | c(PQ) Si on note P et Q les
images dans (A/pA)[X] de P et Q respectivement, cela implique que PQ = 0 dans (A/pA)[X].
Mais comme p est premier, ’anneau A/pA est intégre : il en est de méme de Panneau (A/pA)[X].
Onadonc P =0o0uQ =0, et donc p | ¢(P) oup | ¢(Q), ce qui contredit ¢(P) = let ¢(Q) =1. O

Proposition 1.2.26. Supposons A factoriel. Soient K = Frac(A) et P € A[X] tel que ¢(P) = 1.
Alors P est irréductible dans A[X] si et seulement si P est irréductible dans K[X].

Démonstration. Si P est irréductible dans K[X] et P = Q1Q2 avec Q1, Q2 € A[X]. Comme P est
irréductible dans K[X], quitte a échanger Q)1 et Q2, le polynéme Q; est constant d’ott Q1 = ¢(Q1).
Mais d’aprés le lemme 1.2.24, on a 1 = ¢(P) = ¢(Q1)c(Q2), donc Q1 € A*. Ainsi P est irréductible
dans A[X].
Réciproquement, supposons P irréductible dans A[X] et P = Q1Q2 avec Q1,Q2 € K[X]. Il
existe aj,az € A\{0} tels que a;Q1 € A[X] et a2Q2 € A[X]. On a alors ajas = c(alagP)
c(a1Q1)c(a2Q2) dapres le lemme 1.2.24, vu que ¢(P) = 1. Si on écrit a1Q1 = (alQl)Ql et
a2Q2 = C(G2Q2)Q2 avec Q1, Q2 € A[X], on a donc a1asP = ¢(a1Q1)Q1¢(a2Q2)Q2 = a1a2Q1Q>
soit P = Q10 (Panneau A est intégre). Comme P est irréductible dans A[X], quitte & échanger
Q1 et Qg, on peut supposer Q1 € A*. On a alors Q1 € K* et P est irréductible dans K[X]. O

Théoréme 1.2.27. Soit A un anneau factoriel. Alors 'anneau A[X] est factoriel %

a. Il est facile de voir que la réciproque est vraie.

Démonstration. e Sip € A est irréductible, le polyndme constant p est irréductible dans A[X]. En
effet, 'anneau A/pA est intégre : il en est de méme de A[X]/pA[X] ~ (A/pA)[X] et p est premier
donc irréductible dans A[X].

e Si P e A[X] est de degré > 1 et irréductible, alors ¢(P) = 1. En effet, on peut écrire P = ¢(P)P
avec P e A[X], ce qui donne une factorisation non triviale si ¢(P) est non inversible.

e Existence d’une décomposition en facteurs irréductibles. Soit P € A[X]\{0}. On peut écrire
P = ¢(P)P avec P € A[X] de contenu égal a 1. Comme A est factoriel, on peut décomposer
¢(P) en facteurs irréductibles et il suffit de montrer qu’on peut décomposer P:on peut supposer
c¢(P)=1.Si Pe A, on aalors P =1 : on peut supposer deg(P) > 1. Soit K le corps des fractions
de A. Comme Panneau K[X] est factoriel (¢f corollaire 1.2.22), on peut écrire P = PyPy--- P,
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avec P; € K[X] irréductible pour ¢ € {1,...,r}. Pour tout ¢ € {1,...,r}, soit a; € A\{0} tel que
a;P; € A[X], et P, = ¢(a;P;) " (a;P;) € A[X]. Comme P; est de contenu 1 et irréductible dans
K[X] (car P; Vest), il est irréductible dans A[X] d’apreés la proposition 1.2.26. On a ajaz - - - a, =
c(arPy)---c(arPy) en vertu du lemme 1.2.24, vu que ¢(P) = 1. On a donc la décomposition en
facteurs irréductibles P = P1 PQ P
e Unicité de la décomposition en facteurs irréductibles. Soient P € A[X|\{0} et P = P, P,--- P, et
P =Q1Q3- - Qs deux décompostions en facteurs irréductibles dans A[ X]. Quitte & renuméroter les
P; (resp. les Q;), il existe ro < 7 (resp. so < ) tel que P; € A\{0} pour i < rg et deg(P;) > 0 pour
ro <1 <7 (resp. Q; € A\{0} pour j < sp et deg(Q;) > 0 pour sg < j < s). D’aprés la remarque
faite plus haut, on a alors ¢(P;) = ¢(Q;) = 1 pour 79 < < 1 et 59 < j < s. En prenant le contenu
delégalité PiPs--- P, = Q1Q2- - Qs, il vient donc PPy - -- Py = Q1Q2 - - - Q,, qui est une égalité
de deux décompostions en facteurs irréductibles dans A. Ce dernier étant factoriel, on a rg = sq,
et quitte & renumeéroter, on peut supposer P,A = ;A pour tout i € {1,...,7r}. En divisant
P par PiPy--- P, il vient P 41+ P A[X] = Qo1+ QsA[X]. C’est une décomposition en
facteurs irréductibles dans K[X], qui est factoriel : on a r = s et quitte & renuméroter, on peut
supposer P K[X] = Q;K[X] pour i€ {ro+1,...,r}. Mais comme ¢(P;) = ¢(Q;) = 1, on a en fait
PA[X] = Q;A[X] pourie{ro+1,...,r}. O

Remarque 1.2.28. (1) Au cours de la preuve, on a vu qu’'une famille de représentants des élé-
ments irréductibles de A[X ] est donnée par la réunion d’une famille de représentants des éléments
irréductibles de A et d’une famille de polynomes de A[X] de contenu 1 qui forment une famille
de représentants des éléments irréductibles de K[X].

(2) En général, il n’est pas vrai que A factoriel implique A[X]| factoriel. C’est cependant vrai si
A est suffisament « régulier ». C’est le cas par exemple lorsque A est un corps. On a un unique
élément irréductible (& une unité prés bien str) : X. En effet, toute série formelle non nulle s’écrit
f=an X"+ an 1 X"+ avec a, € A\{0} = AX. L’élément u = a,, + api1X + apy2X?--- €
A[X] est inversible, et on a f = uX"™ ('unicité est évidente).

1.3. Localisation. Soit A un anneau.

Définition 1.3.1. Une partie S < A est dite multiplicative si 1 € S et S est stable par
multiplication. Par commodité, on requiert en outre que 0 ¢ S.

Exemples 1.3.2. (1) A*.
(2) Si f € A, Pensemble {f"}neN-
(3) Si p © A est un idéal premier, A\p.

Proposition 1.3.3. Soit S © A une partie multiplicative. Il existe une A-algébre A - S~1A,
unique & isomorphisme prés, ayant la propriété universelle suivante : si f: A — B est un
morphisme d’anneaux tel que (Vs € S) f(s) € B*, alors il existe un morphisme d’anneaux
f S~!A — B unique tel que f = fOL

A—71 .
S—tA

Démonstration. Munissons I’ensemble A x S de la relation binaire ~ définie par
(0,1, 81) ~ ((IQ,SQ) = (E't € S) t(alsg — a251) =0

Il est facile (mais un peu fastidieux) de vérifier que c’est une relation d’équivalence. On note
StA = (A x S)/ ~ l'ensemble quotient. Si (a,s) € A x S, on note ¢ son image dans S~*A.
Soient (a1, $1), (az,s2) € A x S. Il est facile (mais un peu fastidieux) de vérifier que les éléments

G4 2= we2tan of U 42 .= UL pe dépendent que de 2 et 2, et que cela définit deux lois
S1 S2 S182 S1  S2 S182 S1

internes + et . sur S™'A, qui en font un anneau commutatif d’unlte 1- Par ailleurs, 'application

1 A—>S7tA

a+— 2

1
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est un morphisme d’anneau. Observons que si s € S, alors ((s) = £ est inversible dans S™1A,

1
d’inverse %

Enfin, soit f: A — B un morphisme d’anneaux tel que (Vs € S) f(s) € B*. On vérifie facilement
que application

f: S™'A - B
2= f(s)7 f(a)

est un morphisme d’anneaux bien défini, et que c’est 'unique tel que f = fo t. L’unicité de
(S71A, 1) résulte de la propriété universelle. O

Définition 1.3.4. La A-algébre S~'A s’appelle la localisation de A en S.

Remarque 1.3.5. (1) Par abus, si a € 4, on note encore a au lieu de ¢(a) son image dans S~ A.

(2) D’un certain point de vue, S~1A est la « plus petite » A-algébre dans laquelle les éléments
de S sont inversibles.

(3) Lorsque A est intégre, la relation binaire ~ n’est autre que la relation « habituelle »
(a1,81) ~ (aa,82) « a182 = azs1. Lorsque A n’est pas intégre, cette derniére n’est plus une
relation d’équivalence (pourquoi?), et il est nécessaire de rajouter le « ¢ ».

(4) On a Ker(¢) = {a € A, (Is € S) sa = 0}. En particulier, ¢ est injective dés que A est intégre.
(5) A moins que A soit factoriel, on n’a pas de notion de « fraction irréductible ».

Exemples 1.3.6. (1) Supposons A intégre (c’est le seul cas qu’on rencontrera dans la suite du
cours). Alors A\{0} est multiplicative ({0} est premier), et (A\{0})*A = Frac(A) est le corps
des fractions de A. Par exemple, on a Frac(Z) = Q, Frac(K[X]) = K(X) si K est un corps).

Si maintenant S < A est une partie multiplicative quelconque, la propriété universelle fournit un
morphisme injectif ST1A — Frac(A) : les localisations de A s’identifient & des sous-anneaux de
Frac(A).

(2) Si f € A, on note Ay le localisé de A par rapport a la partie multiplicative {f"},en. Par
exemple, Z oy n’est autre que 'anneau des nombres décimaux.

(3) Sip < A est un idéal premier, on note A, le localisé de A par rapport a la partie multiplicative
A\p. Lorsque A est intégre et p = {0}, on retrouve Frac(A).

(4) Exercice : trouver des parties multiplicatives S < Z autres que Z \{0} telles que S™' Z = Q.

Définition 1.3.7. Si S < A est une partie multiplicative et M un A-module, on définit la
localisation S~'M de M par rapport 4 S de facon analogue & S™'A : c’est 'ensemble quotient
de M x S par la relation d’équivalence (my,s1) ~ (ma,s2) < (It € S) t(mis2 —masy) = 0.
C’est un S~!A-module avec les lois interne et externes données par 24 4 M2 .— Muisatmas;

S S2 S182
et 2.7 := <. Par ailleurs, un morphisme f: M — N de A-modules induit un morphisme

fs: ST'M — S7'N de S~'A-modules (en posant fg(Z) = L) bour tout m e M et s € S).

S

En particulier, si I est un idéal de A, c’est un sous-A-module de A : on dispose de I'idéal S~

de S7TA.

Proposition 1.3.8. (1) On a (Ida )4 = Idg-1p.

(2) Si f: M —> M’ et g: M' - M” sont A-linéaires alors (go f)s = gs o fs.

(3) M < N,alors S™!M < S7!N et S™YN/M) ~ S IN/SIM.

(4) Si f: M — N est A-linéaire, on a Ker(fs) = S~ Ker(f) et Coker(fs) = S~ Coker(f).

Démonstration. (3) Le compos¢é M < N = STIN s'%tend en i: ST'M — SN (par S™1A-
linéarité). Soit x € ST'M : écrivons © = = avecn € M et s€ S. Sii(z) = 0, il existe t € S tel que
tm =0 dans M = N, ce qui implique que x = == = 0 dans S~1M : lapplication i est injective.
On la voit comme une inclusion S~'M < S~IN.

La projection canonique 7: N — N/M induit le morphisme S~! A-linéaire S™'N =% S~Y(N/M).
Il est surjectif : si x € S™H(N/M) il existe m € N/M et s € S tel que # = 2. Soit n € N

relevant m : on a ﬂs(%) = 2. Bien entendu, on a S™'M < Ker(ng). Réciproquement, si z =
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% € Ker(ms) (avec n € N et s € S), on a @ = 0 dans STYH(N/M) : il existe t € S tel que
tm(n) = w(tn) = 0 dans N/M, i.e. tn € M, soit encore z = 2 € S~ M. Ainsi Ker(rg) = S~'M
ot S7IN/S1M S S—L(N/M).

(4) Reésulte de (3). O

Proposition 1.3.9. Soit S — A est une partie multiplicative. Si A est ncethérien, il en est de
méme de S~ A.

Démonstration. Soit I un idéal de S™1A. Posons J = In A :=171(I) : ¢’est un idéal de A. Comme

T
ce dernier est ncethérien, J est de type fini J = > Aa;. Soit = 2 € I, alors sz = a € I, donc
i=1

T
a € J, ce qui implique que x € Z —L(AOQ ) et donc T < Z S71Au(a;). Clest en fait une égalité, et

1=1
I est de type fini. ([

Notation. On note Spec(A) I'ensemble des idéaux premiers de A. On Pappelle le spectre de A.

Proposition 1.3.10. Soit S < A est une partie multiplicative. Les applications
{p € Spec(A), pn S = @} < Spec(S~'A)
p—S'p
qnA:=1"(q) —q

sont des bijections croissantes inverses I’'une de 'autre.

Démonstration. Soit p € Spec(A) tel que pnS = @. On a S~'A/S™'p ~ S™H(A/p) (¢f pro-
position 1.3.8). Notons S l'image de S dans A/p : comme pn S = &, on a0 ¢ 5, et S
est une partie multiplicative de A/p. Comme A/p est intégre, il en est de méme du localisé

“L(A/p) = S_l(A/p) < Frac(A/p), de sorte que S~!p est premier dans S~ A.

Inversement, si q € Spec(S™1A), alors A/t.=1(q) — S~1A/q est intégre : on a q n A € Spec(4). Si
se(qn A)n S, alors s € . Comme s est inversible dans S~! 4, on a donc q = S™!A4, ce qui n’est
pas:ona(qnA)nS=ga.

Soit p € Spec(A) tel que pnS = @. On a bien stir p = S~!pn A. Réciproquement, soit a € S~1pnA:
on peut écrire a = ¢ avec v e p et s€ 5. Comme sa =aepets¢p (carpn S =), onaaep,
ce qui prouve I'égalité p = S~ 1p N A.

Soit q € Spec(S™'A). On a bien str S~'(q n A) < q. Réciproquement, soit x € q : écrivons = = &
aveca€ Aet se S.Onasr=aeqn A, etdoncr = 3 € S~1(g n A), ce qui prouve I'égalité
qg=S5"1qn A). O

Remarque 1.3.11. On a donc Spec(S—tA) < Spec(A). Il se trouve que 'ensemble Spec(A) peut
étre muni d’une structure d’espace topologique (et méme de bien plus...) et que la bijection de
la proposition 1.3.10 est un homéomorphisme. De ce point de vue, la localisation de 'anneau A
induit une « localisation » de l'espace Spec(A), ce qui explique la terminologie.

Définition 1.3.12. Un anneau local est un anneau n’ayant qu’un seul idéal maximal.

Exemples 1.3.13. (1) Un corps est un anneau local.
(2) Si K est un corps, 'anneau des séries formelles K [[X] est local, d’idéal maximal X K[ X]).

(3) Exercice : A est local si et seulement si A\A* est un idéal® : c’est alors I'idéal maximal de A.

1. Si A est local d’idéal maximal m, on a bien stir m € A\A*, et si a € A\A*, l'idéal aA est strict : il est
contenu dans un idéal maximal en vertu du théoréme de Krull (théoréme 1.0.1), donc a € m, ce qui prouve ’égalité
m = A\AX. Réciproquement, si m := A\A* est un idéal, et si I est un idéal propre de A, on a I n A* = &, i.e.
I € m et m contient tous les idéaux de A.
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Corollaire 1.3.14. Sip € Spec(A), alors Spec(A,) = {qA,, q € Spec(4), q < p}. En particulier,
A, est un anneau local * d’idéal maximal pA,.

a. La terminologie est bien faite, 1a encore...

Démonstration. 1’égalité résulte de 1’équivalence q n (A\p) = @ < q < p et de la proposition
1.3.10. Les bijections de loc. cit. étant croissantes (au sens de l'inclusion), les éléments maximaux
se correspondent, ce qui achéve la preuve. [l

Lemme 1.3.15. Soit M un A-module. Alors M = {0} si et seulement si My, = {0} pour tout idéal
maximal m < A.

Démonstration. Supposons My, = {0} pour tout idéal maximal m < A. Soit m € M. Posons
= {a € A, am = 0} : c’est un idéal de A. Supposons I # A : d’aprés le théoréme de Krull

(théoréme 1.0.1), il existe m < A maximal tel que / € m. Comme m = 5 est nul dans My, il
existe ¢t € A\m tel que tm = 0 dans M, i.e. t € I. On a donc t € I\m contradiction : I = A et
m = 0. O

Proposition 1.3.16. Principe local-global. Soient M un A-module et M’, M” deux sous-
modules de M. Alors M’ < M” (resp. M’ = M") si et seulement si pour tout idéal maximal m
de A, on a M}, < M/, (vesp. M}, = M) dans M.

Démonstration. St M’ < M”, on sait déja que M, < M) pour tout idéal maximal m de A
(proposition 1.3.8 (3)). Réciproquement, supposons My, My pour tout idéal maximal m de A.
Posons M = M/M" et n: M — M la projection canonique. On dispose de m(M') < M. Par

hypothése, on a 7(M')y, = {0} (parce que M), € M/ a une image nulle dans My = My/M/

cf proposition 1.3.8 (3)) pour tout idéal maximal m de A. D’aprés le lemme 1.3.15, cela implique
w(M') = {0} dans M, i.e. M’ < M". O

Remarque 1.3.17. Un exemple important du résultat précédent est le suivant : si I et J sont
deux idéaux de A, on a I < J si et seulement si I, < J, pour tout idéal maximal m de A.

Définition 1.3.18. (1) Soit K un corps. Une valuation discréte sur K est une application
v: K — Ru{+o} telle que

o (Vz,y e K)v(zy) = v(zr) + v(y) (cela implique v(1) = 0);

o (Vorye K) o(z +y) > min(o(z),o(y))

e v(K™) est un sous-groupe discret de R (donc de la forme aZ avec a  0).
On dit que v est normalisée lorsque v(K*) = Z.
(2) Un anneau de valuation discréte est un anneau principal ayant un et un seul idéal
premier non nul. Un générateur de ce dernier s’appelle une uniformisante de A.

Remarque 1.3.19. Supposons A de valuation discréte. L'unique idéal premier non nul m de A est
donc maximal : A est local. Les élements de m ne sont pas inversibles : comme m # 0, Panneau A
n’est pas un corps.

Proposition 1.3.20. Soient A un anneau de valuation discréte, m son idéal maximal, 7 une
uniformisante et K = Frac(A).

(1) Tout a € A\{0} s’écrit de fagon unique sous la forme a = um®(@ avec u e A* et v(a) € N;
(2) les idéaux non nuls de A sont tous de la forme m* = =m'A (avec i € N);
(3) () m"={0};
(4) Papplication v: A\{0} — N se prolonge de facon unique en une valuation discréte nor-

malisée v: K — Z u{+0o0};
(5) A={ze K, v(z) = 0}.

Démonstration. (1) Comme A est principal, il est factoriel. Comme m = 7 A est le seul idéal premier
non nul, il n’y a (4 multiplication par un élément inversible prés) qu’un élément irréductible : c’est
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7. Si a € A\{0}, sa décomposition en produit d’irréductibles est donc a = un¥® pi u € AX et

v(a) = vr(a) € N est la valuation m-adique de a.

(2) Si I < A est un idéal, il est principal : on a I = aA aveca€ A. Si I # {0}, on a a # 0, et on

peut écrire a = un’ avec u€ A* et i = v(a) € N : on a alors [ = 7' A = m,

(3) Siae A\{0}, on a a = urn’ avec u e A* et i = v(a), donc a € m"\m**1 et a ¢ () m’. Ainsi, on
ieN

a [ m' = {0}.

€N

(4) Siz = ¢ e K, avecae Aet be A\{0}, on a nécessairement v(zx) = v(a) — v(b) € Z U{+0},

ce qui prouve 'unicité. Si xz = ‘g—,/ est une autre écriture, on a ab’ = a’b (car A est intégre), donc

v(a) + o) = v(d) +v(b) i.e. v(a) —v(b) = v(a’) — v(V'), ce qui montre I'existence.

(5) On sait déja que (Va € A) v(a) € N u{+o0}. Réciproquement, soit x = § € K avec a € A et

be A\{0}. On a v(x) = 0= v(a) = v(b) = b | a (¢f proposition 1.2.6 (2)), donc x € A. O

1.4. Critéres d’irréductibilité. Dans toute cette section, A désigne un anneau intégre.

Proposition 1.4.1. Supposons A factoriel. Soient K son corps des fractions et P = ag + a1 X +
oo+ a, X" € A[X] un polyndéme de degré n. Soient a,b € A\{0} premiers entre eux tels que
a/b soit une racine de P. Alors a | ag et b | ay,.

Démonstration. On a b"P(a/b) = agh™ + a1b" ta+ ab"2a® + -+ an_1ba™* + a,a™ = 0. On a
donc a | apb™. Comme pged(a,b) = 1, le lemme de Gauss (¢f proposition 1.2.11) implique a | ao.
Un raisonnement identique implique b | a,. (I

Exemple 1.4.2. Soit P = 2X3 — X2 + X — 1 € Z[X]. Si = a/b € Q est racine de P, avec
a,b € Z\{0} premiers entre eux, alors a € {+1} et b | 2. On vérifie que 1/2 est racine de P et on
a (par division euclidienne) P = (2X — 1)(X? + X + 1). De méme, si = a/b € Q est racine de
X%+ X +1, avec a,b € Z\{0} premiers entre eux, alors a,b e {+1} i.e. x € {£1}. Mais 1 et —1 ne
sont pas racines, si bien que X2+ X + 1 est irréductible dans Q[X], donc dans Z[ X | (proposition
1.2.26).

Lemme 1.4.3. Soit P € A[X] unitaire et réductible. Alors il existe P;, P, € A[X] unitaires tels
que P = P P, et deg(Py),deg(P2) < deg(P).

Démonstration. Comme P est réductible, il s’écrit P = Py P avec Py, P» € A[X]\A*. L’anneau A
étant intégre, le coefficient dominant de P (c’est-a-dire 1) est le produit des coefficients dominants
de P et de Py : ces derniers sont inversibles, inverses I'un de 'autre. Comme P; ¢ A* et Py ¢ A,
les polyndémes P; et P, sont non constants : on a deg(P;), deg(Ps) < deg(P). Quitte a diviser P;
et P par leurs coefficients dominants respectifs, on peut supposer P; et P, unitaires. (I

Proposition 1.4.4. (Critére d’irréductibilité par réduction). Soient I < A un idéal strict
et P € A[X] un polyndme unitaire. Si 'image de P dans (A/I)[X] ne se factorise pas en un
produit de deux polynomes de degrés < deg(P), alors P est irréductible dans A[X].

Démonstration. Supposons P réductible : on peut écrire P = Py Py avec Py, P» € A[X] unitaires
et deg(P1),deg(Ps) < deg(P) (lemme 1.4.3). Notons avec un barre I'image d’un élément de A[X]
dans (A/I)[X] : on a P = PP, avec deg(P1) < deg(P) (= deg(P) vu que P est unitaire) et
deg(P2) < deg(P), ce qui n’est pas, contradiction. O

Exemples 1.4.5. (1) Le polynéme X2 + X + 1 € Z[X] est irréductible, parce qu’il est unitaire et
que son image modulo 2 est irréductible.

(2) Soit P = X2+ XY +1€ Q[X,Y]. On prend A = Q[Y] et I =Y Q[Y] 'idéal engendré par Y.
On a A/I = Q et 'image (modulo I) de P dans Q[X] est X2 + 1 (qui est irréductible, de degré 2
et n’ayant pas de racine dans le corps Q). Le polynome P est donc irréductible dans Q[X,Y].

Remarque 1.4.6. L’hypothése P unitaire n’est pas superflue : si P = (1+ X?)(1+Y) € Q[X, Y],
alors P n’est pas irréductible, mais sa réduction modulo Y T'est (c’est X2 +1 € Q[X]). Cest parce
que le terme dominant de P est X2Y, qui n’est pas unitaire (que ce soit en la variable X ou en la
variable Y). Il convient donc d’étre soigneux.
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Proposition 1.4.7. (Critére d’Eisenstein). Soient p € A un idéal premier, n € N5g et P =
apt+ar X+ +a, 1 X" 14+ X" e A[X] un polynéme unitaire. Supposons que ag, ay, . ..,a,_1 €
p mais ag ¢ p2. Alors P est irréductible.

Démonstration. Supposons P réductible : on peut écrire P = Py Py avec Py, P» € A[X] unitaires et
deg(P1), deg(Ps) < deg(P) (lemme 1.4.3). Posons k = deg(P1) : on a 0 < k < n. Notons avec une
barre I'image d'un élément de A[X] dans (A/p)[X]:ona P = X" = PPy dans Frac(4/p)[X],
qui est factoriel : cela implique P; = X* et Py = X" % (on sait qu’ils sont unitaires parce que Py
et P le sont). Les termes constants de P, et de Py sont donc nuls. Ainsi, les termes constants de
P, et de P, sont dans p. Le terme constant de P étant le produit des termes constants de P; et
de P, il appartient a p2, ce qui n’est pas : contradiction. [l

Remarque 1.4.8. (1) Bien siir, 'hypothése ag ¢ p? est cruciale, par exemple, le polynome
X? —4 = (X —2)(X —2) € Z[X] n’est pas irréductible (avec p = 2 Z).

(2) Soient p = A premier et P = ag + a1 X + -+ + a1 X"t + a, X" € A[X] avec a,, ¢ p,
40,1, .. .,0n_1 € p mais ag ¢ p>. Alors P n’est pas irréductible dans A[X] en général : par
exemple, P = 2(X?+3X +3) € Z[ X ] avec p = 3Z[X]. Cependant, 'image de P dans A,[X]|
est un polynome d’Eisenstein (on a a,, € Ay ), de sorte que cette image est irréductible dans
Ap[X]. Si A est factoriel, cela implique que P est irréductible dans Frac(A)[X].

Exemples 1.4.9. (1) Le polynome X* + 4X3 + 6X? + 10 est irréductible dans Z[X] (prendre
p = 2Z). Par contre, le critére ne s’applique pas au polynome X° — 4 (qui est irréductible dans
Z[X] cependant).

(2) Soit p un nombre premier et &, = XP~1 + XP=2 4 ... + X + 1 € Z[X] le p-iéme polynome
cyclotomiques. Alors ®,, est irréductible. Pour le montrer, on remarque que ®, = Xl e Q(X) :

-1
on effectue le changement de variable X =Y + 1. On a alors &, = % d’ou

B +1) = Y QYT Yk ()

Comme p | (?) pour tout k € {1,...,p — 1} et (pfl) = p est non divisible par p?, le critére
d’Eisenstein s’applique (avec p = pZ) et ®,(Y + 1) est irréductible dans Z[Y] : il en est de méme
de ®,,.

(3) Le polynéme X3+ XY?2+Y € Z[X,Y] est irréductible en vertu du critére d’Eisenstein (prendre
p = Y Z[Y]). Remarquons que dans ce cas, 'application de la proposition 1.4.4, (en quotientant
par Y) ne permet pas de conclure.

1.5. Modules de type fini sur les anneaux principaux. On suppose désormais A principal.
Par définition, A est intégre : on note K son corps des fractions. Rappelons que A est factoriel
(proposition 1.2.12) : on dispose du pged et du ppem. En outre, comme les idéaux de A sont
engendrés par un élément, ils sont de type fini, i.e. A est ncethérien.

Dans ce qui suit, quand on écrit une matrice, les coefficients vides correspondent a des zéros.
SineNsgetay,...,a, €A, on pose

ai
diag(ai,...,a,) = e M,,(4).
an

Par ailleurs, si M = (mm—) 1<i<n € Mysm(A), on note TM = (mj_i)lgigm € My xn(A) la matrice
1<gsm S 1<j<n
transposée de M.
Fixons une famille (py)xea de représentants des éléments irréductibles de A. Tout élément

a € A\{0} admet une décomposition unique en facteurs irréductibles :
a=1u H 0%
AeA

ot u € AX et (nx)ren est une famille d’entiers presque tous nuls (i.e. tous nuls sauf un nombre
fini). On pose alors

E(a)zZnAEN
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qu’on appelle longueur de a. Ce n’est autre que le nombre de facteurs irréductibles de a (par
exemple, on a f(a) =0 < a e A* et £(a) = 1 si et seulement si A est irréductible).
Si M = [mm—] 1<i<n € MnXm(A)\{O}, on pose

1<jsm

(M) =min {{(m;;), 1<i<n, 1<j<m, m;;#0}.

Définition 1.5.1. (1) Si n € Nsg on pose GL,(4) = {M € M,(A), det(M) € A*}.
D’aprés les formules de Cramer, c’est le groupe des éléments inversibles de M,,(A)
(prendre garde que det(A) # 0 est insuffisant si A n’est pas un corps). On pose
SL,(A) = {M € M, (A), det(M) = 1}. C’est un sous-groupe de GL,,(A).

(2) Si o € &, est une permutation, on pose P, = (50(i)=ﬂ'>1<z‘,j<n e M, (A4) (oir 6;; est le
symbole de Kronecker). On a det(P,) = (—1)5(?) (ot £(o) désigne la signature de o), de
sorte que P, € GL,(A). Posons B, = diag (1, R (—1)5("))Pa € SL,(A4).

Si M € My xm(A), la matrice P, M est I'élément de My, (A) dont la i-iéme ligne est
la o(7)-iéme ligne de M. De méme, si v € &,, est une permutation, la matrice M P, est
déduite de M en permutant les colonnes suivant v. En multipliant M par ]30 a gauche
(resp. par ﬁv a droite), on permute les lignes suivant o (resp. les colonnes suivant ) et
on multiplie la derniére ligne (resp. colonne) par (—1)5(?) (resp. (—1)5().

Proposition 1.5.2. Soient n € N>s et aq,...,a, des éléments de A qui engendrent I'idéal A.
Alors il existe une matrice dans SL, (A) dont la premiére colonne est T(a1,...,a,).

(

Démonstration. Posons X = ~(aq,...,a,). Il s’agit de prouver l'existence d’une matrice M €
M,,(A) de déterminant 1 telle que M~'X = T(1,0,...,0). On procéde par récurrence sur n > 2.

Casn=2. Comme A = Aa; + Aao, il existe u,v € A tels que va; — uas = 1. La matrice
M = <a1 u) répond alors a la question.

as v

Cas n > 2. Soit dA = pged(az,...,a,) et ba,... b, € A tels que db; = a; pour i € {2,...,n}.
On a pged(ba,...,b,) = A : par hypothése de récurence, il existe M] € M,,_1(A) de déterminant
1 telle que M{~'Y =T(1,0,...,0) ou Y = T(bs,...,b,). Soit alors

1
Mlz( M{)

On a det(M;) = det(M}) = 1 et M;*"X = T(ay,d,0,...,0). On est ramenés au cas n = 2 :
comme pged(ay,d) = A, il existe M} € My(A) inversible avec My T (a1,d) = T(1,0). Soit alors

/
My = <M2 I 2)

ott I,_5 € M,,_5(A) désigne la matrice identité. On a det(My) = det(M}) = 1 et My 'M;'X =
T(1,0,...,0). Soit M = M;Ms. On adet(M) =1et M~'X =T(1,0,...,0), ce qu’on voulait. [

Remarque 1.5.3. Cette preuve fournit une procédure effective pour construire la matrice si on
sait traiter le cas n = 2 (par exemple pour A = Z ou, plus généralement, A un anneau euclidien).

Définition 1.5.4. Si n,m € N+, on fait agir SL,,(A4) x SL;,,(A4) sur le A-module My, (A) par
(P.Q)- M = P~'MQ.

Deux matrices My, My € My, 5 (A) sont dites équivalentes si elles sont dans la méme orbite
pour cette action. On écrit alors M7 ~ M (cela définit une relation d’équivalence). Remarquons
qu’on peut aussi faire agir GL,,(A4) x GL,,(A4) de la méme fagon.

Remarque 1.5.5. Lorsque n = m, on prendra garde & ne pas confondre cette notion avec celle,
plus fine, de matrices semblables : si My, My € M,,(A), on dit que M; et Ms sont semblables s'il
existe P € GL,,(A) tel que My = P~*M; P.
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Définition 1.5.6. Un matrice réduite est une matrice de la forme
aq
€ Myxm(A)
o
avec r € {0,...,min{m,n}} et aq,...,a, € A\{0} tels que a;|a;4+1 pour tout i € {0,...r — 1}.

Théoréme 1.5.7. Tout matrice M € M;,»,,(A) est équivalente a une matrice réduite.

Démonstration. On peut supposer M # 0. On procéde par récurrence sur d = min{m,n}.

Supposons d = 1. Quitte & transposer, on peut supposer m = 1, de sorte que M est un vecteur
colonne. Si n = 1, il n’y a rien & faire : supposons n > 2. Notons «; le pged des coefficients de
M :ona M = a;X o X est un vecteur colonne dont les composantes engendrent I’idéal unité.
D’aprés la proposition 1.5.2, il existe une matrice P € SL,,(A) dont la premiére colonne est égale
a4 X.Onaalors P7'X =71(1,0,...,0) et donc P~'M = T(ay,0,...,0).

Supposons désormais d > 1. Rappelons que M # 0. Soit § = min {E(M’), M~ ]V[} € N.
Quitte a remplacer M par une matrice équivalente convenable, on peut supposer que (M) = 4. 11
existe ig € {1,...,n} et jo € {1,...,m} tels que £(my, j,) = . Notons 71, € &,, (resp. 11, € S,
la transposition de {1,...,n} (resp. {1,...,m}) échangeant 1 et ig (resp. jo), et posons M’ =
P;}io MP;, € Myxm(A) (ot Py, € SL,(A) et Pr,
modifiées, cf définition 1.5.1 (2)). On a M’ ~ M et m) ; = my, j, : quitte & remplacer M par M’,
on peut supposer que £(m;y 1) = d. Posons a;y := mq 1.

e Commencons par montrer que «; divise les coefficients de la premiére ligne et de la premiére
colonne. Quitte & transposer, il suffit de traiter le cas de la premiére colonne. Raisonnons par
Pabsurde : supposons qu’il existe ¢ € {2,...,n} tel que a3  m; 1. Quitte & permuter la deuxiéme
et la i-éme ligne, on peut supposer i = 2. Soit &; = pged(aq,me,1). Comme &; divise strictement
aq, on a £(dy) < 0. Par ailleurs, il existe a,b € A tels que &1 = amq,1 + bma, ;. Posons alors

a b
—m271/&1 ml,l/&l
p_ 1

€ SL,,,(A) sont les matrices de permutation

1

On a det(P) = 1 et le coefficient d’indice (1,1) de M’ = PM est &;. On a donc M’ ~ M et
(M) < l(aq) < §, ce qui contredit la définition de 4.
e Quitte & multiplier M a gauche par la matrice
1
7771271/0&1 1

e SL,(4)
—Mp1/0n 1
et a droite par la matrice
1 —migfon -+ —maim/oa
! e SL,,(4)
1
on peut supposer que m; 1 = 0 pour € {2,...,n} et m1; = 0 pour j € {2,...,m}. En effet, cela

donne une matrice équivalente, et de méme longueur (puisqu’on a pas changé le coefficient d’indice

(1,1)).
(" )

e La matrice M est donc de la forme
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avec My € M(;,_1)x (m—1)(A). On applique I'hypothése de récurrence a M : il existe P € SL,,_1(A),
Q €SLy—1(A), r € N, des éléments as, . .., a, € A\{0} tels que a;|a;+1 pour tout i € {2,...,7—1}
et

Q2

PIIMQ, =

Qp

Py

Quitte & multiplier M par (1 0
1

1) € SL,,(A) a gauche et par (1 > € SL,,(A) a droite, on

peut supposer que
aq

o

Reste & voir que a; | az, et on aura fini. Supposons le contraire. Soit o) = pged(ay, az). Comme
a1 fag, on a f(a)) < l(ay) = 0. Il existe a,b € A tels que aa; + bag = o). Légalité

b ) (" )61~ ()

montre qu'il existe M’ = (m; ;) 1<i<n € Mnxm(A4) équivalente & M et telle que mb; = . On a
1<j<m ’

alors £(M') < £(a)) < &, ce qui contredit la définition de §. On a fini. O

Remarque 1.5.8. Dans le cas ou A est cuclidien, il est possible de rendre cet énoncé constructif,
a l'aide d’opérations élémentaires.

Théoréme 1.5.9. (Théoréme de la base adaptée). Soit M un sous-A-module d'un A-
module L libre de rang n fini. Alors M est libre, et il existe une base (e1,...,e,) de L, un
entier r < n et ay, ..., o, € A\{0} tels que

(are1,...,ape.) est une base de M.

{ai|ai+1 pour tout ¢ € {0,...r — 1}

Démonstration. Comme A est principal, il est ncethérien. Comme L est libre de rang fini, le A-
module L est noethérien (corollaire 1.1.6) : son sous-A-module M est donc lui aussi de type fini.

Choisissons 1, ..., T, € M une famille génératrice. On dispose donc d’une application A-linéaire
f: A" > L
m
(aty...,am) — 2 a;x;
j=1

dont I'image n’est autre que M. Aprés le choix d’'une base 8 de L, cette application est donnée
par une matrice n x m (dont la j-iéme colonne consiste en les coordonnées de x; dans la base B).
D’aprés le théoréme 1.5.7, cette derniére est équivalente & une matrice réduite : quitte a effectuer
un changement de base de A™ et de L, elle s’écrit

a1
Oy
avec r € {0,...,min{m,n}} et aq,...,a, € A\{0} tels que a;|a;11 pour tout 7 € {0,...r — 1}. Si
on note (ey,...,e,) la nouvelle base de L, I'image de f est donc le sous-A-module libre engendré
par (ajeq,...,arey). O

Remarque 1.5.10. Le résultat qui précéde est faux lorsque A n’est pas principal. Par exemple
Z /27 est un sous-Z /4 Z-module non libre de Z /4 Z. De méme, le sous-Z x Z-module Z x{0} de
Z x Z n’est pas libre.
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Théoréme 1.5.11. (Théoréme des diviseurs élémentaires). Soit M un A-module de type
fini. Alors il existe des entiers d,r € N et ay,...,aq € A\({O} v AX) tels que

aila;41  pour tout i € {0,...d — 1}

M ~ (A/a1A) x -+ x (A/agA) x A"

En outre, les entiers d, r ainsi que les idéaux a1 A, ..., a,A sont uniques. L’entier r s’appelle le
rang de M et si r = 0, les éléments (aq,...,aq) les diviseurs élémentaires de M.

Démonstration. Commencgons par montrer ’existence. Comme M est de type fini, choisissons une
famile génératrice mq,...,m, : on dispose d’une application surjective

f: A" > M
()\1, . 7)\n) — i )\zml
i=1
Comme A" est libre, il admet une base (eq,...,e,) telle que
Ker(f) = é—)Aoziei
i=1

avec s € {1,...,n} et aq,...,as € A\{0} tels que «o;|a;+1 pour tout i € {0,...s — 1}. En passant
au quotient, f induit un isomorphisme A-linéaire

S

M ~ A"/ Ker(f) = (@(A/aiA)ei) @( D Aei)
i=1 i=s+1
Soit t = max(ie {1,...,s}, a4 EAX) (onat=0sia ¢ A¥). Posonsd =s—t,r=n—s et
a; = appipouri€{1,...,d}. Onaay,...,aq € A\({0} UAX) et a;|a;+1 pour tout i € {0,...d—1}.
En outre, comme
0 sit <t
Afa;itA sit<i<s

A/OQA = {

on a bien

M ~ (A/a;A) x -+ x (A/agA) x A",

Montrons maintenant l'unicité. On a déja Mios = (A/a1A) x -+ x (A/agA) et donc M/ Myos ~ A”.
L’entier r ne dépend donc que de M (c’est la dimension du K-espace vectoriel K ®4 M ou
K = Frac(A)).

d
11 suffit donc de traiter le cas ou M est de torsion. On a M ~ [[(A/a;A) avec ajlaz]|---|aq

=1
dans A\{0}. Notons & l'ensemble des éléments irréductibles de A. Si p € &, l'idéal pA est
premier non nul donc maximal (¢f proposition 1.2.16) : le A-module M /pM est un A/pA-espace
vectoriel de dimension finie d,,(M) (on a d,(M) = #{i e {1,...,d}, pla;}). On en déduit déja que
d= Ipréag%( d,(M) ne dépend que de M. Par ailleurs, pour tout n € N, on a

dp(p" M /p" M) = #i € {1, d}, vy(a;) = n+ 1)
Il en résulte que pour tout n € N+, 'entier
#ie{l,...,r} vplas) = n} = dp(p" T M/p" M) — dy(p" M /p" " M)

ne dépend que de M et de p. Comme on a vp(a1) < vp(az) < --- < vp(aq), cela implique que pour
tout pe & et tout i € {1,...,d}, entier v,(a;) ne dépend que de M et de p. Cela signifie que les
idéaux a; A ne dépendent que de M. (I

Corollaire 1.5.12. (1) Si M est un A-module de type fini, il est isomorphe (non canonique-
ment) & Myors ® (M [/ Miors).
(2) Un A-module de type fini sans torsion est libre.

Corollaire 1.5.13. Dans les théorémes 1.5.7 et 1.5.9, les idéaux a1 A 2 - -+ 2 «;-A sont uniques.
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Démonstration. Si M = (—D Awe; < (—D Ae; = L,on a L/M ~ (—D(A/al Jei x A", Soit s le

nombre d’indices i € {1,.. r} tels que al €eA*.Onal/M ~ (A/aHlA X (AfapA) x AT
D’aprés le théoréme 1.5.117 les entiers r — s et n —r et donc s ne dependent que de L et M, ainsi
que les idéaux as11A 2 -+ 2 a,- A, ce qui implique I'unicité pour le théoréme 1.5.9, et donc aussi
pour le théoréme 1.5.7. (|

1.6. Sous-groupes discrets de R".

Définition 1.6.1. Soit n € N. Un sous-groupe discret de R™ est un sous-groupe A < R" tel
que pour toute partie compacte B de R™, I’ensemble A n B est fini.

Exemple 1.6.2. Le sous-groupe Z" < R" est discret.

Proposition 1.6.3. Soit A ¢ R™ un sous-groupe discret. Alors il existe une base (eq,...,ep)
de R" et re{0,...,n} tel que A =Ze; @ - P Ze,. En particulier, A est libre de rang r < n.

Démonstration. Comme A est un sous-groupe de R"™ qui est abélien sans torsion, c’est un Z-
module sans torsion. Soit r < n maximal tel qu’il existe une partie {A1,..., A} < A libre dans
R™. Posons

:{izi)\i, (Vie{l,...,r})()gxigl}
i=1

¢’est une partie compacte de R" (homéomorphe a [0, 1]"). L’intersection A n B est donc finie vu
que A est discret. Soit A\ € A. Par maximalité de r, la partle {A A1, 0, A} est lige : il existe

Y1,...,Yr € R tels que A = Z yiXi. On a alors A — Z ly:]Ai € A n B. Cela implique que le
=1 =1

Z-module A est engendré par {A1,..., A} U (A N B) : il est donc de type fini. Comme il est sans
torsion, il est libre de rang fini (théoréme 1.5.11).
-
D’aprés ce qui précéde, si A € A, il existe ny,...,n, € Z tels que A — > n;\; € A n B. Comme

A n B est fini, cela implique que le groupe A/(Z X\ @ ---Z \,) est fini, et donc que A est de rang
r. Soit (e1,...,e,) une base de A. C’est une famille libre dans R™ : il suffit alors de la compléter
en une base (e1,...,e,) de R™. O

Définition 1.6.4. Un réseau de R" est un sous-groupe discret de rang maximal dans R".
D’aprés la proposition 1.6.3, c’est un sous-groupe de la forme Ze; ®--- @ Ze, ou (e1,...,en)
est une base de R".

Dans tout ce qui suit, p désigne la mesure de Lebesgue.

Définition 1.6.5. Soient A un réseau de R", et € = (ey,...,e,) une base de A.
(1) L’ensemble

z{ixiei, (Vie{l,...,n})0<xi<1}
i=1

s’appelle le domaine fondamental associé a e.
(2) Le volume de A est le réel pu(A) = u(De).

Remarque 1.6.6. (1) Pour tout z € R", il existe un unique A € A tel que £ — A € De. Si
n

n

x =Y mie;,ona = > |r;]e;.
i=1 i=1
(2) Comme la notation et la terminologie le suggérent, le nombre p(A) ne dépend pas du choix
de la base e. En effet, si € est une autre base de A, et M € GL,(R) la matrice de passage
entre e et €, alors M est un automorphisme de A, de sorte que M € GL,,(Z), en particulier,

on a det(]V[) € {#1}. On a donc pu(De) = |det(M)| u(De) = p(De).

Théoréme 1.6.7. Soient A < R" un réseau et S € R" mesurable et telle que pu(S) > u(A). 11
existe x,y € S tels que x # y et x — y € A.
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Démonstration. Soit e une base de A. On a R" = [[ (A + D¢) (I'union étant disjointe), de sorte
AEA
que S =[] S (A+ De). Comme I'union est disjointe, on a donc (S) = > u(S N (A + De)).
AeA AeA
Pour A€ A, ona u(S n (A+ De)) = u((=A + S) N De) en translatant par —\. Si les ensembles

{(=2+9)n De}/\eA étaient deux-a-deux disjoints, on aurait donc
u(S) = Z :u((_)‘ +5)n De) < p(De)
AEA
ce qui contredit 'hypothése p(S) > p(A). Il existe donc A, X' € A tels que A # X et ((=A+.5) N
De) N (=N +8)nDe) # @, et donc (N — A+ S)n S # @. Il suffit de prendre z € (X' = A+5)n S

ety=x+A-=N. O
L] L] y.. o
z S

Corollaire 1.6.8. Soient A < R™ un réseau et S € R" mesurable convexe et symétrique par
rapport a l'origine. Supposons en outre que u(S) > 2"u(A) ou bien u(S) = 2"u(A) et S
compact. Alors

S (A\{0}) # @

Démonstration. Supposons u(S) > 2"u(A). D’aprés le théoréme 1.6.7 appliqué a %S, il existe

T,y € %S tels que © # y et x —y € A. On a 2z,2y € S. Comme S est symétrique par rapport a

lorigine, on a —2y € S, et comme il est convexe, on a x —y = (22 — 2y) € S n (A\{0}).
Supposons désormais u(S) = 2"u(A) et S compact. Pour i € N+, posons

T, = (1 + %)S A (A\{0})

L’ensemble (1 + %)S est mesurable, convexe et symétrique par rapport a l'origine. D’aprés ce qui
précéde, comme p((1+1)S) = (1+ %)n,u(S) > 2"u(A), on a T; # &. Comme S est compact, il en
est de méme de (1 + %)S : Pensemble T; est fini donc fermé pour tout i € N~ ¢. La suite (7T})ien.,

o0
est décroissante dans le compact 25 : si (| T; = &, il existe 1 € N~ tel que T; = &, ce qui n’est
i=1

0
NT#o
=1

pas. On a donc S n (A\{0}) = O
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2. ANNEAUX D’ENTIERS

2.1. Extensions entiéres. Dans tout ce qui suit, A est un anneau et B une A-algébre (¢f défi-
nition 1.1.8).

Définition 2.1.1. (1) Un élément b € B est dit entier sur A §'il existe P € A[X]| unitaire
tel que P(b) = 0. L’égalité P(b) = 0 s’appelle alors une relation de dépendance
intégrale.

(2) On dit que B est entiére sur A si tous ses éléments sont entiers sur A.

Exemples 2.1.2. (1) L’¢lément v/2 € C (resp. a = 1+2—‘/5 € C) est entier sur Z, une relation de
dépendance intégrale étant donnée par (v/2)2 —2 = 0 (resp. o> —a — 1 = 0).

(2) On verra plus tard que @ € C n’est pas entier sur Z.

(3) Si A et B sont des corps, alors b € B est entier sur A si et seulement si b est algébrique sur
A, et B est entiére (resp. finie) sur A si et seulement si elle est algébrique (resp. de degré
fini).

Proposition 2.1.3. Supposons B intégre ¢ et soit b € B. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :
(7) b est entier sur A;
(ii) la A-algebre A[b] est finie;
(4i7) il existe un sous-A-module B’ € B de type fini, non nul et stable par la multiplication
par b (i.e. tel que bB' < B’).

a. Cette hypothése est inutile si dans (iii), on requiert 1 € B’. En particulier, elle est n’est pas nécessaire
pour l’équivalence (i) < (ii).

Démonstration. (i) = (ii) Soient P € A[X] unitaire tel que P(b) = 0. Si deg(P) = n, le A-module
A[b] est engendré par {1,b,...,b" !} (division euclidienne), donc de type fini.
(#4) = (#i1) On prend M = A[b].

(#4t) = () Soit (f31,...,0,) une famille génératrice du A-module B’. Comme bj3; € B’, il existe
M = (a;j)i<ij<n € My(A) telle que b8; = ‘21 a; ;B; pour tout i € {1,...,n}. Posons X =
;=

(ﬁi)léién € Mnxl(B) rona MX = b)(7 i.e.
(*) (b1, —M)X = 0.

Posons P(X) = det(X I, —M). C’est un polyndme unitaire de degré n, a coefficients dans A. En
multipliant I’égalité (#) par la transposée de la comatrice de b1, —M, il vient P(b)X =0 : on a
P(b)B' =0, et donc P(b) = 0 (car B est intégre). Comme le polynéme P(X) € A[X] est unitaire,
Pélément b est entier sur A. O

Lemme 2.1.4. Soient by,...,b, € B tels que b; soit entier sur A[by,...,b;—1] pour tout i €
{1,...,n}. Alors la A-algébre A[by,...,b,] est finie.

Démonstration. On procéde par récurrence sur n, le cas n = 1 résultant de la proposition 2.1.3.
Soient n > 1 et A’ = A[by,...,b,—1] S B. Par hypothése de récurrence, la A-algébre A’ est
finie, et comme b,, est entier sur A’, la A’-algébre A’[b,] est finie. Il en résulte que la A-algébre
Alby,...,by] = A'[b,] est finie. O

Proposition 2.1.5. La A-algébre B est finie si et seulement si elle est entiére et de type fini.

Démonstration. Si B est finie sur A, elle est entiére en vertu de la proposition 2.1.3 (Pimplication
(i4t) = (i) avec B’ = B). Par ailleurs, si {b1,...,b,} est une partie génératrice du A-module B,
le morphisme de A-algébres A[X7, ..., X,,] — B qui envoie X; sur b; est surjectif, de sorte que B
est de type fini sur A.

Réciproquement, supposons B entiére et de type fini sur A. On peut écrire B = A[by,...,by,],
et comme by, ..., b, sont entiers sur A, le A-module B est de type fini d’aprés le lemme 2.1.4. [
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Proposition 2.1.6. Si B est une A-algébre entiére et C' une B-algébre entiére, alors C est une
A-algébre entiére.

Démonstration. Soient ¢ € C' et P(c) = 0, avec P(X) = X" + b1 X" ' + .-+ + b, € B[X], une
relation de dépendance intégrale. Comme B est entiére sur A, les éléments by, ..., b, sont entiers
sur A : d’aprés le lemme 2.1.4, B’ = A[by,...,b,] est finie sur A. Comme B’[c] est finie sur
B, elle est finie sur A, ce qui implique que ¢ est entier sur A (proposition 2.1.3, en notant que
1 e B'[¢]). O

Corollaire 2.1.7. Soient b,b' € B entiers sur A. Alors b — ' et bb’ sont entiers sur A.

Démonstration. D’aprés le lemme 2.1.4, extension A € A[b, V'] est finie donc entiére : comme
b—1U,bb € A[b, V'], ils sont entiers sur A. O

Remarque 2.1.8. Si B est une A-algébre et b € B est inversible et entier sur A, I'inverse b~! € B
n’est pas entier sur A en général.

Définition 2.1.9. (1) D’apreés le corollaire 2.1.7, ensemble des éléments de B qui sont en-
tiers sur A est une sous-A-algébre de B. On l'appelle la cléture intégrale de A dans
B.

(2) Supposons A intégre et notons K son corps des fractions. La cloture intégrale de A
est la cloture intégrale de A dans K. On dit que A est intégralement clos s’il est égal
a sa cloture intégrale, c’est-a-dire lorsque les seuls éléments de K entiers sur A sont les
éléments de A.

Proposition 2.1.10. Tout anneau factoriel est intégralement clos. En particulier, tout anneau
principal est intégralement clos.

Démonstration. Soient A un anneau factoriel, K son corps des fractions et z € K entier sur A.
Ecrivons x = a/b avec a € A et b e A\{0} premiers entre eux. Soit #" + ;2" 1 + -+ a;, = 0 une
relation de dépendance intégrale (avec oy, ..., a, € A). En la multipliant par ", on a

a” + aa" b+ b =0
de sorte que b divise a™. Comme a et b sont premiers entre eux, cela implique b € A*, et donc

x=ab"le A O

Exemple 2.1.11. Soient K un corps, ¢ une indéterminée et A = K[t?,t*] € B = K[t]. Alors A et
B ont méme corps des fractions K (¢). Comme B est factoriel (car principal), il est intégralement
clos d’apreés la proposition 2.1.10. L’élément ¢ est entier sur A, mais t ¢ A, de sorte que A n’est
pas intégralement clos (et donc non factoriel d’apreés la proposition 2.1.10).

Proposition 2.1.12. Soient A un anneau intégre, K son corps des fractions et L/K une exten-
sion algébrique de corps. Notons B la cloture intégrale de A dans L. Alors pour tout x € L, il
existe a € A\{0} tel que ax € B. En particulier, on a * L = Frac(B) et B est intégralement clos.

a. Comme le montre la preuve, on a en fait L = (A\{0})"1B.

Démonstration. Soient © € L et X? + oy X% 1 + .-+ + ag € K[X] son polynéme minimal. 11
existe a € A\{0} tel que ac; € A pour tout i € {1,...,d}. Le polynéme minimal de ax est alors
X9+ a0 X4 + - + a%a,, € A[X], donc ax € B. Cela implique que Frac(B) = L. Si z € L est
entier sur B, alors il est entier sur A (proposition 2.1.6), de sorte que x € B, et B est intégralement
clos. (|

Proposition 2.1.13. Sous les hypothéses de la proposition 2.1.12, soit S < A une partie mul-
tiplicative. Alors la cloture intégrale de S~'A < K dans L est S™!B («la cloture intégrale
commute aux localisations »).
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Démonstration. Soient b € B et b™ + a;b" " + --- + a, = 0 une relation de dépendance intégrale
sur A. Si se Setx = % € S7'B,on a 2" + %:17"71 + -+ &% = 0, ce qui montre que x est
entier sur S™'A. Réciproquement, soient « € L entier sur S™'A et 2" + oz P+ - 4+, =0
une relation de dépendance intégrale sur S~!A. Il existe s € S tel que a; := sa; € A pour tout
it € {1,...,n} (on prend pour s un dénominateur commun aux «;). Posons b = sx € L : on a
B + a1b" T + sagb” 2 + - 4 5" 2a,,_1b+ s"ta, = 0, ce qui montre que b est entier sur A. On

adoncbe B, et ze ST'B. O

Définition 2.1.14. Un corps de nombres est une extension finie de Q (généralement, on la
voit comme un sous-corps de C). Si K est un corps de nombres, ’anneau des entiers de K
est la cloture intégrale de Z dans K. On la note Ok. D’apreés la proposition précédente, c’est
un anneau intégralement clos et K = (Z\{0})"'Ok.

Proposition 2.1.15. Soient A un anneau intégre et intégralement clos, K = Frac(A) et L/K
une extension algébrique. Un élément de L est entier sur A si et seulement si son polyndme
minimal est & coefficients dans A.

Démonstration. Soient 2 € L et P € K[X] son polynéme minimal. Si P € A[X], ’égalité P(x) =0
est une relation de dépendance intégrale, et = est entier sur A. Réciproquement, supposons x € L

entier sur A. Fixons L une cloture algébrique de L, et soient x1,...,x, € L les racines de P
dans L (i.e. les conjugués de x, comptés avec multiplicités). Si i € {1,...,n}, il existe un K-
isomorphisme de corps f: K(z) — K(x;) qui envoie z sur x; (théoréme de prolongement des
isomorphismes). Si Q(z) = 0 est une relation de dépendance intégrale (avec @ € A[X]), on a
Q(z;) = Q(f(x)) = f(Q(z)) = 0, si bien que z; est entier sur A pour tout i € {1,...,n}. D’apres le
corollaire 2.1.7, il en est donc de méme des coefficients de P (qui sont, au signe prés, des polyndémes
symétriques en 1, ..., 2,). Comme ces coefficients appartiennent & K et A est intégralement clos

dans K par hypothése, on a P € A[X]. O

Exemple 2.1.16. g n’est pas entier sur Z (son polyndéme minimal sur Q est X2 — % ¢ Z[X]).

Proposition 2.1.17. Soient d € Z\{0, 1} sans facteur carré et K = Q(+/d). Alors
Vd .
0K={Z[1+T] sid=1 mod 4%

Z[Vd] sid#1 mod4Z

Démonstration. Soit x = X\ + uvd € K avec A, u € Q. Les conjugués de = sont = et y = A\ — p/d :
son polynéme minimal est P(X) = X2—2AX + 2 —du?. Comme Z est factoriel, il est intégralement
clos : d’aprés la proposition 2.1.15, x est entier sur Z si et seulement si 2\ € Z et \2 — du? € Z.
On a en particulier (2))? — d(2u)? € 4Z. Cela implique déja d(2u)? € Z, et donc 2u € Z (parce
que d est dans facteur carré). Si 2u ¢ 2Z, alors 2u a une image inversible dans Z /4 Z, et d est un
carré modulo 4. Ce n’est possible que si d = 0,1 mod 4Z. On n’a pas d € 4Z (parce que d est
sans facteur carré). Il en résulte que si d # 1 mod 4Z, on a 2 € 27Z, i.e. u€ Z, et donc \?> € Z
i.e. X\ € Z, ce qui implique que O < Z[v/d] dans ce cas. L’inclusion réciproque est évidente.

Supposons désormais que d = 1 mod 4 Z, et posons o = 1+2«/E. Onaa? = % = % +a, de
sorte que a € Ok, donc Z[a] € Og. Onax =X — pu+ 2ua. Si z € Ok, on a vu que 2u € Z, donc
A—p=x—2pae Og. Comme A\ — € Q et Z est intégralement clos, cela implique A — p € Z, et
r=A—pu+2uveZ+Zac Ok :onaOk =17 O

Exercice 2.1.18. Trouver un contre-exemple & ’énoncé du théoréme 2.1.15 lorsque A n’est pas
supposé intégralement clos 2.

Exemple 2.1.19. Soient A un anneau factoriel dans lequel 2 est inversible, o € A sans facteur
carré (i.e. non divisible par le carré d’un élément premier) et B = A[+/a]. Montrons que B est
intégralement clos.

2. On prend A = Z[5]. Ona K = Q(+/5) 3 a = 1+T\/5 : le polynéme minimal de o sur K est X —a ¢ A[X],
mais « est entier sur A (on a a® —a —1 = 0).
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Notons K le corps des fractions de A : on a Frac(B) = K(y/a). Si /a € K, alors y/a € A
vu que A est intégralement clos en vertu de la proposition 2.1.10, si bien que A[\/a] = A est
intégralement clos. Supposons désormais que /o ¢ K : 'extension K (y/a)/K est de degré 2, et
on a K(y/a) = K ® Ky/a. Soit x = A + py/a € K(y/a), avec A\, € K. Supposons x entier sur
A[v/a]. Comme A € A[+/a] est enticre, I'élément z est entier sur A (proposition 2.1.6), de sorte
que son polynéome minimal P sur K est a coefficients dans A (proposition 2.1.15). L’extension
K(y/a)/K est galoisienne, son groupe de Galois étant engendré par le K-automorphisme o défini
par o(y/a) = —y/a : les conjugués de x sont donc z et y = o(z) = A — py/a, d’ont

P(X):(Xfx)(X*y)ZXQ*(:E+y)X+:Ey=X2—2)\X+)\2—o¢;L2

si bien que z est entier sur A si et seulement si 2\ € A et A>—au? € A. Comme 2 € A, cela équivaut
ale Aet N2 —ap? € A, soit au? € A. Si p € A est irréductible, on a donc vy, () + 2v,(u) = 0.
Comme « est sans facteur carré, on a v,(«) € {0, 1}, donc v,(p) = —1/2. Comme v, (1) € N, on a
vp(p) = 0 pour tout p irréductible, et donc p € A, soit © = X + puy/a € B.

Proposition 2.1.20. Soient A — B un morphisme injectif avec B intégre ® et entier sur A.
Alors A est un corps si et seulement si B est un corps.

a. Ce qui implique que A est intégre.

Démonstration. Supposons que A soit un corps, et soit b € B\{0}. Comme B est entiére sur A, on
a une relation de dépendance intégrale b + a1b" "' +--- +a, = 0, avec a1, ...,a, € A. Comme B
est supposé intégre, on peut supposer a, # 0 (sinon on divise ’égalité par b). On a alors bec = 1
avec

c=—a (0" P+ ab"?+--+a,1)eB

si bien que b est inversible dans B, et B est un corps.

Réciproquement, supposons que B soit un corps. Si a € A\{0}, alors a a une image non nulle
donc inversible dans B : on note a~! € B son inverse. Comme B est entiére sur A, on dispose
d’une relation de dépendance intégrale (a=1)" + a1 (a™ )"t + -+ a, = 0 avec a1, ..., a, € A et

al=—a1—asa—--—ana"te A

de sorte que A est un corps. O

Proposition 2.1.21. Soit B une A-algébre entiére. Si 9t © B est un idéal maximal, alors 9t n A
est un idéal maximal de A. Réciproquement, si m < A est un idéal maximal, il existe un idéal
premier 9 < B tel que m = M N A, et les tels M sont maximaux dans B.

Démonstration. Supposons 9 < B maximal, et posons m = 9 n A. On dispose du morphisme
injectif A/m — B/9M. La A/m-algébre B/ est entiére parce que B l'est sur A (sibe Bet P(b) =0
est une relation de dépendance intégrale, avec P € A[X], on a P(b) = 0 ot P e (A/m)[X] et be
B/ désignent la réduction de P modulo mA[X] et la réduction de b modulo 9t respectivement).
Comme B/9 est un corps, il en est de méme de A/m en vertu de la proposition 2.1.20, et m est
maximal dans A.

Soit m < A maximal. Commencgons par montrer que mB # B. Supposons au contraire que
mB = B, i.e. 1 e mB : on peut écrire

(%) 1= 2 ;ib;
i=1

avec aq,...,0, € met by,...,b, € B. Comme B est entiére sur A, il en est de méme de B’ =
Alby,...,b,]. Comme B’ est de type fini sur A, la A-algébre B’ est en fait finie (¢f proposition
2.1.5) : on peut écrire B’ = Ay + -+ + Af,. Par ailleurs, 1’égalité () implique que mB’ = B’ :
pour tout ¢ € {1,...,n}, il existe A\j1,..., A, € m tels que

Bi = > NijB
j=1
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SiM = ()\i,j)lgi,jgn (S Mn(A) et X = (ﬂi)lgign € Mnxl(B/); ona MX = X, et donc (In 7M)X =
0 : en multipliant par la transposée de la comatrice de I, —M, il vient det(I, —M)X = 0, i.e.
det(I, —M)B’ = 0, et donc det(I,, —M) = 0 vu que 1 € B’. Mais comme det(I, —M) =1 mod m,
on a 1 € m ce qui est absurde : on a nécessairement mB # B.

Comme l'idéal mB < B est propre, il existe 91 ¢ B maximal tel que mB < 9 (théoréme 1.0.1).
On a bien stir m € 9 N A, et donc m = M N A vu que m est maximal dans A.

Si P < B est premier et tel que m =P N A, on dispose du morphisme injectif A/m — B/p. Il
fait de B/ une A/m-algébre enticre vu que B l'est sur A, et B/P est intégre : comme A/m est un
corps, il en est de méme de B/P d’apreés la proposition 2.1.20, si bien que P est en fait maximal
dans B. O

2.2. Trace, norme et discriminant. Soit A un anneau.

2.2.1. Trace et norme.

Définition 2.2.2. (1) Soient M un A-module libre * de rang fini et f € End4(M). Si B est
une base de M sur A, on peut décrire f par une matrice (a;,;)1<ij<n (00U n =184 (M)).
La trace, le déterminant et le polyndéme caractéristique de f sont

Tr(f) = Z aii € A, det(f) = det(ai;)i<ij<n € 4,
i=1

et Xf(X) = det (XIn — (ai_’j)lgingn) € A[X]
Ils ne dépendent que de f et pas du choix de la base B. Rappelons que Tr(f + ag) =
Tr(f) + aTr(g), det(fg) = det(f)det(g) et det(af) = o™ det(f) pour a € A et f,g €
End(M).
(2) Soit B une A-algébre libre® de rang fini sur A. Si x € B, on dispose de m, € End(B)
défini par m,(b) = xb. On pose alors

Trpja(x) = Tr(mz) € A, Npja(x) =det(mz) € A et X p/a = Xm. € A[X]

qu’on appelle respectivement la trace, la norme et le polynéme caractéristique de
2 (notons que ce dernier est unitaire).

a. 11 est possible d’étendre les définitions qui suivent & un cadre un peu plus général (ou M est projectif
sur A), ce qui serait & vrai dire nécessaire pour travailler avec des extensions de corps de nombres dont le corps
de base n’est pas Q.

b. ILe. telle que B soit libre vu comme A-module.

Proposition 2.2.3. Soient B une A-algébre faisant de B un A-module libre de rang n, x,y € B
etae A. On a

Proposition 2.2.4. Soient L/K une extension de corps de degré fini, x € L, et x1,...,z,
les racines (dans une cloture algébrique K de K, comptées avec multiplicités) du polyndme
minimal P de z sur K. Alors

Troic(@) = [L: K@) Y v, Ny = ([]a

=1

PplLK(2)]

[L:K (2)]
) et Xu,L/k =

nfl)

Démonstration. Commencgons par traiter le cas ot L = K(x). Soit B = (1,z,...,x , c’est une
base de L sur K. Si P, x(X) = X™ — Ay X" ! — ... — \,, la matrice de la multiplication par z
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dans la base B est la matrice compagnon :

-
>
3
|
-

C=C()\1,,)\n)= 0'. Lo . EMn(K)
10 N
0 01 A\
Onayc =det(XI,—C)=X"— X" 1—...—\,, de sorte que X, r/x = P. En particulier, on

d
aTro(x) =X = ) et Npjg(x) = (=1)" 1A, ]_[ T
i=1
Passons au cas général. Soient d = [L : K(x)] et (yl, ..., Yq) une base de L sur K(z), de sorte
que L = K(z)y1 @ - ® K(x)yq. Comme la multiplication par = préserve chacun des K(x)y;,
d d d
on a Trpyie(z) = dTrscyuc(®) = d X @i, Npjc(a) = N (@) = (112:) et xenyme =
i=1

i=1

Xg,K(x)/K = P O

Exemples 2.2.5. (1) Soient K un corps, z algébrique sur K et P(X) = X"+a1 X+ -+ay, € K[X]
son polyndome minimal. On a Trg )k (%) = —a1, Ng(o)/x(2) = (=1)"an et Xz /x = P.

(2) Si L/K est une extension finie séparable, K une cloture algébrique de K et Homg_a15(L, K) =
{o1,...,04},onad=[L: K], et

d
et Npx(z) =] ]oi(@)

i=1
(3) Soient d € Z\{0,1} sans facteur carré et K = Q(v/d). On a K = Q®Q+/d et Gal(K/ Q) =
{Idk,0} ot o(v/d) = —Vd. Si z = 2 + yvd € K (avec 2,y € Q), on a donc Trr,q(2) = 2z et
Ni/q(2) = (z + yVd)(z — yvd) = 2* — dy®.

TrL/K

II'M&

Corollaire 2.2.6. Soient A un anneau intégre et intégralement clos, K = Frac(A), L/K une
extension finie et B la cloture intégrale de A dans L. Si b € B, alors Trz x(b),Nz/k(b) € A et
Xb,/k € A[X]. En outre, on a b€ B* < Np /i (b) € A*.

Démonstration. Comme les conjugués de b sont eux aussi entiers sur A, il en est de méme de
leur somme, de leur produit, et plus généralement de tout polynéme symétrique évalué en ces
conjugués. Il en résulte que Try x (b), Nz x (b) € A et xp.1/x € A[X].

Soient b € B\{0} et P son polyndme minimal sur K. D’aprés la proposition 2.1.15, on a P €
A[X]. Ecrivons P(X) = X% + a1 X% ! + ... + a4 : le polynéme minimal de b~! sur K est alors
X7+ aZ—;le*l + 4+ Z—;X + a—ld D’aprés la proposition 2.1.15, on a donc b € B* < aqg € A*.

On conclut en observant que Ny (b) = ((fl)dad)[L:K(b)]. O

Exemples 2.2.7. (1) Soient d € Z\{0,1} sans facteur carré et K = Q(+/d). On a vu (proposition
2.1.17) quesid # 1 mod 4Z, alors Ox = Z[/d]. Si z = 2 +yv/d € Z[Vd], on a vu que Ng, q(2) =
22 — dy? (exemple 2.2.5 (3)). Comme Z* = {+1}, on a donc z € Z[Vd]* < 2% — dy? € {+1}.
Lorsque d < 0 ('extension K/ Q est alors « quadratique imaginaire » ), cela équivaut a 22 —dy? = 1.
Il en résulte que si d < —2, on a Z[v/d]* = {£1} et si d = —1, on a Z[i]* = {£1, +i}.

(2) Soient p un nombre premier impair, ¢ € C une racine primitive p-iéme de 'unité et K = Q(().
Le polynome minimal de ¢ sur Q est P(X) = XP~ '+ XP~2+...4+ X +1. Onadonc Trg,q(¢) = —1
et Ng/q(¢) = 1. On a donc Trg/q(¢ — 1) = Trx,q(¢) — Trx,q(1) = —p. Le polynome minimal
de ¢ —1 est P(X + 1), donc Ng,q(¢ — 1) = P(1) = p. De méme, le polynéme minimal de ¢ + 1
est P(X — 1), donc Ng,q(¢ + 1) = P(—1) = 1 (ce qui montre que w7 est entier sur Z en vertu

C+1
du corollaire précédent).

Proposition 2.2.8. (Transitivité). Si L/K et K/F sont des extensions finies de corps, on a

TI’L/FZTFK/FOTFL/K et NL/F:NK/FONL/K
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Lemme 2.2.9. Soient L/K et K/F des extensions algébriques, et F' un cloture algébrique de F.
Alors il existe une bijection

Homp_alg(L, F) = Homk a1 (L, F) x Homp_ae (K, F).
Démonstration. Si p € Homp_aie(K, L), on fixe un prolongement p € Hom 14 (F, F) (on applique
le théoréme de Steinitz). Si o € HomF_alg(L,F) on note o la restriction de ¢ a K et on pose

—1 . . . . = .
o = o)k~ ©o. Par construction, ¥ laisse K invariant : on a o € Homgaig(L, ). On dispose
donc de l'application

HomF_alg(L,F) — HomK_alg(L,F) x Homp_a1e (K, F)

0"—>(0’K,0‘K)

Elle est injective parce que o = 6 o oX. Elle est surjective parce que si (p,7) € Homg_aiq (L, F') x
Homp a1 (K, F), et sio = poT,ona ok = p et o =, O

Démonstration de la proposition 2.2.8. On se restreint au cas ou L/F est séparable. On conserve
les notations du lemme 2.2.9. Soit = € L : d’aprés 'exemple 2.2.5, on a

Trpp(x) = Z o(x)

oeHomp_a15 (L, F)

Z p(r(z)) (d’aprés le lemme 2.2.9)

TEHOmK,alg(L,ﬁ)
peHom p_a1. (K, F')

> (Y )
peHom g _a1q (K, F) TeHom i _a1g (L, F)

Z p(Trr i (z)) (parce que L/K est séparable, ¢f exemple 2.2.5 (2))
peHom a1 (K, F)

Comme Try x(z) € K, on a p(Trk(x)) = p(Tr i (z)) pour tout p € Homp_ag (K, F), et donc
Trrp(x) = Trg p(Tro/k () (cf exemple 2.2.5 (2)). Le calcul pour la norme est identique a ceci
prés qu’on remplace les sommes par des produits. O

2.2.10. Discriminant.

Définition 2.2.11. Soient B une A-algébre libre de rang fini n et z1,...,x, € B. Le discrimi-
nant de (z1,...,z,) est élément

D(IEl,. .. ,IL‘n) = det ((TrB/A(xizj))l<i,j<n) €A

Proposition 2.2.12. Dans les conditions de la définition 2.2.11, soit M = (a; ;j)1<i,j<n € Mn(4)

n
et y; = > a;;x; € Bpourie{l,...,n}. Alors
j=1

D(y1,..,Yn) = det(M)2 D(z1,...,zp)

Démonstration. Posons X = (TrB/A(xizj))1<ij<n et Y = (TrB/A(yiyj))1<ij<n' Pour tout 4,5 €

s

{1,...,n},on a

n n n n
YiY; = ( 2 ai,kl’k) (2 aj,zwl) = 2 Z A L TRT1A5 ]
k=1 =1

k=11=1
d’oll

Trp/a(yiy;) Z Z ik Trp/a(zr)aj,

soit Y = MXTM, donc det(Y) = det(M)? det(X) i.e. D(y1,...,yn) = det(M)? D(x1,...,2,). O
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Corollaire 2.2.13. Dauns les conditions de la définition 2.2.11, soient (x1,...,2,) et (y1,.-.,Yn)
deux bases de B sur A. Alors

D(ylv" ayn)A = D(‘Tlv" ,.Tn)A

n
Démonstration. 1l existe M = (a;;)1<ij<n € GLn(A) telle que y; = > a;;x; € B pour i €
j=1
{1,...,n}.Onaalors D(y1,...,yn) = det(M)?D(x1,...,z,) d’aprés la proposition 2.2.12 : comme
det(M) € A*, on a bien D(y1,...,yn)A = D(21,...,2,)A. O
Remarque 2.2.14. Lorsque B = (1,...,%,) est une base de B sur A, 'élément D(x1, ..., 2z,)

est le discriminant de la forme bilinéaire B x B — A; (z,y) = Trpa(zy) dans la base B.

Définition 2.2.15. D’aprés le corollaire 2.2.13, dans les conditions de la définition 2.2.11, I'idéal
D(z1,...,2,)A ne dépend pas de la base (z1,...,2,) de B sur A. Cet idéal principal s’appelle
le discriminant de B sur A et est noté 0p/4.

Proposition 2.2.16. Sous les hypothéses de la définition 2.2.11, si 05,4 contient un élément
qui n’est pas diviseur de zéro, et si x1,...,x, € B, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) (x1,...,2,) est une base de B sur A;

(ii) D(x1,...,2,) engendre 0/ 4.

Démonstration. L’implication (i) = (ii) résulte de la définition de I'idéal 95/ 4. Réciproquement,
supposons que D(z1,...,2,) engendre 0p/4. Soient (b1,...,b,) une base de B sur A et d =

D(b1,...,by) de sorte que 95,4 = dA. Il existe M = (a; j)1<i,j<n € Mn(A) telle que 2; = >} a; ;b;
j=1

pour tout i € {1,...,n}. D’aprés la proposition 2.2.12, on a D(x1,...,x,) = det(M)?d. Comme
D(z1,...,2,) engendre 0p/4 = dA, il existe u € A* tel que D(x1,...,2,) = ud, si bien que
d(u — det(M)?) = 0. Comme d n’est pas diviseur de zéro (sinon 95,4 ne serait constitué que de
diviseurs de zéro, contrairement a I’hypothése), on a det(M)? = u et donc det(M) € A*, de sorte
que M € GL,,(A), ce qui implique que (x1,...,2,) est une base de B sur A. [l

Corollaire 2.2.17. Sous les hypothéses de la définition 2.2.11, supposons en outre A factoriel.
Soit x1,...,2, € B tel que d = D(z1,...,x,) € A\{0} soit sans facteur carré. Alors (z1,..., %)
est une base de B sur A, et 9g/4 = dA.

Démonstration. Soit (e1,...,e,) une base de B sur A : il existe M = [a;]i<ij<n € Mn(A4)
n

telle que z; = Y. a;je;. On a alors D(x1,...,x,) = det(M)? D(ey,...,e,) d’aprés la proposition
j=1

2.2.12, i.e. dA = det(M)%0p /4. Comme d est sans facteur carré par hypothése, on a nécessairement

det(M) € A%, de sorte que dp/4 = dA. D’aprés la proposition 2.2.16, la famille (z1,...,z,) est

donc une base de B sur A. O

Théoréme 2.2.18. (Dedekind). Soient K/F et L/F des extensions. Alors les éléments de
Hom r_aig (K, L) sont linéairement indépendants dans le L-espace vectoriel Homp_iin (K, L).

r
Démonstration. Supposons le contraire. Soit > A;o; = 0 avec A; € L et 0; € Homp_a1, (K, L) pour

i=1
i€ {1,...,r} une relation de dépendance linéaire non triviale avec r minimal. Par minimalité, on
a \; # 0 pour tout i € {1,...,r}, et les 0; sont deux a deux distincts. Quitte a diviser la relation

par \., on peut supposer que A = 1. Pour tout x € K, on a donc

r—1

(%) Z Aioi(z) + op(x) = 0.

i=1



Théorie des nombres, master 1°°° année 29

En appliquant égalité () au produit de z,y € K, il vient

Z)\O‘z y) + or(x)or(y) =0

En soustrayant o, (y) fois I'égalité () a I’égalité précédente, il vient

pour tout z,y € K. En particulier, a y fixé, on a

Z)\ oi(y) — or(y))o; = 0.

Par minimalité de r, les coefficients de la combinaison linéaire sont tous nuls : on a o;(y) = o,(y)
pour tout y € K. Les g; étant deux a deux distincts, cela implique » = 1, ce qui est impossible. [

Proposition 2.2.19. Soit L/K une extension finie séparable de corps, K une cloture algébrique
de K, et z1,...,x, une base de L sur K. Ecrivons HomK_alg(L,I?) ={o1,...,0,}. Alors

D(I’l, ceey mn) = det ((O’i(mj))lgi,jgn)g # 0.

Démonstration. Rappelons que Trp g (z) = >, ox(x) pour tout x € L (exemple 2.2.5 (2)). On a

k=1
alors
Tro i (ziz;) = Z op(xixj) = Z ok(xi)ok(z;)
k=1 k=1
de sorte que (TrL/K(xiwj))lgi.jgn =TMM ot M = (0;(;))1<i j<n € Mp(K). On a donc

D(z1,...,2,) = det (TMM) = det(M)? = det ((0;(2;))1<ij<n) -

Reste & voir que det(M) # 0. Soit X = (\;)1<i<n € Mixn(K) tel que XM = 0. On a alors
Z Aioi(z;) = 0 pour tout j € {1,...,n}. Par K-linéarité, cela implique que > A\;o; = 0 dans
i=1

Hom #in(L, K). Mais comme I’extension L/K est séparable, le théoréme de Dedekind (théoréme
2.2.18) implique que X = 0 : la matrice M est inversible, et det(M) # 0. O

Corollaire 2.2.20. Soit L/K une extension séparable de degré n. Une famille (zq, ...
est une K-base de L si et seulement si D(zq,...,2,) # 0.

, X)) € L™

Proposition 2.2.21. (Transitivité du discriminant) Soient K/F et L/K deux extensions fi-

nies séparables, x1,...,2, une base de K sur F et (y1,...,ym) une base de L sur K. Alors
D(xiyj)llfifn =D(x1, ..., 20) KNG p (D (Y1, Ym))-
IJsm

Démonstration. Ecrivons Homp. alg (K, F)={p1,...,pn} et Homg. alg (L, F)={m,...,7a}. Fixons

des relévements py, ..., p, € Homp. a1g(F F)de pi,...,pn :ona Hom p_aig (L, F) = {pZTJ} 1<i<n

_ 1<jsm

(¢f lemme 2.2.9). Par ailleurs, on a D(z;y;) 1<i<n = det(M)? ot M € M,,,,(F) est la matrice
1<j<m

. 2
de terme général pir;(wxye) = pil@)im(ye) pour (i), (k) € ({Lo..in} x {L,...,m})* (cf
proposition 2.2.19). Posons Y = (7;(y¢))1<je<m € Mp(F) : la matrice M s’écrit par blocs

p1(z1)p1(Y) p1(zn)p1(Y) _
: : = M;M; en posant M; = diag (ﬁl(Y),...,ﬁn(Y)) € My (F) et

pr(@)Pn(Y) - pu(@n)pn(Y)

p1(z1)1 p1(zn)l _
My = ( : : ) € M, (F). On a det(M;)? = HpeHom,algF(K,F) p(det(Y)?) =
pn(Il)Im Pn(In)Im

Ng/r(D(y1,...,ym)). Par ailleurs, il existe une matrice de permutation P € GL,,(Z) telle que
P7IMyP = diag(X, ..., X) avce X = (pi(21))1<ik<n € Mpu(F). On a donc det(Ms) = det(X)™
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d’ott det(M2)? = D(z1, . ..,2,)E5] (parce que [L : K] = m). Finalement, on a D(z;y;) 1<i<n =

1<js<m

det(M)? = det(M1)? det(M2)? = D(z1, ..., 2x) L EINg (D (Y1, - . ym))- O

Corollaire 2.2.22. (Transitivité du discriminant) Soient A un anneau intégre, F' = Frac(A) et
K/F et L/K deux extensions finies séparables. On note B (resp. C) la cloture intégrale de A
dans K (resp. L). On suppose B libre sur A et C' libre sur B. Alors 0¢/4 = Dréﬁ‘(c) Ng/a(dc/B)
(o “Npa(dB) = Np/a(d)A).

a. Cela ne dépend pas du choix du générateur d.

2.3. Discriminant d’un polynéme.

Définition 2.3.1. Soient K un corps, P € K[X] unitaire et a1,...,a, € K les racines de P
dans une cloture algébrique K de K (comptées avec multiplicité). Le discriminant de P est

disc(P)= [] (@i—a;?=(D"%" [] (ai—ay
1<i<j<n 1<i#j<n

C’est un polyndéme symétrique en les racines de P, donc un polynéme en les coefficients de P,
et disc(P) € K. Par définition, P est séparable si et seulement si disc(P) # 0.

Lemme 2.3.2. Avec les notations de la définition 2.3.1, on a

disc(P) = (71)@ npl(ai)

i=1
Démonstration. Ona P'(X) = >, ] (X—«j)doncP(a;)= [] (a;—c;)cequiimplique
i=11<j#i<n 1<j#i<n
[TP ()= Tl (o—ay)=(—1)""disc(P). O
i=1 1<i#j<n

Exemples 2.3.3. (1) Le discriminant de X2 + aX + b est a? — 4b. Celui de X3 + pX + ¢ est
—4p?® — 27¢* (exercice).
(2) Soient n € Nog et P(X) = X" — 1€ Q[X]. On pose p, = {z € C, z" =1} :ona P(X) =
[T (X —=¢). Pour ¢ € pp, on a P'({) = n¢" ! : comme [] ¢ = (=1)"*, ona [] P'(C) =
CEpn CEpn CEpn
n"(—=1)""~1, et donc
1 24pn—2
disc(P) = (-1)" % [ P/(O) = (-)*Fnn

CEpin

Remarque 2.3.4. A un coefficient de normalisation prés, le discriminant n’est autre que le résultant
de P et de P'.

Proposition 2.3.5. Soient L/K une extension séparable de degré d, a € L tel que L = K[a] et
P e K[X] le polynéme minimal de o sur K. Alors (1,a,a?,...,a" 1) est une base de L sur K

et

n(n—1)

D(1,a,0?,...,a" ") = disc(P) = (=1)" 7 Np x(P'())

Démonstration. Soient K une cloture algébrique de K et Homg (L, K) = {o1,...,0,}. Les
conjugués de « sont les «; := o;(a) pour i € {1,...,n}. L’extension L/K est séparable : d’aprés la
proposition 2.2.19, on a
_ i 2 - 2
D(1,a,...,a" ') = det ((o4(c’ 1))1<i,j<n) = det ((o 1)1<i,j<n)

3

Comme det ((ag _1)1gi7]‘gn) = |] (a; — ;) (déterminant de Vandermonde), cela prouve la
1<i<j<n
premiére égalité.
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D’aprés le lemme 2.3.2, on a disc(P) = (fl)n(n;l) [1 P (c;). Pourie{l,...,n}, onaaq; =o;(),
i=1
donc [ P'(ei;) = [ o(P'()) = N g (P'(cx)), ce qui prouve la seconde égalité. O

1

=1 A

Exemple 2.3.6. Soient K un corps et P(X) = X™ 4+ aX + b € K[X] supposé irréductible et
séparable. Si a est une racine de P dans une cloture algébrique de K, on a3
D(1,a,02,...,a" ") = disc(P) = (1) Ngayxe (P'(a)
_ (_1)71(71271) (nnbn—l + (_1)n—1(n _ 1)n—1an)

Pour n € {2, 3}, on retrouve les formules de 'exemple 2.3.3 (1).

2.4. Cléture intégrale dans une extension séparable.

Proposition 2.4.1. Soit L/K une extension finie séparable de corps.
LxL—->K

(z,y) = Try k (zy)

est une forme bilinéaire non dégénérée.

Démonstration. La bilinéarité de I'application résulte de la proposition 2.2.3. Soit x € L tel que
Trr ik (zy) = 0 pour tout y € L. Soient K une cloture algébrique de K et Homg_ag(L, K) =

{o1,...,0n}, on a Try g (zy) = X 0i(x)oi(y), de sorte que Y] oy(x)o;. Mais comme {oy,...,0,}
i=1 i=1

est libre dans Homy j;, (L, K) (théoréme de Dedekind), cela implique o;(z) = 0 pour tout i €

{1,...,n}, et donc = = 0. Le noyau de la forme bilinéaire est nul : elle est non dégénérée. O

Remarque 2.4.2. En fait, la proposition qui précéde est une équivalence. En effet, si L/K est
inséparable, car(K) = p est un nombre premier, et il existe une sous-extension L'/K telle que
L'/K soit séparable et L/L’ totalement inséparable. On a [L : L'] = p? avec d € N~q. Soient
rel,x,...,x, € L les conjugués de  sur K (comptés sans multiplicité) et » € N minimal tel
que 2" € L' (on a bien entendu r < d). La multiplicité de chaque z; est alors p". On a donc

Tric(zy/k () =p" (21 + - -+ + 2,). Comme [L : K ()] = %, on a donc

[L: K]

Trr () = [L: K(2)] Trg o)k (z) = pdT(ffl +ota,) =0

Cela implique que Try /i = 0, et donc que la forme bilinéaire Try /x est dégénérée.

Corollaire 2.4.3. Soit L/K une extension finie séparable de corps. L’application
L — HomK_hn(L, K)

x> (y > Trp i (zy))
est un isomorphisme de K-espaces vectoriels. Si (z1,...,x,) est une base de L sur K, il existe
une unique base (y1,...,yn) de L sur K telle que Try i (2;9;) = 05,5 pour tout 4,5 € {1,...,n}.
On lappelle la base duale de (x1,...,z,).

Démonstration. L’application f: L — Homg.jin (L, K) est la premiére application linéaire associée
a la forme bilinéaire (z,y) — Trp/k(vy). Comme cette derniére est non dégénérée, I'applica-
tion f est injective. C’est donc un isomorphisme vu que dimg (HomK_lin(L7 K)) = dimg(L). Si
(z1,...,2n) est une base de L sur K, la famille (f(z1),..., f(zn)) est une base de Hom gy, (L, K)
sur K. La famille (y1,...,yn) vérifie Try x(z:y;) = f(2i)(y;) = di; pour tout 4,5 € {1,...,n} si
et seulement si c’est la base duale de (f(z1),..., f(zn)) dans L : elle existe et est unique. O

3. Ona P'(a) = na™ l+a = n_ag‘_b+a = —%b—(n—l)a. Le polynéme minimal de o1 étant X"—i—%X”’l-{-%7

celui de f%b est Q(X) = X" —naX""1 + (—n)"b" ! et celui de P’(a) est donc Q(X + (n — 1)a). On a donc
Nicay/1¢ (P (@) = (~1)"Q((n = a) = w6 + (1)~ (n — 1)~V
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Proposition 2.4.4. Soient A un anneau intégre et intégralement clos, K son corps des fractions
et L/K une extension finie séparable. Notons B la cloture intégrale de A dans L. Alors B
contient une base de L sur K, et c’est un sous-A-module d’un A-module libre de rang [L : K]
contenu dans L.

Démonstration. Si (eq,...,ey) est une base de L sur K, il existe a € A\{0} tels que z; := ae; € B
pour tout ¢ € {1,...,n} (¢f proposition 2.1.12). La famille (z1,...,z,) est encore une base de L
sur K, et elle est constituée d’éléments de B.
Soient (y1,...,yn) la base duale de (x1,...,2,) et B’ le sous-A-module de L engendré par
{yi,...,yn}. Comme (y1,...,yn) est une base de L sur K, le A-module B’ est libre de rang
n
n=[L: K].Six € B, on peut écrire de fagon unique = = >} \;y; avec A1,..., A, € K. On a alors
j=1
n
rix € B done Trp g (ziw) = X3 A\j Trr x(2iy;) = A\i € A pour tout i € {1,...,n} (corollaire 2.2.6),
=1

j=
et donc z € B’. O

Proposition 2.4.5. Sous les hypothéses de la proposition 2.4.4, on a en fait 1’énoncé plus
explicite suivant. Si (21,...,z,) est une base de L sur K constituée d’éléments de B, on a

1
B c E(Axl(—B---(—DAxn)

ou d=D(xy,...,24).
Démonstration. D’aprés la preuve de la proposition 2.4.4, si (y1, ..., yn) désigne la base duale de
(x1,...,2Zpn), 0n &

Bc B =Ay1 @ @ Ayn

n
Ecrivons y; = Y, oy jz; avec o, j € K pour tout 4,5 € {1,...,n}. On a
Jj=1

0ij = Tro k(ziy;) = Z ok T (Tizy)
k=1

1<ijen € M, (A) et N = (i j)1<ij<n € Mp(K), on a MTN =

L,, iie. TN = M~ ¢ éMn(A) d’aprés les formules de Cramer : on a o;; € éA pour tout
ije{l,....nh. 0

de sorte que si M = ( Trpx(ziz;))

Corollaire 2.4.6. Sous les hypothéses de la proposition 2.4.4, on a :
(1) si A est noethérien, alors B est une A-algébre finie (en particulier, B est noethérien) ;
(2) si A est principal, alors B est un A-module libre de rang [L : K].

Démonstration. D’aprés la proposition 2.4.4, il existe B’ un sous-A-module de L qui est libre de
rang [L : K] et tel que B € B'.

(1) Si A est ncethérien, il en est de méme de B’ (corollaire 1.1.6) : le A-module B est de type fini
(et donc noethérien d’aprés le corollaire 1.1.6). En particulier, B est finie sur A (proposition 2.1.5).
(2) Si A est principal, B est libre de rang fini comme sous-A-module du A-module libre de rang
fini B’ (théoréme 1.5.9). Comme il contient une base de L sur K (proposition 2.4.4), il est néces-
sairement de rang [L : K]. O

Remarque 2.4.7. Sous les hypothéses de la proposition 2.4.4, supposons en outre A principal.
D’aprés le corollaire 2.2.17, si x1,...,2, € B sont tels que D(z1,...,z,) soit sans facteur carré
dans 'anneau A (qui est principal donc factoriel), alors (z1,...,x,) est une base de B sur A.

2.5. Bases des anneaux d’entiers des corps de nombres. Dans tout ce qui suit, Q désigne
la cloture algébrique de Q dans C. Rappelons qu'un corps de nombres est une extension finie de
Q, et que si K est un corps de nombres, on note Ok 'anneau des entiers de K, i.e. est la cloture
intégrale de Z dans K.
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Proposition 2.5.1. Soient K un corps de nombres et n = [K : Q]. L’anneau des entiers Ok
est un Z-module libre de rang n.

Démonstration. Résulte du fait que Z est un anneau principal et du corollaire 2.4.6 (2). Il

Définition 2.5.2. Soient (z1,...,%,) et (y1,...,yn) deux bases de Ok sur Z. Il existe M =
n

[mi jli<ij<n € GLn(Z) telle que y; = >, m; ;x; pour tout i € {1,...,n}, de sorte que
j=1

D(y1,...,yn) = det(M)*D(x1,...,2,) = D(z1,...,2,)
(car det(M) € {£1} = Z*). L’entier
dg =D(x1,...,25)

Zn). On l'appelle le discriminant absolu de K.

ne dépend pas du choix de la base (z1, ...,

Exemple 2.5.3. Soient d € Z\{0,1} sans facteur carré et K = Q(+/d). Si d =1 mod 4Z, alors

Ok = Z[a] avec o = ”T\/E (proposition 2.1.17) : la famille (1, ) est une base de Ok sur Z. Le
polynéme minimal de a sur Q est P(X) = X?— X — 2L : on a donc dx = D(1,a) = disc(P) = d
(on peut aussi faire le calcul directement). Si d # 1 mod 4Z, on a O = Z[+/d] (proposition
2.1.17) : la famille (1,4/d) est une base de Ok sur Z. Le polynome minimal de v/d sur Q est

P(X)=X?—d:onadonc dg = D(1,+/d) = disc(P) = 4d. En résumé, on a

d — d sid=1 mod4Z
K7 V4d sid#1 mod4Z

Proposition 2.5.4. Soient K un corps de nombres et n = [K : Q].
(1) Une famille 21, ..., 2, € Ok est une base de Ok sur Z si et seulement si D(x1,...,x,) =

ooy € Ok est telle que D(zq1,...,2,)\{0} est sans facteur carré, alors

.., Zp) est une base de Ok sur Z.

Démonstration. Cela résulte de la proposition 2.2.16 et du corollaire 2.2.17. O

Il est en général difficile de calculer I’anneau des entiers d’un corps de nombres K. Une approche
est de partir d’un élément primitif, 4.e. un élément « tel que K = Q(«). Quitte & multiplier & par un
entier convenable (le plus petit possible), on peut supposer que a € Ok, de sorte que Z[a] € Ok.
En général, U'inclusion est stricte, mais Z[«] est d’indice fini dans O . Plus précisément, d’aprés
la proposition 2.4.5, on a Z[a] € Ok < % Z[a] avec d = D(1,cv,...,a"" ') (oun = [K : Q]), qu'on
calcule aisément en utilisant le polynéme minimal de o sur Q et la proposition 2.3.5. Cela réduit
déja considérablement les possibilités pour Ok. A partir de 1a, on peut chercher les conditions sur
ses coordonnées dans la base (1, ...,a" ') un élément x € K appartient & O . Pour trouver de
telles conditions, on utilise la trace et la norme. Par exemple, si x € K est entier sur Z, il en est
de méme de o'z de sorte que Trg, q(a'x) € Z pour tout i € {0,...,n — 1}.

Remarque 2.5.5. Contrairement aux corps de nombres, les anneaux d’entiers de corps de nombres
ne sont pas monogénes : si K est un corps de nombres, en général, il n’existe pas a € K tel que
OK = Z[a]

Exemple 2.5.6. Soient p premier impair, ¢ € C une racine primitive p-iéme de l'unité et K = Q(().
On a bien sir Z[(] < Ok. Le polynéme minimal de ¢ sur Q est

-1 —2 XP—1
(X)) =XPT 4+ XP 4+ + X +1=
X -1
On a (X — 1)®,(X) + ®,(X) = pX?~', donc ¥,(¢) = pg.%. On a donc Ng,q(®;,(C)) =
N N Pt Pl — ) e 12
K/?\I(i)/QI((C/Sl(f) = pT = pP~? (d’aprés 'exemple 2.2.7 (2), on a Ny, q(¢) = 1 et Ny q(¢—1) =
p), ce qui implique que
D(L,G, 2+ (P72) = disc(®,) = (~1) “TF Ty = (-1) T
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(proposition 2.3.5). On sait donc que
Z[¢) € Ok < 1 Z[(]

Montrons que O = Z[(].

Commengcons par observer que (1 — ()Ox N Z = pZ. En effet, on a déja p € (1 — {)Ok parce que
1—-C|Ng/q(¢—1) =p. Silinclusion pZ < (1 —()Ox N Z était stricte, on aurait nécessairement
(1-QO0knZ =17, et donc 1 € (1 —()Ok : il existerait z € Ok tel que 1 = (1 — ()z, donc
1 =pNg/q(z) dans Z, ce qui est absurde.

Si maintenant x = zo + x1¢ + - - - + 2,—2(? "% € Ok (avec 2y, ...,Tp—2 € Q), on a

1=z =201 =) +z1({ =)+ +apo(¢P2 =P
Comme Trg/q(1 —¢) =pet TrK/Q(C’c — MY =0pour1<k<p—1,ona
Trr (1 = Q)z) = pxo

Mais comme les conjugués de (1 — ¢)z sont de la forme (1 — ¢¥)y donc divisibles par 1 — ¢, on a
Trg/Q((1 = Q)z) € (1 =¢)Ok nZ = pZ. Cela implique donc que z¢ € Z.

Si on sait que zg,...,zx—1 € Z avec k < p — 2, alors
C_k(l’ — (mo +x1(+ -+ l’k_lck_l)) =xp + Tp1C+ -+ .Tp_gcp_Q_k e Ok
ce qui implique que zy € Z d’aprés ce qui précéde. Finalement, on a zg, ...,2,—2 € Z et x € Z[(].

Proposition 2.5.7. (Stickelberger). Soit K un corps de nombres. On a dx =0 mod 4Z ou
dg =1 mod 47Z.

Démonstration. Ecrivons Homq _a1g(K, Q) = { ,on}:sif{aq,...,an} est une base de O sur

Z, on a dg = det(M)? avec M = (0;(j))1<ij (prop051t1on 2.2. 19) On a det(M) =S — A ou

S = > lloilaym) et A= 3] ]_[ ( . Il en résulte que dix = (S + A)? —45A : il
T7€6, 1=1 T€6, 1=

e(r)=1 e(r)=—1
s’agit de voir que S + A, SA € Z. Comme S et A sont des polyndomes en les 0;(a;) € Ok, on a
déja S, A e O : il suffit en fait de montrer que S + A, SA € Q. Soit L — Q la cloture galoisienne
de K. Si g € Gal(L/ Q), lapplication

Homq-aig (K, Q) — Homgq _aig (K, Q)
og—goo

est une permutation. Si cette derniére est paire, on a g(S) = S et g(A) = A, si elle est impaire, on
ag(S)=Aet g(A) =S5 : dans tous les cason a g(S + A) =S + A et g(SA) = SA, ce qui montre
que S+ A,SAe LS/Q) — Q. O

Corollaire 2.5.8. (Raffinement de la proposition 2.5.4 (2)). Si K est un corps de nombres de
degré n et {z1,...,x,} une famille dont le discriminant vaut 4a avec a = 2,3 mod 4 Z et sans
facteur carré, alors (x1,...,2,) est une base de Ok sur Z.

Démonstration. Soient B une base de Ok sur Z et M € M, (Z) la matrice dont les colonnes
sont les coordonnées de (z1,...,z,) dans la base B. D’aprés la proposition 2.2.12, on a 4a =
D(z1,...,2,) = det(M)?dg. Si (x1,...,z,) n'était pas une base, on aurait det(M) > 1 et donc
det(M) = 2 puisque a est sans facteur carré. Cela impliquerait dxg = a = 2,3 mod 4 Z, contredi-
sant la proposition 2.5.7. O
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3. ANNEAUX DE DEDEKIND

Si A est un anneau principal, K son corps des fractions et L/K une extension finie et séparable,
la cloture intégrale B de A dans L n’est plus un anneau principal en général. Comme on va le
voir, I'anneau B est de Dedekind (théoréme 3.1.4). Cela implique qu’on dispose dans B d’une
décomposition en facteurs premiers, mais au niveau des idéaux seulement (théoréme 3.3.3).

3.1. Définition, premiéres propriétés.

Définition 3.1.1. Soit A un anneau intégre. On dit que A est un anneau de Dedekind s’il
vérifie les conditions suivantes :

(1) A est neethérien;;

(2) A est intégralement clos;

(3) tout idéal premier non nul de A est maximal.

Remarque 3.1.2. (1) En termes savants, la derniére condition se reformule en disant que la
dimension de Krull de A est inférieure a 1.

(2) Avec la définition qui précéde, un corps est un anneau de Dedekind (il n’y a pas d’idéal premier
non nul). Certains auteurs excluent ce cas trivial, et requiérent que A ne soit pas un corps dans
la définition.

Proposition 3.1.3. Tout anneau principal est de Dedekind. I

Démonstration. Si A est principal, il est intégre et ncethérien par définition. Il est intégralement
clos en vertu de la proposition 2.1.10. Enfin, si ce n’est pas un corps, ses idéaux premiers non nuls
sont maximaux d’aprés la proposition 1.2.16. ([

Théoréme 3.1.4. Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des fractions, L/K une
extension finie séparable, et B la cloture intégrale de A dans L. Alors B est un anneau de
Dedekind.

Démonstration. L’anneau A est noethérien : d’apreés le corollaire 2.4.6 (1), 'anneau B est ncethé-
rien. L’anneau B est intégralement clos en vertu de la proposition 2.1.12. Enfin, si B € B est un
idéal premier non nul, I'idéal p = B n A est premier et non nul (il contient Ny, /x (b) # 0 pour tout
b € P\{0}), donc maximal. Cela implique que P est maximal (proposition 2.1.21). O

Corollaire 3.1.5. I’anneau des entiers d’un corps de nombres est un anneau de Dedekind. I

3.2. Caractérisation locale des anneaux de Dedekind.

Proposition 3.2.1. Soient A un anneau de Dedekind et S < A une partie muliplicative. Alors
S~ A est de Dedekind.

Démonstration. L’anneau S™1A est ncethérien en vertu de la proposition 1.3.9. Comme A est
intégralement clos, il en est de méme de S~'A d’aprés la proposition 2.1.13. Enfin, la proposition
1.3.10 fournit une bijection croissante (pour l'inclusion)

{p € Spec(A), pn S = @} <> Spec(S~A)
p—STTp
qnA:=1"(q) < q
Comme les éléments non nuls de Spec(A) sont maximaux, il en est de méme des éléments non nuls
de Spec(S1A), ce qui achéve la preuve. O

Lemme 3.2.2. Un anneau de Dedekind local est soit un corps, soit de valuation discréte.

Démonstration. Soit A de Dedekind et local. Il s’agit de voir que A est principal (¢f définition
1.3.18). Supposons que A ne soit pas un corps : son idéal maximal m est non nul, et on a Spec(A) =

{(0), m}.
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e Soit @ € m\{0}. Montrons qu'il existe r € N~g tel que m" < aA. Comme A est neethérien, I'idéal

m est de type fini : il existe f1,..., fn € A\{0} tels que m = Y f;A. Soit i € {1,...,n}. D’aprés la
i=1

proposition 1.3.10, on a Spec(A(y,)) = {p € Spec(4), fi ¢ p} = {(0)}, ce qui montre que Ay, est

un corps (et donc A(y,) = Frac(A)). Il en résulte que a est inversible dans Ay,) : il existe r; € N

et a; € A tels que é = £&. On a bien str r; > 0 (parce que o ¢ A* vu que o € m). On a donc

.fii.
Ti :
fiieaAd.Sir=r1+---+r,eN5p,ona

= (At [ A) € [PA ot [ A ad

ce qu’on voulait.
e Montrons que m est principal. Soient o € m\{0} et r € N~¢ minimal tel que m" < aA : on a
m" ! ¢ aA. Soient donc f e m™ M\aAd et = § € Frac(4). On a

1

rlm="mca'm"c A
«

et 7~ m est un idéal de A. Si cet idéal était propre, on aurait 7~ m < m, ce qui impliquerait que
7~ est entier sur A (¢f proposition 2.1.3 (iii) = (i)). Comme A est intégralement clos, on aurait
7l e Aie BeaA cequinest pas. On a donc nécessairement 7~ 'm = A et donc m = 7wA est
principal.

e Montrons enfin que tout idéal de A est principal. Soit I ¢ A un idéal propre et non nul : on a
I € m. Soit a € I\{0} : on a a € m\{0}, et d’aprés ce qu'on a vu plus haut, il existe r € N+q tel
que m" < aA < I. Si on avait I < m"t!, on aurait 77 € 771 A, et donc 1 € TA = m ce qui est
absurde. L’ensemble {n € N, I ¢ m"} est donc majoré. Comme il est non vide (il contient 1), il
a un plus grand élément ny. On a I € 7™ A i.e. 7™ [ < A est un idéal de A, mais 7™ ¢ m
(sinon I < m™*1) et donc 77" [ = A, soit I = 7™ A. O

Théoréme 3.2.3. Soit A un anneau intégre noethérien qui n’est pas un corps. Alors A est de
Dedekind si et seulement si pour tout idéal maximal m de A, le localisé A, est de valuation
discréte.

Démonstration. Si A est de Dedekind et m est un idéal maximal de A, le localisé A, est local et
de Dedekind (en vertu de la proposition 3.2.1). Comme A n’est pas un corps, m est non nul, et
A n’est pas un corps : cela implique que Ay, est de valuation discréte (lemme 3.2.2).
Réciproquement, supposons que pour tout idéal maximal m de A, le localisé A,, soit de valuation
discréte.

Soit z € K = Frac(A) entier sur A. Ecrivons x = % avec a,b € A et b # 0. Pour tout m, 'élément =
est a fortiori entier sur Ay. Ce dernier étant de Dedekind, on a x € Ay, soit encore aAy < bAn.
d’aprés le principe local-global (proposition 1.3.16), cela implique aA < bA, i.e. x € A, ce qui
prouve que A est intégralement clos.

Soit p = A premier non nul. D’aprés le théoréme de Krull (théoréme 1.0.1), il existe un idéal
maximal m < A tel que p € m. D’aprés la proposition 1.3.10, I'idéal pA,, est premier dans Ay,.
Etant non nul par hypothése, il est maximal, i.e. pAy, = mAgy, ce qui implique que p = m (en
vertu de la proposition 1.3.16), et donc que p est maximal. [l

3.3. Factorisation des idéaux, groupe des classes. Le théoréme 3.2.3 implique que les an-
neaux de Dedekind sont localement principaux, donc localement factoriels. Il existe cependant des
anneaux de Dedekind non factoriels.

Exemple 3.3.1. Soit K = Q(i+/5) : d’aprés la proposition 2.1.17, on a Ok = Z[i/5]. Supposons
2 = zy avec z,y € Ok : écrivons z = a+ibv/5 et y = c+idv/5. Ona Ny q(2) = Ng/q(z) Nk qy)
i.e. 4 = (a® +5b2)(c? + 5d?), ce qui implique b = d = 0 soit =,y € Z, et donc x € {£1} ouy € {£1}.
Il en résulte que 2 est irréductible dans Of. Cependant, on a (1 4+ iv/5)(1 —i/5) = 6 € 20k mais
1 +iv5,1 — /5 ¢ 20k, i.e. 2 nest pas premier. Cela implique que Ok (qui est de Dedekind)
n’est pas factoriel (¢f proposition 1.2.7).

Comme nous allons le voir, les anneaux de Dedekind ont néanmoins la propriété de factorisation,
non plus des éléments non nuls en produit de facteurs premiers, mais des idéaux non nuls en
produit d’idéaux premiers.
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Lemme 3.3.2. Soient A un anneau noethérien et I < A un idéal non nul.
(1) L’idéal I contient un produit p;---p, d’idéaux premiers non nuls (non nécessairement
distincts).
(2) Si A est de Dedekind, il n’existe qu’un nombre fini d’idéaux maximaux de A contenant I.

Démonstration. (1) On procéde par « récurrence neethérienne ». Soit & ’ensemble des idéaux non
nuls qui ne contiennent pas un produit d’idéaux premiers non nuls. Supposons & non vide : il
admet un élément I maximal pour l'inclusion (parce que A est noethérien, ¢f proposition 1.1.4).
On a bien stir I # A (parce que A contient au moins un idéal premier en vertu du théoréme
de Krull, ¢f théoréme 1.0.1), et I lui-méme n’est pas premier. Il existe donc z,y ¢ I tels que
xy € I. Les idéaux I + x A et I + yA contiennent [ strictement : par maximalité de I dans &, on a
I+ xA I+ yA¢ &, ce qui implique Pexistence de p1, ..., P, €t qi1,. ..,y premiers non nuls tels
quepy---ppcl+zAet q1---qm < I+ yA. On a alors

P11 qm < (I +2A) (I +yA) 1

ce qui contredit I € &. Il en résulte que & est vide.

(2) D’apres (1), il existe py - - - py, des idéaux premiers non nuls (donc maximaux puisque A est de
Dedekind) tels que p1---p, < I. Si m est un idéal maximal de A tel que I < m, on a a fortiori
p1--pp € m. Sip; # m pour tout i € {1,...,n}, il existe a; € p;\m, et a;---a, € p1---pp\m ce
qui est absurde : il existe i € {1,...,n} tel que p; = m. O

Théoréme 3.3.3. Soient A un anneau de Dedekind et I < A un idéal non nul. Alors il existe
des idéaux premiers non nuls deux a deux distincts py,...,p, et des entiers a,...,a, € N
tels que

I = p?l .. gn

Cette décomposition est unique a 'ordre des facteurs prés, et ’ensemble des idéaux premiers
contenant I est précisément {p1,...,pn}.

Démonstration. L’énoncé est trivial si A est un corps : supposons désormais que A n’en est pas
un. Soit {p1,...,pn} 'ensemble des idéaux premiers contenant I (¢f lemme 3.3.2 (2)). Pour i €
{1,...,n}, on dispose de I'idéal TA,, dans I'anneau de valuation discréte A,, (¢f théoréme 3.2.3).
Cet idéal est strict : il existe a; € Nsg tel que TA,, = p;"A,,. Posons J = p{*---pi». Par
construction, on a IA,, = JA,, pour tout i € {1,...,n}. Par ailleurs, si m est un idéal maximal
n’appartenant pas a {p1,...,pn}, on a TAy, = Ay = JAn. Le principe local-global (proposition
1.3.16) implique donc que I = J, ce qu’on voulait.

Reste & prouver 'unicité a l'ordre prés. Supposons I = qfl ~-qBm avec qi,...,qm maximaux
distincts et $1,...,8m € Nsg. Pour i € {1,...,n}, on a qfl coogfm < op; ozl existe j € {1,...,m}
tel que p; = q;. Cela implique {p1,...,pn} < {q1,...,qm}. En échangeant les deux factorisations,
on a l'inclusion inverse : on a {p1,...,pn} = {q1,...,qm}, donc m = n, et quitte & renuméroter,
p; = q; pour tout i € {1,...,n}. Enfin, on a pfiAm =TAp, = pi" Ay, ce qui implique a; = f; pour
tout i € {1,...,n}. O

Remarque 3.3.4. Une autre facon de formuler I'unicité est de dire que les idéaux pq,...,p, qui
apparaissent dans la factorisation sont précisément les idéaux maximaux qui contiennent I, et
que pour tout i € {1,...,n}, la multiplicité «; est la valuation de l'idéal IA,, dans 'anneau de
valuation Ay,.

Exercice 3.3.5. Un anneau de Dedekind factoriel est principal 4.

Exemple 3.3.6. On reprend les notations de ’exemple 3.3.1. On a 'isomorphisme
Z[X]/(X? +5)Z[X] > Ok
X —iV5

4. Soient A de Dedekind et factoriel, et p © A un idéal premier non nul. Soit a € p\{0} : comme A est factoriel,
on aa = pi---Pn avec pi,...,pn premiers. Comme a € p et p est premier, il existe ¢ € {1,...,n} tel que p; € p,
de sorte que p; A < p. Mais p; A est premier non nul et A de Dedekind (donc de dimension 1), on a nécessairement
p = p; A. Comme tous les idéaux premiers non nuls sont principaux, il en est de méme de tous les idéaux en vertu
du théoréme 3.3.3, et A est principal.
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Il induit un isomorphisme Fa[X]/(1 + X)? F2[X] > Ok /20K : notons p l'idéal engendré par 2
et O := 1+ iy/5 (c’est I'image par l'isomorphisme qui précéde de l'idéal maximal (1 + X) de
F>[X]/(1 + X)?F3[X]). L'isomorphisme induit est un isomorphisme O /p — Fa, de sorte que p
est maximal. Par ailleurs, 'image de p? dans O /20 est nulle : on a p? < 20k < p. Comme
20k n’est pas premier, on a 20k # p, ce qui montre que 20k = p2.

Définition 3.3.7. Soient A un anneau intégre et K son corps des fractions.

(1) Un idéal fractionnaire est un sous-A-module I € K tel qu’il existe d € A\{0} avec
Icd'A.

(2) Opérations sur les idéaux fractionnaires. Soient I, J € K des idéaux fractionnaires : il
existe d,d € A\{0} tels que I = d"'A et J = 671 A. On note I + J (resp. 1.J) le sous-A-
module de K engendré par I U J (resp. les éléments de la forme * xy avec x € T et y € J).
Alors IJ < (d§)"tAet InJ < I+ Jc< (d5)"1A desorte que IJ, I nJ et I +J sont des
idéaux fractionnaires.

(3) SiI < K est un idéal fractionnaire, on pose

I''={ze K, 2l C A}
c’est un sous-A-module de K. Si I # {0}, alors 1! est fractionnaire (si a € I\{0}, on a
al~' € A, de sorte que I=' € a1 A).

(4) Un idéal fractionnaire non nul I € K est dit inversible si I'inclusion 11-1 € A est une

égalité.

n

a. On a donc IJ:{mEK, (AneN) Fz1,...,znel) Qy1,...,yne )z = 3, mkyk}.
k=1

Remarque 3.3.8. (1) Un idéal fractionnaire n’est autre qu’une partie de la forme d~'a ott a =
A est un idéal de A et d € A\{0}. En particulier, tout idéal de A est un idéal fractionnaire. De
méme, pour tout x € K *, 'ensemble A est un idéal fractionnaire. Un tel idéal fractionnaire
est dit principal. Un idéal fractionnaire principal est inversible, et (zA)~! = 271 A.

(2) Si I = Jc K sont des idéaux fractionnaires, on a J~! < I~1. En particulier, si I = A, on
aAcI !
(3) Sil,J c K sont des idéaux fractionnaires non nuls inversibles, il en est de méme du produit

IJ, et (IJ)"' =1-1J-L.

Corollaire 3.3.9. Dans un anneau de Dedekind, tout idéal fractionnaire non nul est inversible.

Démonstration. Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des fractions et I < K un idéal
fractionnaire non nul. Commencouns par le cas ou I — A est un idéal de A. Soit = € I\{0} < A\{0}.
D’aprés le théoréme 3.3.3, il existe pq,...,p, maximaux dans A et ai,...,a, € Nsg tels que
zA = pSt .. p2n. Comme zA C I, on a nécessairement I = p?* .. pf» avec 0 < f; < o; pour tout
i€{l,...,n}. Posons alors J = p?* ™ #1...pan=Bn = A :ona IJ = zA, et donc I(z71J) = A, ce
qui prouve de I est inversible et I=! = z71J. Dans le cas général, on a I = d~'a avec d € A\{0}
et a © A. D’aprés ce qui précéde, l'idéal a est inversible : on a aa™! = A, donc I(da=!) = A, de
sorte que I est inversible, d’inverse da~!. O

Théoréme 3.3.10. Soient A un anneau de Dedekind, &2, ’ensemble de ses idéaux premiers
non nuls et K son corps des fractions. Si I = K est un idéal fractionnaire non nul, il existe une
unique famille (v, (1)) € Z(74) telle que

I = H pvp(l)

peEPA

pePa

(le produit est fini vu qu’il n’y a qu'un nombre fini de v, () non nuls).

Démonstration. 11 existe un idéal a € A non nul et d € A\{0} tels que I = d~'a. En appliquant
le théoréme 3.3.3 aux idéaux a,dA < A, on en déduit I'existence de ’écriture. Pour 'unicité,



Théorie des nombres, master 1°°° année 39

supposons que

[T em =T »m™

peP 4 pePa

avec (np)pess, (Mp)pes, € Z74). On aalors [ p™ " = A, soit encore

pPEPA
1_[ pnpfmp _ 1_[ pfanrmp c A
PEP A pPEPA
np—myp=0 np—myp <0

par unicité dans le théoréme 3.3.3, cela implique n, — my = 0 i.e. n, = my pour tout p € Fy
notons que les ensembles {p € P4, n, —m, = 0} et {p € P4, n, —my < 0} sont disjoints). O
p P p p p P

Notation. Si A est un anneau intégre, on note Fr(A) ’ensemble de ses idéaux fractionnaires non
nuls, et Pr(A) 'ensemble de ses idéaux fractionnaires principaux non nuls. On a Pr(A) < Fr(A).

Proposition 3.3.11. Soit A un anneau de Dedekind et &4 I'ensemble de ses idéaux premiers
non nuls.
(1) Muni de laloi (I, J) — IJ, ensemble Fr(A) est un groupe abélien d’élément unité I'idéal
A et d’inverse I — I~!. En outre, 'application
fa: W20 5 Fr(A)
(p)peza — H pr
PEPA
est un isomorphisme de groupes, d’inverse I — (vp(I )) . En particulier, on a
op(1J) = vp(I) + vp(J)
vp(I71) = —vy(1)
pour tout I, J € Fr(A) et p € Py .
(2) Sil,JeFr(A),onalc J< (Vpe P4) vp(I) = vy(J). En particulier I est un idéal de
A si et seulement si vp(I) = 0 pour tout p € P4.

PEPA

Démonstration. (1) Rappelons que d’aprés la définition 3.3.7, si I, J € Fr(A), alors I.J € Fr(A) et
I71 € Fr(A). La loi (I,J) — IJ est associative, commutative et admet A comme élément neutre.
Par ailleurs, tout élément est inversible d’aprés le corollaire 3.3.9 : Fr(A) est un groupe abélien.
L’application f4 est un morphisme de groupes, d’inverse [ — (vp (I))pegA (théoréme 3.3.10) :
c’est donc un isomorphisme.

(2) D’apres le théoréme 3.3.3,si I < A est un idéal, on a v, (I) = 0 pour tout p € F4. La réciproque
est évidente. Si I,J € Fr(A), onadonc I € J < IJ7' c A < (Vp € P4) vy(I) —vp(J) =
vp(IJ71) = 0. O

Définition 3.3.12. Soit A un anneau de Dedekind. L’ensemble Pr(A) est un sous-groupe de
Fr(A). On note
CI(A) = Fr(A)/Pr(A)

le groupe quotient, qu’on appelle le groupe des classes d’idéaux de A.

Exemple 3.3.13. Soit A un anneau de Dedekind.
(1) L’anneau A est principal si et seulement si CI(A) = {1}.
(2) Soit I un idéal fractionnaire. Alors la classe de I dans CI(A) est d’ordre fini si et seulement
s’il existe n € N~ tel que I™ soit principal.

3.4. Théoréme chinois. Soit A un anneau.

Définition 3.4.1. Deux idéaux I, J < A sont dits premiers entre eux lorsque I +J = A. On
dit aussi que I est premier a J.
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Proposition 3.4.2. (1) Deux idéaux maximaux distincts sont premiers entre eux.
(2) Si1y,...,I, sont premiers a J, alors Iy - - - I, est premier a J.
(3) Si I,J < A sont premiers entre eux et n,m € Nxq, alors I" et J™ sont premiers entre

eux.

Démonstration. (1) Onalc I+ Jc A, donc I+ J=A.

(2) Comme I, + J = A pour tout k€ {1,...,n},ona (I + J) 2+ J) - (I, + J) = A. Comme
(L+N)L+d)--I,+J)c---I,+J,onabien I --- I, + J = A.

(3) Appliqué a I, = I pour tout k € {1,...,n}, le point (2) implique que I" et J sont premiers
entre eux. En remplagant I par J et J par I", on en déduit de méme que I™ et J"* sont premiers
entre eux. (Il

Théoréme 3.4.3. (des restes chinois). Soient A un anneau et I, ..., I, < A des idéaux deux
a deux premiers entre eux (i.e. tels que ¢ # j = I; + I; = A). Alors :

(1) Il ﬂ]gﬁ"'ﬁ]n 211]2"'In;

(2) Phomomorphisme canonique d’anneaux

ALy 1y — [ [ A/

k=1

est un isomorphisme.

Démonstration. D’apreés la proposition 3.4.2, il suffit de traiter le cas n = 2 : soient I et J deux
idéaux premiers entre eux : il existe ey € [ et ey € J tels que ey + ey = 1.

(1) On a toujours IJ c I nJ. Soitae I nJ,onaa=alef+ey) =aer + aey. Comme a € J et
ere€l,onaaerelJ. De méme aey € I.J, d’olt a € I.J, ce qui prouve 1’égalité.

(2) Considérons I'application naturelle p: A — (A/I) x (A/J). Si z,y € A, on a p(zey + yer) =
(x+1I,y+ J), ce qui montre que ¢ est surjective. Comme Ker(p) = I nJ = IJ, elle induit donc
l'isomorphisme A/I.J >(A/I) x (A/J). O

Définition 3.4.4. Un anneau est dit semi-local s’il n’a qu’un nombre fini d’idéaux maximaux.

Remarque 3.4.5. Bien entendu, un anneau local est semi-local.

Exercice 3.4.6. Soient A un anneau de Dedekind et I — A un idéal non nul. Alors A/T est est
semi-local °.

Proposition 3.4.7. Soient A un anneau de Dedekind, p1,...,p, < A des idéaux maximaux et
I ¢ A un idéal. Alors il existe a € A tel que (Vi € {1,...,n})IA,, = aA,,. En particulier, un
anneau de Dedekind semi-local est principal.

Démonstration. C’est évident si A est un corps : supposons désormais que A n’est pas un corps.

Onal=p . -p2Javec ai,...,a, € N et J premier & p; ---p,, (théoréme 3.3.3). D’apreés le
lemme 3.2.2, pour tout ¢ € {1,...,n}, anneau A,, est de valuation discréte : soit m; € p; tel que
p;Ap, = mAp,. On a alors TA,, = w7 A,, pour tout i € {1,...,n}. Comme pq,...,p, sont deux

- : . A 1
a deux premiers entre eux, il en est de méme de p§”+ s, pontl

chinois (¢f théoréme 3.4.3), le morphisme naturel

Afpiithpon Tt (A/pf ) x o (Afpon T

: d’aprés le théoréme des restes

est un isomorphisme : il existe a € A tel que a = 7 mod p*™! donc aA,, = IA,, pour tout
1e{l,...,n}.

Si A est semi-local, on prend pour {p1,...,p,} ensemble des idéaux maximaux de A. D’apres le
principe local-global (proposition 1.3.16), on a I = aA. Comme A est intégre par définition, il est
principal. (I

5. Soit I = p(fl ---p27 la décompositon de I en produit d’idéaux premiers non nuls. D’aprés le théoréme chinois,
ona A/l ~@_; A/pg*. L’anneau A/p;? est local, d’idéal maximal p;/p;? : I'anneau A/I est semi-local
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Corollaire 3.4.8. Soient A un anneau de Dedekind, I ¢ A un idéal non nul et a € I\{0}. Alors
il existe b € A tel que I = aA + bA.

Démonstration. Soient py,...,p, < A les idéaux maximaux contenant a (lemme 3.3.2 (2)). D’apreés
la proposition 3.4.7, il existe b € A tel que (Vi e {1,...,n}) [A,, = bA,,. Posons J = aA+bA c A.
Si p est un idéal maximal ne contenant pas a, on a a4, = A, : comme a € I et a € J, cela implique
TA, =JA, = A,.Siie{l,...,n}, onaad,, < IA,,, donc IA,, =bA,, < JA,, < IA,,, et donc
JA,, = ITA,,. Il résulte du principe local-global (proposition 1.3.16) que I = J. ([

3.5. Factorisation dans une extension, ramification. Soient A un anneau de Dedekind et
K = Frac(A). Le but de cette section est de comprendre la décomposition de I'idéal engendré par
un idéal de A dans la cloture intégrale de A dans une extension finie séparable de K.

Notation. Si p est un idéal maximal de A, on pose k(p) = A/p. On lappelle le corps résiduel
de A en p.

Définition 3.5.1. Soient A un anneau de Dedekind, et L/K une extension finie séparable de
corps. On note B la cloture intégrale de A dans L. D’aprés le corollaire 2.4.6 (1) et le théoréme
3.1.4, B est une A-algébre finie et un anneau de Dedekind.
(1) Sipc Aet P c B sont des idéaux premiers non nuls, on dit que B divise p, ou que P
est au-dessus de p (et on note p | P) si P A =p.
(2) Comme B est de Dedekind, on a

pB =] [
Blp
avec ey = v (pB) € N+o. L'entier e s’appelle 'indice de ramification de p en .

(3) Si P | p, le corps k(P) = B/P est une extension finie de k(p) = A/p : on l'appelle
I'extension résiduelle en *B. On pose fyp = [k(fﬁ) : k:(p)] L’entier fyp s’appelle le degré
résiduel de p en ‘P.

(4) Siegp =1 et 'extension k(P)/k(p) est séparable, on dit que p (ou méme L/K) est non-
ramifié en B. On dit que p est ramifié en P dans le cas contraire. Si p est non-ramifié
en tous les idéaux premiers le divisant, on dit que p est non-ramifié, ou que L/K est
non ramifiée en p.

(5) Lorsqu’il n’y a qu'un seul idéal premier P au-dessus de p et que fz = 1, on dit que L/K
est totalement ramifiée en p.

(6) Silidéal pB est premier dans B, on dit que p est inerte dans L/K. Si ep = fpg =1

pour tout P | p, on dit que p est totalement décomposé dans L/K.

Théoréme 3.5.2. Sous les hypothéses de la définition 3.5.1, on a

dimy(p) (B/pB) = [L: K] = ) epfy
Blp

Démonstration. On suppose que A n’est pas un corps (sinon c’est trivial). On a les isomorphismes
Alp > Ap/pAp et B/pB > S™1B/pS™IB (avec S = A\p) : quitte a remplacer A par A, (ce qui est
licite en vertu de la proposition 2.1.13), on peut supposer A de valuation discréte, d’idéal maximal
p (cf lemme 3.2.2). L’anneau A est alors principal : le A-module B est donc libre de rang [L : K]
(¢f corollaire 2.4.6 (2)). Il en résulte que dimy,\(B/pB) = [L : K].

Pour B | p, les idéaux P* sont deux a deux premiers entre eux. D’apreés le lemme chinois, on
a donc

B/pB = B/ ¥ >@ B/p
PBlp Blp

Considérons la filtration Le* ¢ Per ! < ... < P2 < P < B. Comme By est de valuation dis-
créte (lemme 3.2.2), on a les isomorphismes By /BBy — PBF By /PBF 1 By < Pr/BF+1 (le premier
isomorphisme est induit par la multiplication par m’%, ol Ty est une uniformisante de By). Il en
résulte que PF/PFH1 est un k(P)-espace vectoriel de dimension 1, donc un k(p)-espace vectoriel
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de dimension fg. Ainsi,

ep—1
dimy () (B/B¥) = > dimy () (BB = eq fp
k=0
et donc
dimyp) (B/pB) = Y dimy() (B/B¥) = > eq fp
Blp Blp
(I
Lemme 3.5.3. (d’évitement des idéaux premiers). Soient R un anneau, p1,...,p, < R des
idéaux premiers et I < |J p; un idéal. Alors il existe i € {1,...,n} tel que I < p,.

=1

Démonstration. Quitte a supprimer ceux des p; qui n’apportent rien a la réunion, on peut supposer
que (Vi € {1,...,n})p; ¢ |Jp; : soit alors a; € p;\ |J p,;. Supposons en outre que pour tout
i j#i
n

i€e{l,...,n},onaldp,:soit x; € [\p;. Posons alors z = >, z; [[a;€I.Siie{l,...,n},ona

i=1 i
a; €p; donc x = x; [ [ a; mod p,. Comme z; ¢ p; et a; ¢ p; pour j # i, onax; [ a; ¢p; et donc
J#i J#L
n
x & p;, de sorte que x € I\ |J p; : cela contredit 'hypothése. O
i=1

Remarque 3.5.4. La terminologie provient de la contraposée.

Théoréme 3.5.5. Sous les hypothéses du théoréme 3.5.2, supposons en outre I'extension L/K
galoisienne. Le groupe Gal(L/K) agit transitivement sur ’ensemble des idéaux premiers divisant
p. Les entiers e et fo3 ne dépendent que de p et pas de B : on les note ey, et f, respectivement.
Si Gal(L/K)q désigne le stabilisateur de B, alors Gal(L/K) () = o Gal(L/K )po~" pour tout
o € Gal(L/K) : Dentier g, = [ Gal(L/K) : Gal(L/K)q| ne dépend que de p et pas de . On a
[L: K] =epfpgp-

Démonstration. Soient B et P’ deux idéaux premiers au-dessus de p tels que P’ # o(P) pour
tout o € Gal(L/K). Comme les idéaux P’ et o(P) sont maximaux, on a donc P’ ¢ o(P) pour
tout o € Gal(L/K). D’aprés le lemme d’évitement des idéaux premiers, il existe z € P’ tel que
x ¢ o(P) pour tout o € Gal(L/K). Cela implique que y = Ny /x(z) = IT o(x) ¢ B. Mais
oeGal(L/K)
cela contredit le fait que y € A NP’ = p < P. L’action de Gal(L/K) sur Pensemble des idéaux
premiers divisant p est donc transitive. Il en résulte que les entiers eq et foz ne dépendent que de
p et pas de B. Il en résulte que Gal(L/K), ) = o Gal(L/K)po~! pour tout o € Gal(L/K). En

outre, on a #{P € Spec(B), P | p} = [ Gal(L/K) : Gal(L/K)g| = gy : on en déduit que

[L: K] =) epfp = #{PeSpec(B), B|plepfs = epfogp
Blp
grace a la proposition 3.5.2. O

Proposition 3.5.6. (le cas monogéne). Sous les hypothéses du théoréme 3.5.2, supposons
B = A[f]. Soit F' € A[X] le polynéme minimal de # sur K. Pour p idéal maximal de A, la
factorisation de la réduction F' de F dans k(p)[X] s’écrit :

Fx) = [0
i=1
avec f1,..., fs irréductibles deux & deux premiers entre eux. Alors la décomposition de pB est

pB=[[®r
1=1

avec P; = pB + F;(0)B (ou F; € A[X] désigne un relévement quelconque de f;). En outre, on
a B/ ~ k(p)[X]/(fi(X)).
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Démonstration. Par hypothése, on a I’isomorphisme
AX]/(F(X))=> B
X—40

Il induit les isomorphismes k(p)[X]/(F(X)) > B/pB et donc k(p)[X]/(f:(X)) > B/%B; pour tout
i€ {l,...,s}. Cela prouve déja que B; est maximal dans B (car f; est irréductible dans k(p)[X]),

divise p, et que fy, = [k(:) : k(p)] = deg(f:).

Par ailleurs, si ¢ # j, on a k(p)[X] = fi(X)k(p)[X] + f;(X)k(p)[X] (car f; et f; sont premiers
entre eux), donc A[X] = F;(X)A[X] + F;(X)A[X] + p[X], ce qui implique P; + P, = B : les
idéaux P, ..., P sont deux a deux premiers entre eux.

Réciproquement, soit B < B maximal tel que P | p. Comme F(X) = [] F;(X) mod p[X], on
i=1

a [[ Fi(0) € B : il existe i € {1,...,s} tel que F;(0) € P, et donc P; < P, i.e. P, = P par
i=1

maximalité de ;. L’ensemble des idéaux maximaux de B qui divisent p est donc précisément

{PB1,..., B}

Il reste donc a voir que pour tout ¢ € {1,...,s}, I'indice de ramification eq, vaut r;. D’aprés le
théoréme des restes chinois, on a l’isomorphisme

B/pB ~ k(p)[X]/(F(X)) > 1_[ k(p)[X]/(f:(X)™)

Pour j # i, on a F;(0) ¢ P; d’aprés ce qui précede : le localisé du facteur k(p)[X]/(f;(X)™) en
PB; est nul. On a donc

By, /p By, =~ k(p)[X]/(fi(X)™)
ce qui implique
e, fop, = dimp (Bsp, /pByp,) = dimy (k(p)[X]/(fi(X)"™)) = rideg(fi) = i fp,
et donc ey, = 7;. O

Théoréme 3.5.7. Sous les hypothéses de la définition 3.5.1, supposons en outre que B est
un A-module libre % Les idéaux premiers de A en lesquels 'extension L/K est ramifiée sont
précisément les diviseurs de I'idéal discriminant 0p,4. En particulier, il y en a un nombre fini.

a. En fait, cette hypothése est superflue, on peut définir ’idéal discriminant sans, et le théoréme est encore
valide.

Démonstration. Soient (z1,...,24) une base de B sur A (donc 95,4 = D(21,...,24)A) et p un

idéal premier non nul de A. L’extension L/K est non ramifiée en p si et seulement si B/pB ~

@ B/P°* est un produit d’extensions séparables de k(p). Comme 0y 5y/k(p) = D(T1,...,2a)A/p

Blp

(parce que 1, ...,xq est une base de B/pB sur k(p)), il suffit de montrer que B/pB ~ P B/B*
PBlp

est un produit d’extensions séparables de k(p) si et seulement si on a d(p/yp)/k(p) # {0}. Comme

on a V(p/pB)/k(p) = ql:c_\[ 0(B/pen)/k(p), 1l s’agit donc de montrer que le morphisme k(p) — B/P¥
p

est une extension séparable de corps si et seulement si 0(p/pew)/pp) # 0. L'implication résulte
de la proposition 2.2.19. Réciproquement, supposons (g g /i) # 0. Supposons que eg > 1,
de sorte qu’on peut supposer que la base (r1,...,24) a des éléments dont I'image dans B/93°*®
appartient & B /P*. Cela implique que O(B/pew)/(a/p) = 0, ce qui n'est pas : on a nécessairement
ep = 1, de sorte que B/PB°* = k(*P) est un corps, extension finie de k(p). Si cette extension était
non séparable, on aurait Tryp) k) = 0 (¢f remarque 2.4.2), de sorte que Oy(py/k(p) = 0, ce qui
n’est pas, et k(B)/k(p) est séparable. O

Exemples 3.5.8. (1) Soient d € Z\{0, 1} sans facteur carré et K = Q(v/d). On a vu que

d — d sid=1 mod4Z
K7 V4d sid#1 mod4Z
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de sorte que les nombres premiers ramifiés dans K sont les diviseurs premiers de d, auxquels il
faut adjoindre 2 si d %1 mod 4 Z.

(2) Si p est un nombre premier impair, ¢ € C une racine primitive p-iéme de l'unité et K = Q((),
on avuque Ok = Z[(] et donc dg = (71)7%1171,72' Il en résulte que p est 'unique nombre premier
ramifié dans K.
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4. LES THEOREMES DE FINITUDE POUR LES CORPS DE NOMBRES

Dans tout ce qui suit, K désigne un corps de nombres.

Définition 4.0.1. Soit ¢ la conjugaison complexe. On dit que 0 € Homq ag(K, Q) est un
plongement réel si coo = o (i.e. si o(K) < R). Dans le cas contraire, on dit que o est un
plongement imaginaire, et c o o s’appelle le plongement complexe conjugué. On note 7 le
nombre de plongements réels et ro le nombre de paires de plongements complexes.

L’extension K/ Q étant séparable, on a
# HomQ_alg(K,G) = [K : Q] =11+ 219

Remarque 4.0.2. Bien entendu, le couple (1, r2) est invariant par isomorphisme de Q-extension.

Proposition 4.0.3. Soient o € K un élément primitif (i.e. tel que K = Q(«)) et P € Q[X] son
polyndéme minimal sur Q. Alors P a r; racines réelles et 2rs racines complexes non réelles.

Démonstration. Les racines de P sont {J(a)}geHoQOg(K@ et o(a) e R< o(K)cR. O

Définition 4.0.4. On dit que K est totalement réel (resp. imaginaire) si ro = 0 (resp.
T = 0)

Exemples 4.0.5. (1) Si d € Z\{0,1} est sans facteur carré, alors Q(+/d) est totalement réel (resp.
imaginaire) si d > 0 (resp. d < 0).

(2) Sin = 3 et ¢ € C est une racine n-iéme primitive de l'unité, alors Q(() est totalement
imaginaire.

Exercice 4.0.6. Si K/ Q est galoisienne, alors K est soit totalement réel soit totalement imagi-
o 6
naire °.

Proposition 4.0.7. Le signe de dg est (—1)".

Démonstration. 1l résulte de la proposition 2.2.12 que ce signe est celui de D(aq,...,a,) ou
{aq,...,a,} est n'importe quelle Q-base de K. Soient donc a un élément primitif de K, et
a1, ...,0, les racines de son polyndéme minimal P. D’aprés la proposition 4.0.3, on peut sup-
poser ay,..., 0 €ER, 1,y Gy gry § R €ty 1pp ik = @y 15 pour 1 < k < ro. On a alors (¢f
définition 2.3.1)

ro
D(ai,...,an) =disc(P) =[] (i—ay)?®=c][(arx —am7r)?

1<i<j<n k=1

ot c € R™ est le produit des facteurs suivants :
e a; —ay pour 1 <i<j<r; (rouge);
o (i —ap )0 —Qgg) pour 1 <i<7rpetl<j<ry (bleu);
s (a"'l +i = Oy +j)(a7'1 +i m) et (a"'l +i = Oy +j)(a7'1 +i T m) pour 1 <i<j<ry (VeI’t
et jaune).

Comme o, 4+ — @y 1k € ¢ R pour tout k € {1,...,72}, le signe de di est (—1)"2. O

6. Supposons K non totalement imaginaire : il existe un plongement réel og: K — R. Les autres plongements
sont alors de la forme og o g avec g € Gal(K/ Q) : ils sont réels, et K est totalement réel.
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4.1. Finitude du groupe des classes.

Définition 4.1.1. Le groupe de classes de K est le groupe Cl(Ok) (¢f définition 3.3.12. On
le note ¢ CI(K).

a. C’est un petit abus de notation.

Théoréme 4.1.2. Le groupe CI(K) est fini.

Notation. On pose hx = # CI(K).

Remarque 4.1.3. (1) Bien siir, 'anneau O est principal si et seulement si hx = 1. En général,
il est tres difficile de calculer hx et CI(K), méme pour les extensions quadratiques.

(2) Le groupe des classes d’un anneau de Dedekind n’est pas fini en général. Cela dit, il I’est pour
les anneaux finis sur F,[X] (cas des corps de fonctions).

Exemple 4.1.4. Si d € N- est sans facteur carré et K = Q(+/—d), alors
hi =1 de{1,2,3,7,11,19,43,67, 163}
hi =2 < de {5,6,10,13,15,22, 35,37,51, 58,91, 115, 123, 187, 235, 267, 403, 427}

En outre, lim hy = +00. Par contre, on conjecture que hq /5 = 1 pour une infinité de d.
o0 Q(vd)

4.1.5. Norme relative. Soient A un anneau de Dedekind, K = Frac(A) et L une extension finie
séparable de K. On note B la cloture intégrale de A dans L. On sait que B est un anneau
de Dedekind de corps des fractions L, on dispose des théorémes 3.3.10 (factorisation des idéaux
fractionnaires) et 3.5.2 (sur la ramification).

Si I < K est un idéal fractionnaire non nul, alors IB est un idéal fractionnaire non nul : cela
fournit un morphisme de groupes Fr(A) — Fr(B). Si I = xA est principal, il en est de méme de
IB = xB : le morphisme passe au quotient. On en déduit un morphisme de groupes

inja: Cl(A) — CI(B)

Construisons un morphisme dans 1’autre sens. Rappelons qu’on note %, (resp. &g) ensemble
des idéaux premiers non nuls de A (resp. B). Si B e Pp,onap :=P N A€ Py, et on dispose
du degré résiduel fy := [k(B) : k(p)]. Posons alors

Np/a(P) = p/>

Comme les valuations induisent des isomorphismes de groupes Fr(A) > Z(Z4) ¢t Fr(B) > Z(7#)
(proposition 3.3.11), cela définit donc un unique morphisme de groupes

Np/a: Fr(B) — Fr(A)

Proposition 4.1.6. (1) (Transitivité) Soient M /L une extension finie séparable et C' la clo-
ture intégrale de A dans M (ou de B, c’est la méme chose). Alors on a Ng/4(N¢/p(J)) =
Nc/a(J) pour tout idéal fractionnaire non nul J < M.

(2) Si I < K est un idéal fractionnaire non nul, on a Ng/4(ig/a(I)) = I" (o n = [L/K]).

(3) Size L*,onaNpg/a(xB) = Np/k(v)A.

Démonstration. (1) On peut supposer J maximal. On pose =B nJetp=A4AnJ =AnP. On

dispose des extensions k(J)/k(P) et k(P)/k(p), donc [k(J) : k(P)][E(B) : k(p)] = [k(T) : k(p)].
Comme N¢y/p(J) = PR et Np/a(B) = plFR)E@] on en déduit

NB/A(NC/B(J)) = NB/A(;B[k(J):k(‘n)]) — NB/A(;B)[k(.]):k(&B)]
- p[k(‘m:k(p)][k(-f):k(‘m] - p[k(J):k(p)] = Neya(J)
(2) On peut supposer I = p maximal : on a ip / A(I) =pB = []B* donc
Blp

. . Y eqpfy N
Np/alipa(l)) = HNB/A(fp) ® = p¥le 7T
Blp
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en vertu du théoréme 3.5.2.

(3) Commencons par traiter le cas ou L/K est galoisienne, de groupe de Galois I'. Montrons
qu’alors, on a ig/a(Np/a(J)) = Np/a(J)B = ][ ~(J) pour tout idéal fractionnaire non nul

~el
J < L. Comme plus haut, on peut supposer J = 3 premier non nul. Posons p = AP : d’apres le
théoréme 3.5.5, le groupe I' agit transitivement sur I’ensemble des idéaux premiers divisant p, et les
entiers ey et fip ne dépendent que de p et pas de P (on les note ey, et f, respectivement). Notons
Iy le stabilisateur de 9 : on a #I' = [L : K] = ey fogp avec g, = [I': Ty, donc #T'y = €, f,. En
outre,on a pB =[] ~(P)°, ce qui implique
YeL/T'p

Npa()B=p"B= [] v@®)"> = [ v@®*™ =[][+®

~vel'/Typ ~vel'/Typ vyel'

ce qu’on voulait. Appliquée a J = aB pour x € L*, la formule qu'on vient d’obtenir s’écrit

Np/a(xB)B = [] v(x)B = Nk (z)B. Cela implique que les valuations des idéaux fractionnaires
~yel

Np/a(xB) et Ny (z)A sont les mémes en tout idéal premier non nul de A : ils sont égaux.
Passons au cas général : soient M une cloture galoisienne de L/K et C' la cloture intégrale de A
dans M. Les extensions M /L et M /K sont galoisiennes : d’aprés ce qui précéde, pour x € L on a

Nar/k (2)A = Neya(@C) = Ngja(Neyp(2C)) = Npja(Nar/r(2)B) = Ngja(2°B) = N a(zB)*
(ott d = [M : LJ). Par ailleurs, on a Nps/i(z) = Np g (Nps/p(z)) = NL/K(md) = NL/K(x)d en
vertu de la proposition 2.2.8. On a donc Ny, k(@ dA = NB/A(zB)d, ce qui implique Ny /g (7)A

).

Np/a(zB) (en regardant les valuations p-adiques O

Corollaire 4.1.7. Le morphisme Np,4: Fr(B) — Fr(A) induit un morphisme
Np/a: CI(B) — CI(A)

Démonstration. Cela résulte de la proposition 4.1.6 (3), qui implique que Ng, 4 (Pr(B)) < Pr(A4).
(]

Remarque 4.1.8. (1) D’aprés la proposition 4.1.6 (2), le morphisme ig/4: Fr(A) — Fr(B) est
injectif. Le morphisme induit ig/4: ClI(A) — CI(B) n’est pas injectif en général (des idéaux non
principaux peuvent le devenir dans une extension). De méme, I'application Ng,4 n’est pas injective
en général.

(2) Si S < A est une partie multiplicative, et J < L un idéal fractionnaire non nul, on a
Ns-1p/5-14(S7" ) = S~ Npja(J).

4.1.9. Norme absolue. Désormais, K désigne un corps de nombres. Si I < Ok est un idéal non
nul, alors N, z(I) est un idéal de Z : il est de la forme N(I) Z avec N(I) € Z~.

Définition 4.1.10. L’entier N(I) s’appelle le norme absolue de I'idéal T.

Remarque 4.1.11. 1l résulte de la définition que N(IJ) = N(I)N(J) pour tout I,J < Ok des
idéaux non nuls. Par ailleurs, la proposition 4.1.6 (3) implique que N(zOk) = |NK/Q(m)| pour
tout x € O \{0}.

Exemple 4.1.12. Si p c Ok est premier non nul, p N Z = pZ (i.e. p divise p), on a N(p) = pfr.

Lemme 4.1.13. Soient A un anneau de valuation discréte et m son idéal maximal. Supposons
A/m fini, de cardinal g. Alors #(A/m™) = ¢" pour tout n € N-g.

Démonstration. Considérons le morphisme surjectif A/m"*t — A/m" : son noyau est m”/m"*1 et
on a #(A/m" 1) = #(A/m™)#(m" /m"+1). Si 7 est une uniformisante de A, la multiplication par
7™ induit un isomorphisme A/m > m"/m"*! : on a donc #(A/m"1) = g#(A/m"), et on conclut
par récurrence. (I

Proposition 4.1.14. Pour tout idéal non nul I ¢ Ok, on a N(I) = #(Ok/I).
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n
Démonstration. Soit I = [] p la factorisation de I en produit d’idéaux premiers non nuls.
i=1
n

D’apreés le théoréme des restes chinois (¢f théoréme 3.4.3), on a Ox /I ~ @ Ok /pi*, de sorte que
i=1

#(Ox/I) = T] #(Ok/ps"). Mais d’aprés le lemme 4.1.13, on a
=1

#(Ok/p8") = #(Okp, /07 Ok p,) = (#k(pi))™

Sip;NZ = p; Z, le corps k(p;) est une extension de degré f,, de F;,, : on a #k(p;) = p-f” = N(p;)

K2

pour tout i € {1,...,n}, ot #(Ox/T) = [ | N(pi)* = N(I). 0
i=1

Lemme 4.1.15. Pour tout c € R+, il n’y a qu’un nombre fini d’idéaux non nuls I < Ok tels que
N(I) < e.

Démonstration. 1l suffit de montrer que pour tout N € N+, il n’y a qu’un nombre fini d’idéaux
non nuls I < O tels que N(J/) = N : soit I un tel idéal. D’aprés la proposition 4.1.14, on
a #(Ok/I) = N, donc N = 0 dans le groupe Ok/I, i.e. N € I. L’ensemble des idéaux de
Ok contenant NOg est en bijection avec ensemble des idéaux de Panneau quotient O /NQOk.
Comme ce dernier est fini (de cardinal N™ d’apreés la proposition 4.1.14), il n’a qu’un nombre fini
d’idéaux. (I

4.1.16. Preuve du théoréme 4.1.2.

Définition 4.1.17. On note o1, ...,0,, les plongements réels, et on choisit o +1,...,0r 41y
des plongements imaginaires deux a deux non conjugués (i.e. tels que o; # co g, pour i,j €
{ri+1,...,71 + 1o} tels que i # j). On a alors
Homq . (K, Q) = {01, ey Oy Opytly e ey Oppgrgs CO Opy 41y - ey CO JTIMZ}

On note alors o: K — R" le composé des applications

K—->R"'x(Cm?

T = (01 (‘T)a sy Oy (l’), 0’7.1+1(.17), sy Ory4rg (m))

et R xC"” S R?
(:L'la sy Ly B4l - 5ZT1+T2) = (:rlv sy Ly
§R(Zﬁ'ﬁ-l)v ceey §R(’ZT'HH'Q)?
%(27'1-%1)7 ceey %(z7'1+7'2))

qu’on appelle plongement canonique. C’est un morphisme Q-linéaire injectif.

Lemme 4.1.18. Soit M < K un sous-groupe de type fini. Alors o(M) est un sous-groupe discret
de R".

Démonstration. Soit I le sous-Ox-module de K engendré par M. Comme M est engendré par un
nombre fini d’éléments, il en est de méme de I : ¢’est un idéal fractionnaire. Il existe donc a € N+
tel que M = I € a 'Ok. On a alors 0(M) € a='o(Ok) : il suffit de voir que o(O) est discret.
Soient p € R et B, = {x € R", ||| < p} la boule fermée de centre 0 et de rayon p. Si z € Ok est

tel que o(x) € B, alors |o;(x)| < ppour i e {1,...,71} et [R(o:(2))], [S(0:(z))] < p ie |oi(z)] <
V2p pour i € {ri +1,...,n}. Pour k € {1,...,n}, notons a, le k-iéme polynome symétrique en
o1(x),...,on(x). Comme x € Ok, on a aj € Z. Par ailleurs, on a |ag| < (Z)(ﬁp)k < 2%72pk +si
p < ﬁ, on a |ax| < 1 et donc a, = 0 pour tout k € {1,...,n}. Comme 2™ — ayz" ! + - +
(=1)"a, =0, on a x =0, de sorte que o(Ok) N BW = {0}. Cela implique que 0 est isolé dans
0(Ok). Comme c’est un sous-groupe de R", tous les points de o(Ok) sont isolés, et 0(Ok) est
discret. m

Dans ce qui suit, p désigne la mesure de Lebesgue de R".
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Lemme 4.1.19. Soit M < K un sous-groupe libre de rang n. Alors o(M) est un réseau de R",
de volume

/L(O’(M)) =27" |det ([O'i(.rj)]lgi7jgn)|

pour toute base (z1,...,x,) de M sur Z.

Démonstration. L’application o est un morphisme injectif de groupes : comme M est un Z-module
libre de rang n, il en est de méme de o(M). D’apreés le lemme 4.1.18, ¢’est un sous-groupe discret
de R" : c’est donc un réseau en vertu de la proposition 1.6.3. La famille (o(x1), ..., 0(z,)) est une
base du réseau o(M). On a donc p(o(M)) = || avec 6 = det (o(z1),...,0(z,)). Or on a

o1(x1) o1(xy) o1(x1) o1(xyn)
Ory (331) Ory (xn) Ory (‘731) Ory (wn)
R(or,+1(21)) R(or,+1(71)) Ory+1(21) Ory+1(21)
0= : : =
%(Uﬁ +r2 (171)) %(UH +r2 (:En)) Ori+rs (.%’1) Ori+rs (l’n)
(o7, +1(21)) S(ory+1(zn)) (o7, +1(21)) S(0ry+1(7n))
(45 (21)) (g5 (T0)) (s 4, (1)) (g 475 (7))

01 ($1) g1 ($n)
_ 1 Ory 45 (21) Orytry (Tn)
(—=20)r= | c(or, +1(71)) (0 41(2n))
(O 41y (71)) (07, 47 (Tn))

M On a donc § = (—2i)~"2 det ([03(z;)]1<ij<n)- O

car §(o4(zj)) = -

Rappelons que dx désigne le discriminant absolu de K (c¢f définition 2.5.2).

Proposition 4.1.20. Soit I ¢ Ok un idéal non nul. Alors o(I) est un réseau de R", de volume

p(o(I)) = 27"24/|dx [N(I)

(en particulier, 0(Of) est un réseau de R" de volume p(o(Ok)) = 27"24/|dk|).

Démonstration. Le sous-groupe I < O est d’indice fini égal & N(I). D’aprés le théoréme de la
base adaptée (théoréme 1.5.9), il existe une base (e1,...,e,) de Ok et a1 | az | --- | an € Nxg
tels que (aeq,...,ane,) soit une base de I sur Z (en particulier, I est libre de rang n). D’aprés
le lemme 4.1.19 appliqué au sous-groupe M = I de Ok, le sous-groupe o(I) est un réseau de R",
tel que p(o(I)) = 27"21d| avec

5 = det ([O’i(ajej)]lgi_’jgn) = det ([O—i(ej)]lgi,jén) 1_[ aj.

=1

s

On conclut en observant que dx = D(ey,...,e,) = det ([O’i(ej)]lgingn)Q et N(I) = [] a;. O

1

J

Lemme 4.1.21. Pour a,be N et p e R+, posons

a b
Buv(p) = {(xl,...,:ca,zl,...,zb) e R® x C°, Z | +22 |z;] < p}
i=1

j=1

N

Le volume de B (p) est 2“(%)17% avec N = a + 2b.
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Démonstration. Notons v, p(p) le volume de Bg p(p). On procéde par récurrence sur (a,b). On a
déja vy o(p) = Sfp dzy =2p et vo1(p) = S\w+z‘y|<p/2 dxdy = m(p/2)?. Supposons a € N~q et

— b -1
va—1,(p) = 2°71(%) (?v - On a

o 0
Ua,b(p) = J 'Ua—l,b(p - |xa|) dwa = 2J. 'Ua—l,b(p - ma) dwa
—p 0

N

) e [5G

b—1 N-— . .
De méme, supposons b > 0 et v45—1(p) = 2°(5) 1('10\[—_22)!. En posant z, = x + iy = re?, on a

2m
Vap(p) = f Vap—1(p — 2|z + 1y|)dedy = f f Va,p—1(p — 2r)rdrdd
|z+iy|<p/2 o Jo

p/2 b—1(p — N-2
= QWJ 2(1( ) &T’ dT’
2

0 N —2)!
T _9p\N-1 77=P/2 P2 () _ 9p)N-1
:2(”2(5)(7([_(2(]\]2_)1)! T]Tzo +J;) (PQ(NQ_)D! dr)
0
T _9p\N1"=r2 b N
- (3 {‘7@ o LO -2(3) %

Définition 4.1.22. La constante de Minkowski de K est

Lemme 4.1.23. Soit I < Ok un idéal non nul. Alors il existe 2 € I\{0} tel que
INk/q(2)] < Cxn/|dx|N(T)

Démonstration. L’ensemble By, r,(p) € R™ x C™ ~ R" est compact (car fermé et borné), mesu-
rable, convexe et symétrique par rapport a 0. D’apreés le lemme 4.1.21, son volume est

_on (TYPP "
M(B’r'1,7'2 (p)) =2 (2) n! CK nn

27'1 +1r2 pn

Choisissons p € R~ tel que % = 2"2Cru(o(I)), de sorte que (B, ry (p)) = 2"u(o(I)) : d’apres
le corollaire 1.6.8, o(I) N (By, 1, (p)\{0}) # @ : il existe x € I\{0} tel que o(z) € By, 1, (p). On a

alors
n 71 T1+72
INg/q(@)] = [ ] low(z)| = <]_[ IJi($)|> < 11 IUj(w)|2>
k=1 i=1

Jj=r1+1
9 r1+72 n pn
< Zlm N+ Y |oj<x>l> < o = 2*Crulo(D)
] =r1+1

(la premiére inégalité résultant du fait que la moyenne géométrique est majorée par la moyenne
arithmétique). Mais d’apres la proposition 4.1.20, on a p(o(I)) = 27724/|dx| N(I), de sorte que
Nk, q(2)| < Ck+/|dx|N(I), ce qu'on voulait. O

Théoréme 4.1.24. Toute classe du groupe CI(K) contient un représentant I < O tel que

(I) < Crx/|dk]|

Démonstration. Soit J un représentant de la classe considérée. Quitte & multiplier J par un élément
de K* convenable (ce qui ne change pas la classe), on peut supposer que J~! € O. D’aprés le
lemme 4.1.23, il existe z € J~'\{0} tel que [Ny, q(z)| < Cx+/ldx|N(J™!). Posons I = xJ :
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c’est un idéal de Ok, dans la méme class,e que J. On a IJ™! = 20k, donc N(I)N(J~1) =

N(zOk) = [Nk, q(2)| < Cx+/|dx|N(J™') dott N(I) < Ck+/|dk|. Remarque : avec les notations
qui précédent, on a Ox < J, de sorte que N(J) n’est pas défini. O

Démonstration du théoréeme 4.1.2. En vertu du théoréme 4.1.24, toute classe du groupe CI(K)
contient un représentant I ¢ O de norme inférieure & Cx+/|dk|. Mais d’aprés le lemme 4.1.15,
il n’y a quun nombre fini de tels idéaux : le groupe CI(K) est fini. (]

Remarque 4.1.25. 1l résulte des théorémes 3.3.3 et 4.1.24 que le groupe CI(K) est engendré par
les classes des idéaux premiers non nuls p < Ok tels que N(p) = =pl <Cx~/ ld|,oupnNZ=pZ
et k(p) ~ pr

Corollaire 4.1.26. (1) On a |dg| > = avecn = [K : Q].

1
(2) Si K/Q est non ramifiée, on a K = Q.

Démonstration. (1) On peut supposer n > 2. Le théoréme 4.1.24 appliqué a la classe de Ok
=

implique que 1 < Cg+/|dk/|, donc |dk]| é = (%)27'222!2 > (%)"% —: a, On a az_:l _
T+ ) . Comme (1 + ) >2,0na ;‘* > 7, si bien que a, = a2 = %

( ) Si K/ Q est non ramifiée, on a |dx| = 1 (¢f théoréme 3.5.7), donc 7™ < 4 d’aprés (1), ce qui

implique n =1 i.e. K = Q. 0

Corollaire 4.1.27. (Libération des idéaux) Si K est un corps de nombres et I < Ok un idéal,
il existe un corps de nombres L o K tel que IOy, soit principal.

Démonstration. C'est trivial si I = {0} : supposons désormais I # {0}. Comme CI(K) est fini,
I'image [I] de I dans CI(K) est d’ordre fini, disons r : il existe a € O tel que I" = aOj. Soient
alors B e Q tel que f" = a et L =K(B). Ona e O, et (I0L)" = a0, = (BOL)" : comme Of,
est un anneau de Dedekind, cela implique que 107, = SOy, est principal. ([l

Remarque 4.1.28. Soit Z — Q l'anneau des entiers algébriques, i.e. la cléture intégrale de Z
dans C. C’est un _anneau non noethérien, mais le corollaire qui précéde montre que tout idéal

de type fini I de Z est principal. En effet, soit z1,...,z, € Z un systéme de générateurs de 1.
Posons K = Q(x1,...,2,) : c’est un corps de nombres. Si Iy désigne 'idéal de Ok engendré par
T1,...,Tp, on a I = [yZ. D’aprés le corollaire 4.1.27, il existe un corps de nombres L D K et

a € Oy tels que IO, = aOp, : on a 1Z = I,Z = oZ.

Exemples 4.1.29. (1) Soit K = Q(v/—163). Comme —163 =1 mod 4Z, on a Ox = Z[a] avec
1y 163 V2_163 et dg = —163. D’apreés la remarque 4.1.25, le groupe CI(K) est engendré par les

idéaux premiers p = O au-dessus de p tel que N(p) = p/r < Cx+/|dk]| 2‘/7:@ < 9. On a donc
p € {2,3,5,7}. Le polynome minimal de o sur Q est P(X) = X2 + X + 41. Ce dernier n’a pas
de racine dans F;, et donc p = pOg est principal donc d’image triviale dans CI(K) pour tout
p€{2,3,5,7}. Il en résulte que hx =1, i.e. Ok est principal.

(2) Soit K = Q(+v/—5). Comme —5 =3 mod 4Z, on a Ok = Z[a] avec a = /=5 et d = —20.
Le groupe CI(K) est engendré par les idéaux premiers p = O au-dessus de p tel que N(p) = pfr <
CrA/|dk| = % < 3.0nadonc p =2. Comme O /20 ~ Z[X]/(2, X% +5) ~ Fo[ X]/(X + 1),
on a2 = p3avec ps = (2,a+ 1), donc N(p2) = 2. Ainsi, CI(K) est engendré par la classe de pz, qui
est d’ordre 1 ou 2. Si cette classe était triviale, I'idéal py serait principal, engendré par un élément
x =a+ ba e Ok, avec a,b € Z. On aurait |NK/Q(x)| = N(p2) =2, i.e. a®> + 50> = 2, donc b =0
et a = 2, ce qui est impossible : I’idéal py n’est pas principal, et hx = 2.

o =

4.2. Le théoréme des unités.

Proposition 4.2.1. Soient K un corps de nombres et € Ok. Alors x € O si et seulement si

Démonstration. Cela résulte du corollaire 2.2.6, et du fait que Z* = {£1}. O



52 Théorie des nombres, master 17 année

Théoréme 4.2.2. Le groupe des unités O est un Z-module de type fini. Ses éléments de
torsion sont les racines de 'unité dans K, et son rang est égal & vy + 19 — 1.

Exemple 4.2.3. Soit d € Z~( sans facteur carré et K le corps quadratique imaginaire Q(+/—d).
Alors r1 = 0 et 7o = 1, de sorte que O est un groupe fini et cyclique. Plus précisément, on voit
facilement que

{£1,+i} = sid=1
O =3 {+1,+j,+j*} =ps sid=3
{£1} sinon

En effet, si d = 1,2 mod 4Z et d > 1, on a Og = Z[v—d], et Ny i (a + bv/—d) = a® + db* =
1 < (a,b) € {(£1,0)}. Sid =3 mod4Z et d > 3, on a Ox = Z[a] avec a = H*/_, et
Nk (a+ba) = a® +ab+ 2402 = (a+ 2)° + 402 = 1 & (a,b) € {(+1,0)}.

Remarque 4.2.4. Il est en général tres difficile de trouver des générateurs du groupe O

Définition 4.2.5. Les notations étant les mémes que celles de la définition 4.1.17, on pose
0 KX - Rt

2 (In(loy(@)]),- ., (|or, 1r, ()])

C’est un morphisme de groupes qu’on appelle le plongement logarithmique.

Lemme 4.2.6. Soit B < R "2 une partie compacte. Alors Oy n ¢~1(B) est fini.

Démonstration. 11 existe C € Rxq tel que B < [-C,C]"*"2. Soit x € OF n £71(B) : on a
e=¢ < |oy(z)] < € pour tout i € {1,...,n} (en posant o; = co g, si Ty + 710+ 1 < i < n).
En particulier, si aj désigne le k-iéme polyndme symétrique élémentaire en o1(x),...,0,(x), on a
lai| < (7)€" : les coefficients de P, q sont bornés. Comme z est entier sur Z, on a P, q € Z[X] :
il y a un nombre fini de P, q possibles et donc un nombre fini de = possibles. (I

Lemme 4.2.7. Soient

¢: R SR

r1+72

(t1, -t Zt+2 Dot

Jj=r1+1
et H = Ker(¢)). Alors le groupe Ker (ﬂ\o;() est cyclique, et £(O};) est un sous-groupe discret de H.

Démonstration. D’aprés le lemme 4.2.6 appliqué a B = {0}, le sous-groupe Ker (EIO;X() =0x N

N

~1({0}) est fini. Soit N son ordre : comme 2" = 1 pour tout z € Ker <£|O§<)’ on a Ker <€|0§<> c

un (K). Mais comme #un(K) < N, on a nécessairement Ker (ﬂ\o;() = un(K), et c’est un groupe

cyclique.
Comme |o;(z)| = |cooj(z)] pour tout x € K et tout i € {1,...,n}, on a
1 T1+72
In(Ng/q(@))) = Y In(loi(@)) +2 Y W(loj@)]) = ¢(U(x))
i=1 j=ri1+1

D’aprés la proposition 4.2.1, pour z € Ok, on a x € O < Ng/q(z) € {£1}. On a donc
ze O = ‘NK/Q(IL‘)’ =1= ¢((z)) = In( ‘NK/Q x)’) =0

et donc ¢(x) € H. Reste a voir que le sous-groupe £(O};) est discret dans H : cela résulte du lemme
4.2.6. O

Démonstration du théoréme 4.2.2. La premiére partie du théoréme résulte du lemme 4.2.7. Comme
¢ induit un isomorphisme O /(O ), = (O)), il s"agit de voir que £(Of ) ~ Z"t2~1 Comme
£(O%) est un sous-groupe discret de H = Ker(1)) ~ R™ 17! on sait déja que £(O)) ~ Z" avec
r < ry+1r9—1 (proposition 1.6.3). Pour conclure, il s’agit donc de prouver que r = 11 +ro — 1, i.e.
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que ((OF) est un réseau de H. Il suffit pour cela de montrer que (Vf e HY\{0}) f({(OF)) # {0}.
Comme

H — RT1+T271
(t s trgrs) = (et 1)
est un isomorphisme, on peut écrire
ri+ro—1
f(tla"'vtﬁ-ﬁ-rz) = Z Citi
i=1
avec Ci,...,Cr,+r,—1 € R non tous nuls.
Interlude : construction d’éléments de O . Fixons o > (%)mq /|d k| un réel auxiliaire. Etant donné
A=Ay A1) € RIG™7 s0it Ay, 4, € R tel que
1 r1+7T2
2
[T v T] 2 ) =«
i=1 j=ri+1
Yly-vosYrpy Z1y---52ry) €E R x C™?
et B()) = ( e " _
(V’L € {15 v 7T1}) |y1| < >‘i7 (V] € {17 .- .,7’2}) |Zj| < )‘T1+j

¢’est une partie compacte, convexe, symétrique par rapport & 0 dans R™ x C™ ~ R". Elle est
mesurable, de volume

HE) = (H%) (H “iw) = 2" a > 2"/ |di| = 2"u(0(Ox))

D’aprés le corollaire 1.6.8, il existe xy € Ox\{0} tel que o(x)) € B(A). Cet élément jouit des
propriétés suivantes :
(i) 1 <|Ng/q(zy)| < aj

i) [ttt =5 amon) < (T el ) nta)

En effet, comme zy € Og\{0}, on a [Nk, q(zr)| = 1, et [Nk, q(zx)|] = T |oi(zr)| < o, ce qui
i=1

prouve (i). Par aileurs, pour tout i € {1,...,r1 + 2}, on a
-1 _
)\i = ’O’Z(:CA)‘ = ‘NK/Q(Z'A)’ 1_[ ’O’j(xé)‘ = 1_[ )‘j 1 = )\Z—/oz
1<j<n 1<j<n
J#i J#i

de sorte que In();) — In(@) < In(|oy(2x)]) < In(A;) et donc 0 < In(X;) — In(|oi(2y)|) < In(a) pour
tout i € {1,...,n}. On a donc

ri+ro—1 ri+ro—1
fla) = >, el =| X (o)) - 111()\1'))’
i=1 i=1
r1+reo—1
< ) lel(oi@n)]) — ()]
i=1
ry+ro—1
< ( 3 |ci|> In(a)
i=1
r1+ro—1
Retour a la preuve du théoréme 4.2.2. Fixons 3 > ( > |ci|> In(e) un deuxiéme réel auxiliaire.
i=1
Pour m € N+, choisissons A, = (Am.,1,- -« Amri+ra—1) € RT;O”Tl tel que
ri+reo—1

Z ciln(Ap.i) = 2mp

i=1
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D’aprés ce qui précede, il existe z) € Og\{0} tel que les propriétés (i) et (ii) ci-dessus sont
vérifiées avec A = A,,. En particulier, la propriété (ii) s’écrit ’f(ﬁ(zém)) — Qmﬁ‘ < f3, soit encore

2m—1)B < f(l(zy,)) < (2m+1)8

de sorte que les { f (K (ac A ))} sont deux & deux distincts. Par ailleurs, pour m € N+, on

Lm meN~o
a N (zAmOK) = |NK/Q (xém)| < «a d’aprés (i). Mais d’aprés le lemme 4.1.15; il n’y a qu’un
nombre fini d’idéaux de Ok de norme inférieure & « : il existe m, m’ € N+ distincts tels que
zy, Ox =zy Of. Il existe donc u € O tel que ry, = uxy . On a alors

Fw) = f(Ezx,) = f(E(zy,)) # 0

ce qu’on voulait. O

Définition 4.2.8. (1) Une famille de rq + 79 — 1 éléments uq, ..., U +ry—1 € OIX< telle que
((u1), ..., £(tUry+rp—1)) forment une base de O/ ((’)IX() s’appelle un systéme d’uni-
tés fondamentales (elle induit alors un isomorphisme O} ~ p(K) x Z"™ 71,
Une unité fondamentale est un élément de O que I'on peut compléter en un systéme
d’unités fondamentales.
(2) Le régulateur de K est le volume Ry du réseau {(Of) < H. Si (u1,...,Up +r,—1) €St
un systéme d’unités fondamentales, on a

RK = |d€t (ﬂ(ul), N ,f(ur1+,_2_1)|
Il est indépendant du choix de la famille uq, ..., %y, +r,—1. Les coordonnées des vecteurs
((uy), ..., €(tp, 4ry—1) de R™F72 fournissent une matrice M € M, 410y x (r14r,—1) (R) : le
réel Ry est le déterminant de la matrice obtenue en retirant & M n’importe quelle de ses
lignes.

tors

4.2.9. Unités des corps quadratiques réels. Soient d € N~ sans facteur carré et K = Q(\/&) le
corps quadratique réel associé (on a 1y =2 et rg = 0). Comme K < R, on a p(K) = {£1}, et le
théoréme des unités (cf théoréme 4.2.2) implique que O ~ {+1} x Z : il existe a = u+vvd e O
tel que O = +aZ. Les unités fondamentales de K sont alors

{a=u+uvVd,—a=—u—vVda ' = NK/Q(a)(u—v\/E),fofl = —NK/Q(Q)(u—v\/E)}

(onaNg/q(a) = u®—dv? € {+1}). Supposons que « est la plus grande (pour l'ordre sur R) de ces
unités fondamentales. On a nécessairement u,v > 0. Comme o~ ! < a, on a en outre a > 1 : les
unités fondamentales sont —o < —a~! < a~! < . Les unités > 1 sont alors les o™ avec n € N+,
ce qui implique que « est la plus petite unité > 1.

Supposons d = 2,3 mod 4Z: ona O = Z[V/d], ce qui implique que u,v € Z. Si z = z+yvd € Ok
(avec x,y € Z donc), on a Nk, q(z) = 22 — dy?, de sorte que

x+y\/&€@§@x27dy2=il

L’équation diophantienne qui précéde s’appelle I’équation de Pell-Fermat. D’apreés ce qui précéde,
si & = u 4 vV/d est 'unité fondamentale > 1, ensemble des solutions est {+(uy,,v,), n € Z} avec

Up + vV d = (u+ vV/d)".

Remarque 4.2.10. (1) Géomeétriquement, 'ensemble des solutions de I’équation de Pell-Fermat
correspond & ’ensemble des points & coordonnées entiéres sur les hyperboles d’équations

22 —dy? =1et 22 —dy? = —1.
(2) 1l est parfaitement possible que I'équation 22 — dy? = —1 n’ait pas de solution dans Z?
(c’est équivalent & Ny, q(Ok) = {1}). En effet, modulo d, une solution fournit une racine

carré de —1 modulo d : il est nécessaire que (%1) = —1. Par exemple, si d est premier et

d—1

d=3 mod 4 (egd=3),ona (F)=(-1)"7 =-1.
(3) Lorsque I'équation #2 — dy?> = —1 a des solutions dans Z?, alors toute unité fondamentale
a vérifie N/ q () = —1 (sinon on aurait Nx,q(O) = {1}, ce qui n’est pas).
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(4) Méme lorsque d est « petit », les coefficients d’une unité fondamentale peuvent trés bien
étre « grands ». Par exemple, on a a = 1520 + 273+/31 pour d = 31, a = 24335 + 3588+/46
pour d = 46, o = 48842 + 5967+/67 pour d = 67 et 2143295 + 2210641/94 pour d = 94. A
contrario, ils peuvent aussi étre « petits » : on a @ = 9 + /82 pour d = 82.

Exemple 4.2.11. Supposons d = 2. Alors a := 1 + /2 vérifie Ng/q(a) = —1 : c’est une unité.
Montrons que c’est la plus petite dans |1, +00[ (ce qui implique que « est une unité fondamentale).
Sil<z=a+bV/2<1++/2 est une unité (avec a,b € Z), onav2—1l=al<bh/2-a<l1 (car
N, q(z) = —1, ¢f remarque précédente) : on en déduit b = 1 (en additionnant) puis a = 0 ce qui
est impossible.

Par exemple, o® = 577 + 408+/2 fournit la solution (577,408) a I’équation 22 — 2y% = 1.

Remarque 4.2.12. Comme Ny, q(un + v,Vd) = u2 — dv? = +1, on a

n

()7 ] = . o
)ed -

Z—: - \/E‘ < ﬁ (parce que Z—:,\/& > 1), de sorte que Z—Z est une trés bonne approximation
rationnelle de v/d. Plus précisément, la suite {(uy,v,)}nen., correspond au développement en
fraction continue de v/d.

4.2.13. Unités des extensions cyclotomiques. Soient n € Nxo, (, € C un racine n-iéme primitive
de T'unité et K = Q((,) 'extension cyclotomique engendrée. Rappelons que [K : Q] = ¢(n), que
K/ Q est galoisienne, et qu’on a 'isomorphisme

(Z /nZ)* — Gal(K/Q)

k — Ok
oll o, est caractérisé par ox(¢,) = ¢¥. Comme (¥ ¢ R pour tout k € (Z/nZ)*, le corps K
est totalement imaginaire : on a r; = 0 et 79 = @. D’apreés le théoréme des unités, on a

e(n)
X n p(K) x 27551

Soit u un générateur de p(K) : c’est une racine N-iéme de 'unité. Comme ¢, € p(K), onan | N.
Par ailleurs, on a Q(u) < K, de sorte que [Q(u) : Q] | [K : Q], i.e. o(N) | p(n). SIN =[[,_, p"
est la décomposition de N en facteurs premiers (avec a; € N pour tout i € {1,...,7}), celle de

n est (quitte & permuter les facteurs) de la forme n = [[;_; p/" avec 1 < s <ret 0 < f; < oy
a;—1

pour tout i € {1,...,s}. On a donc [[5_, p& *(pi — 1) | [Ti_, 27" "(pi — 1), ce qui implique
[T o Ty 22 (pi — 1) | 1. On a nécessairement a; = §; pour 1 <i < s, et si s <7,
onar=s+1,p =2et a =1 Enrésumé, ona N =n ou N = 2n (si n est impair), i.e.

N = ppcm(2,n). On a donc :

B = Mn ) s%2|n
Mon = {x1} x pp, = {27, ke (Z/nZ)*} si2fn

Bien entendu, la recherche de systémes d’unités fondamentales est plus ardue. Si k € N~ g, posons
k

_ Gl

Cn -1

si k est premier & n, alors Q’,j est encore une racine primitive n-iéme de 'unité, de sorte que

ggj € Ok, ce qui implique que uy € Oj.

g =1+¢+ -+ eZ[¢] Ok

Définition 4.2.14. Le groupe des unités cyclotomiques est le sous-groupe de O engendré
par {uk}ke(Z/n Z)x -




56 Théorie des nombres, master 17 année

Remarque 4.2.15. Les unités {ux}re(z /nz)x ne sont pas indépendantes dans O /u(K) : on a
uy =1 et up,_p = —(;uy : on peut se restreindre a {uy} l<k<n/2 -
pged(k,n)=1
Lorsque n est une puissance d’un nombre premier, on sait que le groupe des unités cyclotomiques
est d’indice fini dans O (c’est faux en général).

Posons KT = Q({, + ¢, 1) : c’est le sous-corps de K des invariants par la conjugaison complexe.
Ona [K : K] = 2, lextension K*/Q est galoisienne de groupe (Z /n Z)* /{£1}, elle est de degré

@. On a bien stir K+ < R, de sorte que K1/ Q est totalement réelle. D’aprés le théoréme des

unités, rang du Z-module Oy, est e _ 1 égal a celui de Oj. Cela implique que le quotient

2
O /O est fini.

Proposition 4.2.16. Si n = p est premier impair, application
<§p> X O}X(+ - O;(

est un isomorphisme.

Démonstration. On a ((,) n OF, = {1} (parce que p > 2 et K* < R), de sorte que c’est un
morphisme injectif : il s’agit de prouver la surjectivité. Soit u € Op. Comme Oy /O, est fini, il
existe 7 € N>g tel que u” € O, . On a alors u” = u”, donc 2 € p(K) = {+(F, k€ (Z/nZ)*} : il
existe k € (Z /pZ)* tel que T = +(Fu.

B p—2 ) p—2 . p—2
Eerivons u = )} a;(, € Z[(p] tonauw= Y} a;(;"' = > a; mod ((p —1) Z[(p]. Cela implique que
i=0 i=0 i=0

u=u mod (¢, —1)Z[{p]. Sion avait T = fCI’fu, cela impliquerait u = fq;u mod (¢, — 1) Z[{p],
et donc ¢, —1 |1+ C}’; (car u est inversible), d’ot (, —1 | 2 et p | 2, ce qui n’est pas. On a
nécessairement u = Q;fu.

Comme p est impair, 2 est inversible dans (Z /pZ)* : il existe £ € (Z /pZ)* tel que k = 2¢. On a
alorsﬂ=§§eu isiv = Cﬁue(’)f(, onaT=vdoncveO,,etu= Q;lv. O

4.3. Le premier cas du théoréme de Fermat.

Théoréme 4.3.1. (Grand théoréme de Fermat) Soient n € Nx3 et x,y,z € Z tels que
" +y" = 2" Alors xyz = 0.

Remarque 4.3.2. (1) Il est trés facile de paramétrer les solutions dans le cas n = 1. Dans
le cas n = 2, les solutions sont (& permutation de z et y prés) les triplets de la forme
(d(u? — v?), 2duv, d(u? + v?)) avec d € N+q et u,v € Z premiers entre eux.

(2) Pour pouver le théoréme 4.3.1, il suffit de traiter le cas n = 4 (facile en utilisant le cas
n = 2) et le cas n premier impair.

(3) S’appuyant sur de nombreux travaux, ce théoréme a été prouvé par Wiles et Taylor-Wiles
en 1995.

Fixons désormais p > 2 premier, ¢ € C une racine primitive p-iéme de 'unité et posons K = Q(().
Rappelons (¢f exemple 2.5.6) que Ok = Z[(].

Lemme 4.3.3. Si a € Ok, alors of € Z +p Z[(].

. r=2 =2
Démonstration. Ecrivons a = 3 a;(* avec ag,...,ap—2 € Z. On a o? = Y a’("? mod pZ[(]
i=0 i=0
d’on a? € Z+pZ[(] (car ¢P =1). O

Définition 4.3.4. On dit que p est régulier si pt h.

Si p est régulier et I © Ok un idéal tel que I? soit principal, alors I est déja principal.

Théoréme 4.3.5. Supposons p régulier et soit x,y, z € Z tels que xP + yP = 2P. Alors p | xyz
(premier cas du théoréme de Fermat).
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Démonstration. Raisonnons pas 'absurde : soit x,y, z € Z tels que zP + y? = 2P et p{ xyz. Quitte
a les diviser par leur pged, on peut supposer x, y et z premiers entre eux dans leur ensemble. Cela
implique immédiatement qu’ils sont en fait deux & deux premiers entre eux.

Comme les cubes non nuls de Z /9 Z sont +1, une somme de deux cubes n’est pas un cube non
nul modulo 9 : ’hypothése implique que p # 3.

Siz=y=—2z mod pZ,alors 2¥ = 2P +y? = x +y mod pZ, ce qui implique z = —2z mod pZ,
i.e. p | 3z, ce qui contredit p # 3 et pt z : quitte & écrire P + (—2)? = (—y)P, on peut supposer
que x #y mod pZ.

On dispose de la factorisation

p—1

(+) # = [J+cy)

i=0
Lemme 4.3.6. Ona 0 <i<j<p= pged(z + 'y, z + Jy) = 1.

Démonstration. Suposons le contraire : il existe p = O un idéal maximal avec x+ iy, z+ 7y € p.
Cela implique y¢*((7~%* — 1) € p. Si on avait y € p, on aurait aussi = € p, de sorte que x,y € Z Np,
contredisant le fait que x et y sont premiers entre eux : on a y ¢ p. Comme (* est une unité, on
a aussi (" ¢ p : on a nécessairement (7~* —1 € p. Comme p = N, q(¢/~" — 1), cela implique
que Znp = pZ. Comme z + 'y | 2P, on a 2P € p, donc z € Z np, d’'olt p | z, contrairement a
I’hypothese. (]

D’aprés le lemme 4.3.6, la factorisation () implique que les idéaux {(z + ('y) Z[¢]}o<i<p sont
des puissances p-iémes d’idéaux. En particulier, il existe I < O tel que I? = (z + Cy) Z[(].
Comme p est régulier et I? est principal, il en est de méme de I : il existe donc a € Ok et u e O
tels que = + (y = ua?.

D’aprés la proposition 4.2.16, il existe k € {0,...,p — 1} et v € O, tels que u = Ckv. Par
ailleurs, on a o € Z +pZ[¢] en vertu du lemme 4.3.3 : il existe ap € Z tel que = + Cy = (Fagv
mod pZ[¢]. En appliquant la conjugaison complexe, il vient aussi = + (~ly = (“Fagv, de sorte
que (“Fz 4+ 1 Fy = P+ ¢ty mod pZ[(], et donc x + y¢ — x¢?F —y¢?*~1 =0 mod pZ[¢]. Si
a=2k—1, on a donc

(3) T4y —y¢* —2¢*"' =0 mod pZ[(]

Premier cas : @ ¢ {0,£1,—2} : on a {a,a + 1} n {0, £1}, et 1, ¢, ¢* et ¢**! sont deux & deux
distinets dans {1,¢,...,¢(?~2}. Comme Z[(] est libre de base {1,(,...,(P72} sur Z, il en est de
méme de Ok /pOk sur Z /pZ. La congruence (##) implique donc p | = et p | y, ce qui n’est pas.
Deuxiéme cas : @ = 0. La congruence (x#) se réécrit  —y + (y —2)( =0 mod pZ[(] i.e. x =y
mod pZ, ce qui n’est pas par hypothése.
Troisiéme cas : @ = 1. La congruence (%) se réécrit x — 2¢> = 0 mod pZ[(] : on a p | z, ce qui
n’est pas.
Quatriéme cas : @ = —1. La congruence (x#) se réécrit y( —y¢(~t =0 mod pZ[(] i.e. y—y(? =0
mod pZ[(] : on a p |y, ce qui n’est pas.
Cinquiéme cas : @ = —2. La congruence (%) se réécrit x +y( —y¢P~2 —2(?~1 =0 mod pZ[(] i.e.
20+ (r+y)(+xC?+- -+ 2P 3+ (x—y)(P"2 =0 mod pZ[(] (parce que 1+ +---+(P~L =0):
on ap|x, ce qui n’est pas.

On en déduit une contradiction, ce qui achéve la preuve. ([l

Remarque 4.3.7. Voici la liste des nombres premiers inférieurs a4 100, le nombre de classes de
I’extension cyclotomique associée : les nombres irréguliers sont en rouge.

» 3 5 7 11 13 17

hi 1 1 1 1 1 1

» 19 23 29 31 37 41

hi 1 3 8 9 37 121

D 43 47 53 59 61 67

hx | 211 695 4389 41241 76301 853513
» 71 73 79 83 89 97

hx | 3882809 | 11957417 | 100146415 | 838216959 | 13379363737 | 411322842001
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4.4. Comptage des idéaux d’un corps de nombres.

4.4.1. Préliminaire : nombre de points a coordonnées entiéres de certains domaines de l’espace
euclidien. Soient n € Nsg et p la mesure de Lebesgue sur R”.

Définition 4.4.2. Soit kK € N~g. Une partiec S < R" est dite k-Lipschitz-paramétrisable s’il
existe une famille finie {¢;: [0,1]* — R"};,e; d’applications lipschitziennes (i.e. telles qu’il
existe C' € Rxo tel que [p;(x) — ¢i(y)|l, < C |z — y||, pour tout z,y € [0,1]*) dont les images
recouvrent S.

Théoréme 4.4.3. Soient A © R"™ un réseau et B < R" une partie mesurable. On suppose que
la frontiére 0B de B est (n — 1)-Lipschitz-paramétrisable. Alors

#(A M tB) = @tn n O(tnfl)

(A)

quand ¢ tend vers +o0.

Démonstration. Soient e une base de A et De le domaine fondamental associé. On a u(A) = p(De).
SiAe AntB, alors (A\+ De)ntB # &. En outre, on a soit (A+ De) < tB, soit (A+ De) NtdB # &.
Notons n(t) (resp. m(t), resp. b(t)) le nombre de A € A tels que A € tB (resp. (A + De) < tB, resp.
(A + De) ntoB # @) : d’aprés ce qui précéde, on a

m(t) < n(t) < m(t) + b(t)
On a en outre m(t)u(A) < p(tB) < (m(t) + b(t))p(A) ie. m(t) < L2 < m(t) +b(t) : il en

résulte que |n(t) — %t" < b(t). 1l s’agit donc de montrer que b(t) = O(t"~1).

Soit {@;: [0,1]* — R"},er une famille finie d’applications lipschitziennes dont les images re-
couvrent 0B (avec constante de Lipschitz C). Les applications {t¢;: [0,1]¥ — R"};c; paramé-
trisent la frontiére tdB de tB. Divisons chaque coté de [0,1]"7! en |¢| segments de longueur ﬁ :
cela divise [0,1]" 7! en [t|"~! petits cubes. L’'image de chacun de ces petits cubes par ¢; a un dia-
métre inférieur a C%, de sorte que 'image de chacun de ces petits cubes par ty; est de diamétre
inférieur a C’ (avec C' ~ 4/nC quand ¢ tend vers +0). Le nombre de A\ € A qui appartiennent a

I'image de 1'un de ces petits cubes est donc borné par une constante C” (qui ne dépend que de A
et C"). On a donc b(t) < #IC"|t|"7L, d.e. b(t) = O(t"1). 0

4.4.4. Le nombre d’idéauz dans une classe. Soit K un corps de nombres de degré n = ry + 2ry. Si
¢ € CI(K) est une classe d’idéaux et x € R~, on note Nk (z,¢) le nombre d’idéaux I < Ok dont
Iimage dans CI(K) est ¢, et tels que N(I) < z. Le but de ce numéro est de prouver le théoréme
suivant :

Théoréme 4.4.5. On a Ng(z,c¢) = %x +0 (:171*%) (out Ry désigne le régulateur de
M K

K, c¢f définition 4.2.8).

Démonstration. Soit J © O un représentant de ¢ 1. D’aprés le théoréme 4.1.24, on peut supposer
que N(J) < CgA/|dk], on Ck = (%)m% est la constante de Minkowski de K. Si I < Ok
appartient a ¢ vérifie N(I) < z, alors IJ est principal, et de norme < zN(J), donc de la forme
aOk avec a € J et Nk, q(a) < xN(J). Réciproquement, si a € J vérifie N, q(a) < zN(J),
alors I = aJ~! © Ok (car a € J), et N(I) = Ng/q(a) N(J)~! < 2. 1l s’agit donc de compter le
nombre d’idéaux principaux aOg < J de norme < x N(J). Bien entendu, on peut se restreindre
aux idéaux non nuls.

On note o1, ...,0, les éléments de Homg_a1¢ (X, Q) (cf définition 4.1.17). On fixe (€g1y---1€7n)

une base de J sur Z (c’est donc une base de K sur Q), et uy, ..., u, un systéme d’unités fondamen-
tales (ou 7 = 71 + 79 — 1, ¢f définition 4.2.8). Soit £: K* — R"*! le plongement logarithmique, le
r4+1

r1
groupe /(O ) est un réseau de H = Ker(y)) ot ¢: R S Ry (ty,... te1) = D 6+2 > .
=1 j=ri+1
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Si o € O \{0}, on a

Ua) := <1n|01(a)| — L1 Ny (@), .-, [orsr (a)] %m\NK/Q(Q)y) e H

r+1

(car [Ny q(a)| = |O’1 I1 |O’j(0¢)|2). Comme (€(u1),...,0(u,)) est une base de H sur R,
J r1+1
il existe ¢y, ..., ¢ e R uniques tels que

T

Ua) = > cjl(uy)

j=1

ie. (Vie{l,...,r+1}) ¥ ¢jIn|oi(u;)| = Inoi(a)| — 2 In|Ng, q(a)|. Comme 044y, = 7; pour

Jj=1
r1 + 1 < i < r; + ro, Pégalité qui précéde est valide pour tout ¢ € {1,...,n}. Par ailleurs, si
u=_Cu' - -ul e O (avec ¢ € u(K) et ny,...,n, € Z), on a

U(aw) = Ua) + 0(u) = £(a) + Z nil(uj) = Z cj +nj)l

Il en résulte que si I € Ok est un idéal principal, il admet modulo p(K) un unique générateur

tel que f(a) = 3 c;l(u;) avec 0 < ¢; < 1 pour tout ¢ € {1,...,r}. Ainsi #p(K)Ng(z,c) est le

cardinal de l’enggrlnble des n-uples (z1,...,2,) € Z" tels que @ = z1ej1 + -+ + Tpey, € J vérifie
Nk, q(a) < xN(J) (condition de norme)
i) = i ¢;l(u;) avec 0 < ¢; < 1 pour tout ¢ € {1,...,r} (condition de régulateur)
j=
Six = (21,...,2,) € R", on pose a(x) = i zijes; € Cet al(x) = i zjoi(es;) pour tout

j=1 j=1
i € {1,...,n}. On pose N(a(x)) = aM(x)---al™(x) € C. Lorsque x € Q", on a a(x) € K,
a(x) = o;(a(x)) pour tout i € {1,...,n} et N(a(x)) = N, q(a(x)). Bien entendu, la famille
(es1,---,egn) estlibre sur Q, mais pas sur R a priori : il est parfaitement possible que al® (x)=0
(et donc N(«(x)) = 0) sans que x soit nul (on sait seulement que ga n’arrive pas lorsque x € Q™).
On pose enfin

EN(a(x)) = (hl ‘a(l)(x)’ - LIn|N(a(x))],...,In ‘a(T'H)(x)’ — L 1n IN(a(x))] ) eR™!
Considérons donc la région B, de R"™ définie par

IN(a(x))| < zN(J)
Jerr, { (Vie{l...n}) a@(x) #0

~

Blepheyer € [0,10) Aat) = 3 ert(uy)

B, =<x=(21,...,%n

(noter la deuxiéme condition, présente pour donner un sens a la troisiéme). D’apreés ce qui précéde,
on a

#U(K)Nk (z,¢) = #(Z" nBy)
Lemme 4.4.6. Si A € R+, on a Byn, = AB,, et donc B, = {/xB.

Démonstration. Six e R™ ona ol (Ax) = Aa(?(x) donc N(a(Ax)) = A" N(a(x)), ce qui implique
(a(Ax)) = £(a(x)), et donc le lemme. O

Posons M = sup [|In]o;(u; )|l

1<i,j<r

Lemme 4.4.7. Six e By, on a |[a¥(x)| < e™ N(J)= pour tout i € {1,...,n}.

3=

|a(i)(X)| B r ! <M () < ™M N
IN(ax))= / Zlcj noi(u;)| < vM, on a ol (x)] < e™ [N(a(x))|

Comme [N(a(x))| < N(J), on a donc |al) (x)| < eMN(J)w. O

Démonstration. Comme ln(
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Lemme 4.4.8. La frontiére 0B est (n — 1)-Lipschitz-paramétrisable.

Démonstration. On a By = {x € R", |N(a(x))| < N(J), (Vi € {1,...,n}) a()(x) # 0, U(a(x)) €
255110, 1]€(u;)} : il résulte du lemme 4.4.7 que 0B; est réunion finie de parties compactes des
hypersurfaces N(a(x)) = = N(J) et f(uj)*(Z(a(x))) € {0,1} pour j € {1,...,7r} (o (L(u;)*)1<j<r
est la base duale de la base (¢(u;))1<;j<r de H). Il s’agit donc de montrer que chacune de ces parties
est (n—1)-Lipschitz-paramétrisable. Les équations définissant les hypersurfaces sont polynomiales :
elles sont de classe €. 1l suffit donc de montrer que ce sont des variétés, i.e. que les équations
définissent des submersions, soit encore que leurs différentielles ne s’annulent pas sur 0Bj.

On a N(a(x)) = aW(x)---a(x), donc din(N(a))x(h) = Y, din(a (z)( h). Comme o) est

() _ o0 AN o 2O AN(a)x(x) _
N@G)) = icl al0(x)” NaG) ~ '

i.e. dN(a)x(x) = nN(a(x)) # 0, en particulier dN(a)x # 0. Cela prouve que les compacts des
hypersurfaces d’équations N(a(x)) = + N(J) sont des variétés.
Pour j € {1,...,r}, application £(u;)* est une forme linéaire non nulle, donc une submer-

une forme linéaire, on a dox :on a et donc

sion : le cas hypersurfaces d’équations E(uj)*(Z(a(x))) € {0,1} résulte donc de la surjectivité

de {(a): R" — H (qui résulte de sa continuité et du fait que E(OIX<) est un réseau de H (cf
théoréme 4.2.2 et sa preuve).

D’aprés les lemmes 4.4.6 et 4.4.8, on peut appliquer le théoréme 4.4.3 au réseau A = Z" < R" et
B = B;. On a donc

#P(K)Nk (2, ¢) = #H(Z" 0 {/zB1) = p(B1)x + O (ml_%)
(parce que p(Z™) = 1).

Il reste donc & montrer que vol(B;) = % Commengons par observer que dans la définition
de B,, les conditions (Vi € {1,...,n}) al?(x) # 0 définissent des sous-variétés de dimension

<n-—1:o0navol(By) = vol(Bf), ou Bf est la réunion de B; et de
Jie{l,... W(x)=0
x= (@1, ) e R, | B E L m @B ) =00
(Vie{l,....n}) |a¥(x)| < e™ N(J)n

(ce dernier ensemble est de mesure nulle : il ne sert qu’a se débarrasser de la condition de non
annulation des a?). Pour calculer vol(B¥) on effectue le changement de variables suivant : on
pose

v: R" > R"
x> (W), ..., (x),
R(@" V) (x),..., R(a"1H72) (x)),
3D (x)), ..., (a7 (x))
D’aprés la proposition 4.1.20, le jacobien de ¢ est égal & 27724 /|dx | N(J)., donc
o2

vol(By) = ——2 dys -~ dy, =
(B1) |dK|N<J>L<B*> prdy

or1t+T2

s dyi - - - dyn
IdKIN(J)LB*)mRmeZTz '

On passe maintenant en polaires : on pose y; = p; pour 1 < j < 71 et uj + Ujyp, = pjeief
pour 11 +1 < j < 7 + 7 (on a p; = 0 pour tout” i € {1,...,71 + ra2} et 6; € [0,2n[ pour
i€{ri+1,...,71 + r2}). Le jacobien de cette transformation est p,, 41+ pr,+r, de sorte que

9r1tT2 (27T)T2

WN J. pT1+1"'pT1+7‘2dp1"'de1+T2
K

ejIn(p;) = X cxln|oi(ug)]
j=1 k=1

pour i € {1,...,71 + ro} (avecei=1511 i<riete; =2sir +1<i<r+ry). On fait de

vol(By) =

ott O est le domaine défini par 0 < H pit < N(J) et In(p;) — L

INNgE

7. On s’est restreints a la partie de ¢(B¥) sur laquelle y; > 0 pour avoir p; > 0 pour i € {1,...,7r1}.
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1

nouveau un changement de variables en posant 7; = p;*, dont le jacobien vaut P m——
1 TLTTr2

on a

272 (21)"2
vol(By) = 7( ) J dry - -dTe, 40y
V1dx[N(J) Jp,
r1+72 n r
ot Dy est le domaine défini par 0 < J[ 7 < N(J) et In(;) — & > In(7;) = e; >, cx In|oy(ug)|
i=1 j=1 k=1
r1+T2
pour i € {1,...,71 + ro}. Posons enfin u = [] 7; : le changement de variable (71,..., 7 4r,) —
i=1
(c1,...,¢r,u), dont le jacobien est précisément le régulateur Rx. On a donc
T2 (9772 N(J) T2 (9772
vol(B;) = ij <J Rchl"'dcr) du = ﬂRK
|[di[N(J) Ju=o \Jjo.1r |dk|
et on a fini. 0

Corollaire 4.4.9. Le nombre Nk (z) d’idéaux de O de norme < x vérifie

21 (2m)2hx R
Nic(a) = 2220 hic R

z+0 (3:17%)

#u(K)/|dx |
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5. THEORIE ANALYTIQUE

5.1. Séries de Dirichlet. Si (a,)nen est une suite d’entiers de nature combinatoire (par exemple
Up = #Xp ot {X,}nen est une suite d’ensembles finis), il est souvent judicieux d’introduire la
série génératrice associée, i.e. la série

0
= Y a X" e Z[X]]
n=0
Dans les bons cas, cette série a des propriétés analytiques (rayon de convergence non nul, équation

fonctionnelle), et les propriétés assymptotiques de S fournissent des renseignements sur la suite
(an)n€N~

Exemple 5.1.1. Soient r € N-g et a1,...,a, € Nsg premiers entre eux dans leur ensemble. On
o0

pose X,, = {(z1,...,2,) e N ayz1 + - + apzp = n}, ap = #X,, et S(X) = > a, X™. Comme
n=0

1 2
s =1+ X+ X**+ .-, ona

S(X) =

(1— Xo1).-(1— Xor)

En décomposant la fraction rationnelle en éléments simples, cela permet de trouver une formule

nT—l

T (=1 dans n tend

pour a,, grace a la formule a, = %S (")(0)7 ainsi que I’équivalent a, ~
vers +00.

Pour les applications arithmétiques, on considére plutot des fonctions du type suivant :

Définition 5.1.2. Soit f: N-g — C une application. La série de Dirichelet associée est

0
F(s) = 3 L

o0
Exemple 5.1.3. La fonction zéta de Riemann correspond au casou f = 1:ona{(s) = >, #

5.1.4. Abscisses de convergence.

Lemme 5.1.5. Si f(n) = O(n*), la serie de Dirichelet associée converge absolument sur le demi-
plan {s € C,R(s) > k + 1}.

Démonstration. Si s = x + iy, on a = 0(nF=®) :siz > k+ 1, la série F(s) converge

absolument. O

Ce phénomeéne est typique des séries de Dirichelet.

Définition 5.1.6. L’abscisse de convergence simple (resp. absolue) d’une série de Diri-
chelet F, est le plus grand élément o.(f) € R u{xw0} (resp. o,(f) € R u{too}) tel que la série

@
F diverge en tout point du demi-plan {s € C,R(s) < o.(f)} (resp. inf {a eR, > U:S—Zf)l < oo})
n=1

Remarque 5.1.7. Une série de Dirichelet F' converge absolument sur le demi-plan

{s e C,R(s) > g.(f)}

Proposition 5.1.8. Une série de Dirichelet F' converge simplement sur le demi-plan
{s€ CR(s) > 0ol )}

La convergence est uniforme sur les secteurs de la forme {s € C, |arg(s — sg)| < 6}, pour
R(so) > oc(f)etbe [0, z [ En particulier F est holomorphe sur son demi-plan de convergence,

et pour tout k € N, on a FF)(s) = Z L In@)" pour R(s) > o.(f). Par ailleurs, on a
Ua(f) -1< Uc(f) < Ua(f)'




Théorie des nombres, master 1°°° année 63

Démonstration. Montrons la convergence uniforme sur les secteurs
s (0) = {s € C, [arg(s — s0)| < 6}

(cela implique la convergence simple sur le demi-plan de convergence {s € C, R(s) > o.(f)}, qui
est réunion de ces secteurs). Quitte & translater par sg, on peut supposer so = 0. Soit € € R~y.

0
Comme la série > f(n) converge, il existe N € N5 tel que pour tout p,q € N5 tels que

n=1

q
N <p<gqonait |3, <eouX,,:= > f(n) SiseAg#)\{0}, ona R(s) > 0. En effectuant
n=p

une transformation d’Abel, on a

qf(n)_qz, ,n—1 G E,n—l
2 pr _2 pn — Xp Z:] 7;}) pns

n=p n=p
-1 —1
B qz S S Sy (1 1)
= W (n+1)s q° =, Prns  (n+1)s
avec la convention %, ,_1 . Cela implique
P.p
Zq: ( )| < N
p §R(5 — (n+ 1)
Comme =& — m — e=sIn(n) _ g=sin(ntl) _ S;EEZ;U etdt, on a
1 1 In(n+1) B . |S| 1 1
— e S s e at = < R %(s)>

De sorte que

Z fT(LCL)

n=p

Comme |arg(s)| < 6, on a

(valable aussi pour s = 0). La série définissant f vérifie donc le critére de Cauchy uniforme sur
Ag(0) : elle converge uniformément sur Ag(6).

D’aprés un théoréme de Weiersterass, une série de fonctions holomorphes qui converge unifor-
mément sur tout compact K d’un domaine 2 est holomorphe sur €2, et on peut dériver terme a
terme. Comme tout compact du demi-plan de convergence {s € C, R(s) > o.(f)} est inclus dans
un secteur A, (6) convenable (exercice facile), la fonction F' est holomorphe sur son demi-plan de
convergence.

L’inégalité o.(f) < 04(f) est évidente. Soit maintenant o > o.(f)+ 1 : il existe og €]o.(f),o —1[.

Comme og > o.(f), la série Z ! (fo) converge d’aprés ce qui précéde : en particulier, la suite

If(n)l [EACOI R

n°0 npo—o0 N po—oQ "

{ {z(“’rz) }nEN

la série de terme général {C,—C,O}

est bornée, dlSOIlS par M. On a alors Comme o—0¢ > 1,

neN.. €st convergente, ce qui prouve 'absolue convergence de la
>0

série Z féi}). On a donc o = 0,(f), ce qui prouve que o, (f) < o.(f) + 1. O
-1

Remarque 5.1.9. (1) La série de Dirichelet converge pour R(s) > o.(f) et diverge pour R(s) <
oc(f). Cest un résultat analogue au théoréme d’Abel sur le rayon de convergence d’une série
entiére.

(2) Dans les exemples intéressants, les séries de Dedekind admettent des prolongements méro-
morphes sur des domaines strictement plus grands que leur demi-plan de convergence. C’est le
cas, par exemple, de la fonction zéta de Riemann.
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Proposition 5.1.10. Soient f: N>y — C et F(s) la série de Dirichelet associée. Supposons
que pour tout N € N, on ait lim N°F(o) = 0. Alors f = 0.
o—0

Démonstration. On montre que f(n) = 0 par récurrence sur n € N~g. Soit N € N+q tel que

0
f(Q)=---= f(N—1) =0 (condition vide si N = 1). Fixons g9 > o,(f) : lasérie F(o) = Y, %
=N
converge uniformément sur [og, +o0[ (¢f proposition 5.1.8). On a donc
°F G‘ ) _
s 750 = 5 i 971~
(car lim (%)g = 0sin > N). L’hypothése implique donc que f(N) = 0. O

o—00

Corollaire 5.1.11. Soient f,g: N~o — C et F(s),G(s) les séries de Dirichelet associées. S’il
existe o¢ € R tel que (Vo € [0g, +0[) F(0) = G(0), alors f = g. En particulier, si o.(f) < 400,
la fonction f est entiérement déterminée par la série de Dirichelet F'(s).

5.1.12. Produits eulériens. Dans les applications arithmétiques, les fonctions f: N>y — C qu’'on
considére ne sont pas arbitraires.

Définition 5.1.13. Une application f: N.g — C est dite multiplicative (resp. totalement
multiplicative) si (Vm,n € Nsg) pged(m,n) = 1 = f(mn) = f(n)f(m) (resp. (Vm,n €
N-o) f(mn) = f(n)f(m)).

Proposition 5.1.14. Soient f: N~ — C multiplicative et F'(s) =

-11(257)

peP

pour tout s € C tel que R(s) > g, (f) (o & désigne l’ensemble des nombres premiers). En outre,
le produit infini converge uniformément sur tout demi-plan de la forme {s € C, R(s) > oo} on

og > O’a(f).

associée. Alors

Démonstration. Pour N € N+g, posons Ex = {n € N.g, v,(n) # 0 = p < N} : cest 'ensemble
des entiers non nuls dont tous les diviseurs premiers sont 1nferleurs & N. Bien entendu, on a

{1,...,N} C En.Sipe 2 et R(s) > oa(f), —">

< +00, de sorte que la

© k
série Y, féfg converge absolument. Par multiplicativité de f, on a alors
k=0

ce qui implique que

D
p<N

a0 0 .
La convergence absolue de Y] fTSZ) implique que F(s) = [] < > f;f:)) (en faisant tendre N
n=1 pek@ k=0
vers +00). De plus, la convergence du produit infini est uniforme sur les demi-plans de la forme
{s € C, R(s) > ag¢} pour a¢ > gu(f). O
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Corollaire 5.1.15. Sous les hypothése de la proposition 5.1.14, si f est totalement multiplicative,
alors

pour tout s € C tel que R(s) > g4(f).

Démonstration. Comme f est totalement multiplicative, pour p € &, on a f(p*) = f(p)*¥ pour

trie 30 L) FOVF oot séométri ison L)
tout k € N : la série Y, R = > (p—) est géométrique de raison e Comme elle converge
k=0

k=0
(1— L=t O

absolument, on a

P
e
Exemple 5.1.16. On a ((s) = [ (1 —p~%)~! pour tout s € C tel que R(s) > 1
peP

5.1.17. Produit de deux séries de Dirichelet. Soient f: N-.g — C et g: N-y — C deux applica-
tions, et F', G les séries de Dirichelet associées.

Définition 5.1.18. Le produit de convolution de f et g est 'application
fxg: Nyg—>C

n 2o ()

d|n

Proposition 5.1.19. (1) On a 0,(f *g) < max(aa(f) ().
(2) Pour tout s € C tel que R(s) > max(c,(f),04(g)), on a

> L2900 _ pias)

n=1

Démonstration. Soit s € C tel que o := R(s) > max(o,(f), Ja(g)). Pour N € N5, on a

3 ‘(f*g)(n) _ |(f*n!i)(”)| P ()

1<n<N n® 1<n<N 1<n<N
||g )| G A (5 [g(0)]
2 Z S 2 o 2 60
1<n<N d, 6§N d=1 =1
dd=n

Comme les séries F(s) et G(s) convergent absolument, il en est de méme de la série Z & *g>(") :

n=
cela prouve (1).

Pour (2), le fait que la série double 3] £ ((Z)ri()m)

converge absolument implique que ’on peut
n,meN=g
regrouper les termes arbitrairement. ([

Exemple 5.1.20. Rappelons que la fonction de Mobius est I'application p: Nsg — C définie
par pu(n) = 0 si n est divisible par un carré > 1, et u(py---pr) = (=1)" si p1,...,p, sont des
nombres premiers deux & deux distincts. Si f: N-g — C est une application et g: N5y — C

est définie par g(n) = >, f(d), on a f(n) = > u(d)g(%) (formule d’inversion de Mdbius). En
d|n dln

1 in=1
particulier, pour tout n € Nxg, on a (u = 1)(n) > u(d) = {0 S? " L Il en résulte que pour
sin >

e}
R(s) >1,0n a C(s)( > “(")> =1 : cela implique que ((s) # 0, et que

1 N
LS

n=1
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(comme p(n) = O(1), les abscisses de convergence absolue des deux séries sont < 1, ¢f lemme
5.1.5).

5.2. Produits de Weierstass. Soit f une fonction holomorphe sur C. Si r € R~g, on pose
M, (f) = sup |f(2)]- On dit que f est d’ordre fini s’il existe k € Rsg et 79 € R~g tels que

|z]=r
(Vr = ro) My (f) < e . Dans ce cas, on pose
i In(In(M.(f)))
=1 In(In(M.(f)))
& linﬁsrgp 111(7“)
Pour m € N+, posons ®
E(z,m)=(1-— P

On a alors :

Théoréme 5.2.1. (de factorisation de Weierstass). Soient f holomorphe d’ordre fini et
{an}o<n<n (avec N entier éventuellement infini) I’ensemble des zéros non nuls de f, comptés
avec multiplicité. Alors il existe P € C[X] de degré < py et m € N¢,, tels que

N
F(z) = 2070 (N)P(2) n E(i,m)
n=0

an

Démonstration. Voir [6, Théoréme 15.10] et [1, IV.3.3]. O

Exemple 5.2.2. (1) Onasin(z) =nz [] (1 - 2)en =nz ﬁ (1- Z—i) ;

25 0
(2) onacos(z) = [] (1- ziy)em ™ = [] (1- mip);

n#0 n=1

Corollaire 5.2.3. Si f est d’ordre fini, et telle que 0 < py < 1, alors f a une infinité de zéros.

Démonstration. Raisonnons par absurde : soient aq, ..., ay les zéros non nuls de f (comptés avec
multiplicité). Comme py < 1, on a nécessairement m = 0 dans la factorisation de Weierstrass de
N
f : cette derniére sécrit donc f(z) = cz°"o() [T (1 — 2 i.e. f(z) € C[z]. Mais cela implique

’[‘L:l n

ps = 0, contrairement a I’hypothése. ([

5.3. La fonction Gamma.

Définition 5.3.1. Pour s € C tel que $(s) > 0, on pose

0
I(s) = J ts et dt

(Uintégrale est absolument convergente).

Proposition 5.3.2. (1) Pour tout s € C tel que R(s) > 0, on a I'(s + 1) = sI'(s). On a
I'(n) = (n — 1)! pour tout n € N~g.
(2) La fonction I" admet un prolongement méromorphe sur C, de poles {—n},en. Pour tout
(-1)"

n!

n € N, le péle —n est simple, de résidu
(3) Pour tout s € C\Z, on a
™

En particulier, on a I'(3) = /7 et I' n’a pas de zéro.
(4) On a

()

8. Observons que 'argument de ’exponentielle est la série —In(1 — z) tronquée a ’ordre m : en un sens, on peut

voir E(z,m) comme une approximation de 1 au voisinage de 0.
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Démonstration. (1) résulte d une intégration par parties. La formule pour I'(n) s’en déduit par

récurrence, en partant de I'(1 So e~tdt = 1.

(2) D’apres (1), pour n € N, on a I'(s) = % : cela permet de prolonger I' en une
fonction méromorphe sur {s € C,R(s) > —n — 1}, dont les poles sont au plus simples, inclus dans
T'(s+n+1) (1) _ (=" de

{—n,—m + 1,...,—1,0}. Par ailleurs, on a lim P e ey Ml sy gy e ey -

(=n"

n!(s+n
(3) Considérons la f(onct)lon f(s) =T(s)I'(1 —s) sin(ms). Comme s — I'(s)'(1 — s) est méromorphe
de poles Z tous simples, et s — sin(ws) est holomorphe de zéros Z tous simples, la fonction f est
holomorphe sur C. Par ailleurs, on a f(s+1) = f(s) : il existe une fonction holomorphe F' définie
sur C* telle que f(s) = F(€2™). Par ailleurs, si s =z + iy est tel que 0 <z < let|y[ >1,0na

IT'(s)| = W <T(z +1) et donc |T'(s)] < M := m[ax]l"(ac). Comme 1 —s=1—x — iy, on
xe(1,2

a aussi |T'(1 — s)| < M. Par ailleurs, on a [sin(ws)| < ™!, de sorte que |f(s)| < MZe™¥l. Comme

la fonction f est holomorphe sur C, elle est bornée sur {s € C, R(s) € [0,1], S(s) € [-1,1]} : on a

donc f(s) = O(e™¥!) pour tout s = = +iy tel que 0 < 2 < 1. Par 1-périodicité de f, c’est vrai pour

sorte que I'(s) ~ quand s — —n. Cela prouve que le podle —n est simple, de résidu %

tout s € C. Il en résulte que F(z) = O ( |z|71/2 ) quand |z| — 0 (ce qui implique que F' se prolonge
en une fonction holomorphe sur C), et que F(z2) = O(\/m ) quand |z| — o0, ce qui implique qu’elle
est constante (avec les majorations de Cauchy des coefficients ). Comme I'(s) ~ 1 quand s — 0
etl"(l)=1,0naf(s)~ws—%67r, et f=m.

Avec s = %, la formule donne F(%)Q = 7, et donc F(%) = /7 vu que I'(z) > 0 pour x € R~g. La
formule implique aussi que I' ne s’annule pas.
(4) Considérons la fonction

Les poles du numérateur et du dénominateurs sont les mémes, tous simples. Il en résulte que g est
holomorphe sur C, sans péles ni zéros. On a

sT( 8+l El ssST( s s+1
o= ZICRIG ) _ 25 Qe ey

—

en vertu de (1), et g est 1-périodique. Il existe donc une fonction holomorphe G définie sur C*
telle que g(s) = G(€2"™*). D’aprés (3), on peut écrire

257D (S)D ()T (1 — s) sin(ns)

g(s) = -
Sis=xz+iyavec0 <z <letly >1onall($)| <M, I|I() <M, [D(1-s)<M,
|sin(7s)| < e™¥l, de sorte que |g(s)| < 2 |25|e’r|y| O(e ”‘y‘) (car |2°| = 2% < 2). Comme en (3),
cela implique que g est constante. Comme g(1 (%) AT, 0n a g = /7. ([l

Définition 5.3.3. La constante d’Euler est le nombre

y= i (% ~n 1+ %)) — lim ( zn] % ~In(n)) ~ 05772156649

k=1 k=1

Remarque 5.3.4. On ignore si v est un nombre rationnel ou non.

9. Pour r € R>p, on a ‘F(k) (0)] < T—,L lmlax |F(2)| = O(r¥/2=%) donc F(¥)(0) = 0 pour tout k € N en faisant

tendre r vers +00 : on a F' = F(0).
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Proposition 5.3.5. (1) (Stirling) Pour z € R~g, on a I'(z) ~ (£)"v2r2 quand z — .
(2) (Schlomilch) La fonction F(Z), holomorphe sur C (¢f proposition 5.3.2 (4)), a pour
factorisation de Weierstrass

3|N

= ﬁH

Démonstration. (1) On fait le changement de variable t = 2 + uy/z : onat € Ry < u = —y/z.
On a alors

I'(z) = JOO (z + uv/z)*e WA o du = (%)Iﬁlﬁ

vz

avec I, = Sofy fy(w)du ou fy(u) = (1 + ) e ¥ =exp (y*In (1 + ) —yu). Quand y — o0, on a
2 2 . _u?

In (H—%) = %—2“?—1-0(7}) donc y? ln( +%) —“7—1-0( ) desorteque hm fy(u) =e 7.

Supposons y > 1. Siu €] —y,0],onaa = ¢ €] -1,0],doncIn(l +a) < a— 5 (petlt calcul), donc

y21n(1+%)fyu<f“2—2 et 0 < fy(u) <e_u72. Siu>0,onall 2ln(l+ ) yu < In(l +u) —u,

soit 0 < fy(u) < (1+u)e~*. On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée : on a !*

0 2

lim [, = f e” 2 du =21

y—D0 o

ce qui achéve la preuve.

(2) Soit z € C tel que R(s) > 0. On a I'(z) = lim {71 (1 — £)" dt par convergence dominée
n—o0

n

(car 0 < (1 — %)n < e~ pour tout ¢ € [0,n], et lim (1 — %)n = e_%). En intégrant par parties,
n—o0
on a

ftz’l(lf%)ndtz[g(lf%)n]er%f #(1— ) a
0
| S ——

0
=0
B Sl ST A o " 1 n—1 ntz+1 1— £\ 2t
= |5==0-7) o TEGT - %)
=0
n

T — 1 (n—=1)! J. ﬁz+n—1 dt = 1 (n=1)! p=+
- ~ 2(z+1)-(z+n—1) nn-1 0 — z2(z+1)-(z+n—1) n* 1 24n

De sorte que

nln?

M) =t ey eem

(formule d’Euler). En inversant, il vient

=l () (L4 5) o (14 )

n
1 —zln(n)+X7_, £ z\,—%
_nlE)Igoze klkH(1+k)ek
k=1
o0
— 2eV? AP
= ze H (1 + %)e k
k=1
) 2
10. Sigy(u) = In(1+u)+(y—1)u— y21n(1+u) ona gy (u) = 1+u+y 1— y+u , donc gy (u) = (U;’T)zfm >0

parce que y = 1 et u = 0. Cela implique que gy est croissante sur R>o, et comme gy (0) =0, on a gy croissante sur
R0 : comme gy(0) = 0, on a bien gy(u) = 0 pour tout u > 0.

2
11. Soit J = Sgo et dt:ona Sfoo e™ 5 du = 2+4/2J. D’aprés le théoréme de Fubini et en passant en coordonnées

sy
polaires, on a J? = SRZ;O e @ +y?) qg dy = 892:0 S:O:O e_”"zrdrde7 de sorte que J? = I, soit J = 4
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En prenant la dérivée logarithmique, on en déduit

TS RERAPN (ot )

Evaluée en 1, cette égalité implique IV(1) = —v (car I'(1) = 1). O

5.4. La fonction Zéta de Riemann. Rappelons que la fonction zéta de Riemann est la série de
Dirichelet définie par

o 1
((s) = Z v
n=1
elle converge absolument pour R(s) > 1. Comme lim+ ¢(z) = +o0, son abscisse de convergence et

son abscisse de convergence absolue sont égales & 1. Rappelons en outre que ¢ admet le produit
eulérien
()= [J=p)7
peEP

et que ((s) # 0 pour tout s € C tel que R(s) > 1.

Lemme 5.4.1. (formule sommatoire d’Abel). Soient (ay)nen., € CN*° et f: [1,4+00[— C de
J’_

classe €. Pour = € [1,+00[, on pose A(x) = Y. a,. Alors pour tout z € [1,+o0[, on a
lsn<z

X

3 anf(n) = Alw)f(a) - | A0F (0

1<n<z 1

Démonstration. On a

N anfm) = Y (Am) - A —1))f(n) = O Am)f(n) = Y, Aln—1)f(n)

lz|—1
— Al — S AW+ 1) — F(n)
lIJ_l n+1
Al - Y f A(t) /(1) dt

Proposition 5.4.2. La fonction ¢ admet un prolongement méromorphe au demi-plan {s €
C, R(s) > 0}, avec un unique pole d’ordre 1 en 1.

Démonstration. Si t € R, on note |t|] € Z sa partie entiére et {t} = ¢ — |t] € [0, 1] sa partie
fractionnaire. La formule sommatoire d’Abel (avec a, = 1 pour tout n € Nxg et f(t) = t7%)

montre que
N N N N
1 1 [t] 1 dt {t}
ZE=N5*1+SL t5+1dt=N571+sJ t_S_SJ.l ts+1dt

n=1 1

1 s Nty
B (1—s)NS—1+1—sSL t”ldt

Sioc=%R(s)>1,o0na A}im N1 =0, ce qui implique
—00

s * At 1 * At
- — dt = —— +1— Lt
C(S) s—1 SJ.1 ts+1 s 1 + SJ; ts+1
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{t}

ts+1

< t,,%, I'intégrale STO tii}l dt converge absolument si ¢ > 0. Il en résulte que ’ap-

1 Q0
-

S —

Comme

plication

est holomorphe sur {s € C, R(s) > 0}, et donc que ¢ admet un prolongement méromorphe sur ce
demi-plan, avec un unique pdle d’ordre 1 en 1. Il

Corollaire 5.4.3. Site R>1,ona > p % <1let

peP
k=2

Z p Tt~ —In(t—1)

peP

lorsque t — 17,

2t

Démonstration. Pour t = 1, on a k§2p*kt = 11’_;% = pt(plt—1) < p(pl_l), de sorte que
1 = 1
—kt
P < =1
2P L < A
k>2
Comme ((t)= [J(1—p~ ")~ ona
peP
e @]
I(¢(t) = > —In(1 - 2 <2 > DT+ R(
peP k=1 p peP

avec R(t) = 3, ( )y k,,kt). Comme 0 < R(t) < 3] (é%) € [0,1], et comme In(((t)) ~

peEP peEP
—In(t — 1) d’aprés la proposition 5.4.2, on a bien I’équivalent annoncé. O

Théoréme 5.4.4. (Riemann)
(1) La fonction ¢ admet un prolongement méromorphe & C, avec un unique pole en 1.

(2) SilI(s)= %é(‘s), on a ’équation fonctionnelle :

I(s) = I(1—s)

Démonstration. (1) Soient s € C tel que R(s) > 1 et n € Nog. On a Féf) = SSO ts~temt dt par

changement de variables, et donc I'(s)((s) = 80 t;i‘lit en sommant sur n. On fixe la détermination

principale du logarithme sur C\ Ry telle que S(In(z)) € [0, 27 et on pose
s—1 d
J(s) :J z z
H,. e —1

oit H, . est le contour suivant *? :

12. Appelé contour de Hankel.
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ou l'arc de cercle est de rayon r €]0, 27| et les demi-droites horizontales sont situés & I(z) € {£e}.
Lorsque r et e varient, on reste dans une région du plan ou la fonction que l'on intégre est
holomorphe : l'intégrale J(s) ne dépend ni de 7, ni de €, et est holomorphe en s € C.

On coupe l'intégrale en trois et on fait tendre € vers 0 :

s1d : P ldt
J(s) = J z 2 + <€2m(571) _ 1)J
|z|=r

e —1 . et —1
Comme la premiére intégrale est un O (r%(s)_l), on en déduit que

(*) J(s) = (2™ = 1)T(s)¢(s)

pour tout s € C tel que R(s) > 1. Comme la fonction I" admet un prolongement méromorphe a C
(proposition 5.3.2 (2)), sans zéro, la fonction ¢ admet elle aussi un prolongement méromorphe a
C, et I’égalité (x) est valable sur C.

Si s est un pole de ¢ avec R(s) <0, on a (e*™ — 1)I'(s) = 0, donc €™ = 1 puisque I n’a pas de
zéros (c¢f proposition 5.3.2 (4)), de sorte que s = —n avec n € N. Mais comme I" a un pdle simple
et s+ €™ — 1 un zéro simple en —n, on a (2™ — 1)I'(s) # 0 pour s = —n, de sorte que { n’a
pas de pole sur {s € C, R(s) < 0}. Joint & la proposition 5.4.2, cela montre que ¢ n’a qu'un seul
pole, simple, en s = 1.

(2) Par prolongement analytique, il suffit de prouver 1’égalité pour R(s) < 0. Considérons le
contour Cy i, -

-
N

ou le petit (resp. grand) arc de cercle a pour rayon r €]0, 27| (resp. (2k + 1) avec k € N+g) et

. . . s—1
les segments horizontaux ont pour ordonnée te. La fonction z — %

poles 2inm avec n € Z. D’aprés le théoréme des résidus, on a donc
1 2571 dz
— = 2 (2inm)s~!

21 z—1
M JC e © 1<|n|<k

— est méromorphe sur C, de

. , k
Comme (—1)*"1 = ¢™6=D ona 3 (2in7)*~! = (2i7)*"1(1 — ™) Y. n*~'. On a donc
1<|n|<k n=1

lim §, 2 1dz _ (2i7)5(1 — e™*)¢(1 — ). Notons C.- le grand arc de cercle. On a alors

k—o0 ke e*—1
25~ 1dz 25~ 1dz
f — _J(s) +o(1) +f
Cr,k,z

er —1 c.. ¢&—1

ot J(s) est 'intégrale considérée en (1) (le signe provenant du fait que le contour est parcouru dans
le sens inverse), et le o(1) la contribution des demi-droites privées des segments horizontaux de

Ch k,e- Comme [e* — 1| > 1 pour tout z € C; - (lemme 5.4.5), on a Sck @ ld: _ (KR)=1) = o(1)

e*—1

(car R(s) < 0). Il en résulte que klingo Sc 2 1d: _ _J(s) = —(e?™ — 1)I(s)¢(s) d’apres (),

donc (2im)*(1 — e™*)((1 — 5) = — (e - i)l"(s)((s), ie. (2im)5C(1 —s) = (1+ €™)[(s)((s), de
sorte que

I(1—s) = F(lgs) (1—13s) _ F(lgs)(l + e”S)F(S)C(s) B F(lgs) (1 + ei”)F(s)ng(s)

—s
Y

s

(2ir)sr's - (2im)sm T ()

|
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- . . . . . . . . ;] T
Avec la détermination principale du logarithme choisie, on a i° = e*2*, de sorte que

I1—s) = D(452) (8" + e 3)T(s)I(s)  T(452)cos (§5)T(552)1(s)
: 2V () - .

(¢f proposition 5.3.2 (4)). Mais d’apreés la proposition 5.3.2 (3), on a

s s

P = 4 (w=55) ~ cos (x3)

de sorte que I(1 —s) = I(s). O
Lemme 5.4.5. Sike Nog,ona (Vz2€ C) [z| = 2k + )7 = |e* — 1| > 1.

Démonstration. Raisonnons par absurde : soient r € ]0, i] et z = x+1iy € Ci, tels que |e* — 1| < r.
Il existe 6 € R tel que e* — 1 = re®, i.e. e cos(y) + ie®sin(y) — 1 = rcos(#) + irsin(f), soit

{ex cos(y) = 1+ rcos(0)
e? sin(y) = rsin(6)

Onadonc 1—7r < ecos(y) < 1+ret [e”sin(y)| < r, dou [tan(y)| < 7 < 2r. Comme cos(y) = 0,

onaye [f§,§]+27rz il existe m € Z tel que yo = y — 2mm € [75,5] Comme en outre

[tan(yo)| < 2r, on a |yo| < 2r, de sorte que |sin(y)| < 2r et v1 —4r2 < cos(y) < 1. Comme
l—-r<e cos(y) <l+4+r,onadoncl—r<e® < \/%, soit encore § < e¥ < %, et donc
2 < 72 : comme 2% + y? = (2k + 1)?7%, on a donc

CO

—ﬂ'<ln(z) <z <1n(2f) < 7. On a donc z

(2k+ 1272 < (2k+ 1) =72 <y? < (2k + 1)2 2 (la premiére inégalité parce que k > ) soit
2km + 5 <y < (2k + 1)7, donc |y—(2k+1 7| < §. Mais on a y = 2mn + yo avec |yo| < 5, on a
aussi |y — 2mn| < 5 : contradiction. O

Remarque 5.4.6. Au cours de la preuve du théoréme 5.4.4, on a montré 'égalité (2im)*((1 —s) =
(1 + €™)T(s)¢(s), soit encore

C1—s)= (Qi) cos( 5 )F(S)C(s)

qui est une reformulation de I’équation fonctionnelle (moins symétrique que celle du théoréme
5.4.4).

Corollaire 5.4.7. Les zéros de ((s) dans {s € C, R(s) < 0} sont —2 N
appelle les zéros triviaux). Les autres appartiennent a {s € C, 0 <

0o=1{-2-
R(s) < 1}.

Démonstration. La fonction I'(£) n’a ni zéro ni pole sur {s € C,R(s) > 1} (proposition 5.3.2).
Il en est de méme de ((s) (cela se voit sur le produit eulérien, absolument convergent sur {s €
C,R(s) > 1}), donc de I(s). Comme I(s) = I(1 — s), la fonction I(s) n’a ni zéro ni pole sur
{s € C,R(s) < 0}. Sur ce domaine, la fonction 1"(%) a pour poles —2 N+, tous simples : ce sont
donc les zéros de la fonction ((s) sur {s € C,R(s) < 0}, et ils sont tous simples. O

Définition 5.4.8. D’aprés ce qui précéde, la fonction I(s) a 0 et 1 pour deux seuls poles, qui
sont simples. Si

alors £(s) est holomorphe sur C, vérifie £(1 — s) = £(s), et ses zéros sont précisément les zéros
non triviaux de la fonction ((s) (ils appartiennent donc a la bande {s € C, 0 < R(s) < 1} privée
de 0 et 1). On pose aussi

C’est une fonction holomorphe telle que

Remarque 5.4.9. (Hypothése de Riemann) Les zéros non triviaux de {(s) (i.e. les zéros de
&(s)) sont situés sur la droite R(s) = 1 (ce qui équivaut a dire que les zéros de Z sont tous réels).
La localisation des zéros de la fonction ((s) a de nombreuses conséquences, notamment sur la

répartition des nombres premiers (voir plus bas).
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zZ
ez—1
(Bn)nen tels que

La fonction est développable en série entiére au voisinage de 0 : il existe donc des nombres

Définition 5.4.10. Le nombre B,, s’appelle le n-iéme nombre de Bernoulli.

Corollaire 5.4.11. (1) On a B, € Q pour tout n € N et By,+1 = 0 pour tout n € N~.

@ 1)"Bp+1
(2) Pour ne N,ona®({(—n) = (ZIT+

(3) On a ((2n) = — (222;2;, Ba, € 7" Q* pour tout n € Ng.

a. On retrouve le fait que ((—2k) = 0 pour tout k € Nxg.

Démonstration. (1) La fonction z — —* 1 est méromorphe sur C, de poles 2imn pour n € Z\{0} :

elle admet bien un développement en série entiére au voisinage de 0 : soit R son rayon de conver-
+0

z_ k
e=1 Z: Ty donce
w 1 sin=0
Z R A = 0 sin>0
ce qui implique By =1 et (n+1)B, = — 2;3 ("H)B;C pour n > 0. Une récurrence immédiate

implique que B, € Q pour tout n € N, et la formule précédente permet de calculer les B,, de
proche en proche :

n |0] 1 213 4 516 |7 8 9110
T T T T T 5
Bo 1| =3 ]15[0] -5 |95 [0] -3 [0
x x/ —x/ .. .
Pour z €] — R, R[, on a %5 + § = %i;ri = %ZI/?: ,/z = %Z?SE((;;;)), ce qui implique que la
fonction z +— 45 + 5 =1+ Zk 5 k, Bi gk est paire : on a Bop1 = 0 dés que n € Nxo.

(2) On reprend les notatlons de la preuve du théoréme 5.4.4 (1). On a sI'(s) = I'(s + 1), donc

I'(s) = % Comme lim 62::;1 = 2im (c’est la dérivée de s — €2™ en —n), on a
S—>—n
. e +o .
Slirzln(621“5 —1I(s) = 22'7T(,F1()1n)n. = (7211)” . Par ailleurs, on a f,(z) := ZeLll = kzo % au
voisinage de 0 : le résidu de f, en 0 est ( +1)' Comme 0 est le seul pole de f, dans le domaine
délimité par H, ., le théoréme des résidus implique que J(—n) = SHW ;n 11 dz = 2’L7T(n1+13‘ Avec

ce qui précéde, on a donc

2im <( ) = lim (621'773 o 1>F(S)<(S) — % B i1

( 1)71nl sS——n (n+1)'

i.e. ((—n) = (—1)"?1#:11 (en particulier, ((—n) = 0 pour n > 0 pair).

(3) L’équation fonctionnelle I(s) = I(1 — s) appliquée en s = 2n > 0 donne 7 "T'(n){(2n) =
"*’F(— —n){(1—=2n).Onal'(n) = (n—1)let ((1-2n) = fgi; en vertu de ce qui précéde. Par

1

. L3 2"\/7 —1)"4"nl\/7 2i)%"nly/7
ailleurs, on a I'(3 —n) = (%n)(%(le)...(%) = (—1)7?'1.3.5\.( @1 = 2( )<2n>' = )<2n>!f
(¢f proposition 5.3.2 (4)). On a donc 7~ "(n — 1)I((2n) = —a"" 2 (21)(2n7;:f Do soit ((2n) =

Corollaire 5.4.12. Au voisinage de 1, on a ((s) = =15 + v+ O(|s — 1]), et S
! In(27
O(|s —1]). On a en outre % = In(27) et {'(0) = —%.
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* {tts}ﬂt (¢f preuve de la proposition 5.4.2). On

Démonstration. Rappelons que ((s) =
a donc

' © (41 ¢ . LY dt
tig (o)~ 2) = 1= [ =1‘$%L{;

0
Il en résulte que ((s) = 5 + 7+ X an(s —1)" = 25 (1+ (s —1) + O(|s — 1|2)). En dérivant,

n=1

0
il vient ¢’(s) = —ﬁ + 21 an(s—1)""1 = —ﬁ + O(1). Il en résulte que

¢'(s) = (— ! +O(1))(s —1)(1=~(s=1)+O(]s — 1|2)) = —S% —v+0(]s—1))

l\DI

¢(s) (s —1)? 1
On prend la dérivée logarithmique de ’équation fonctionnelle de la remarque 5.4.6 : on a
¢(d—s) msy , I'(s)  '(s)
B ——tan( )+ +
(i-s MR ) T T
Comme % tan (52) = —% cos (=5 ; (Is —1|), on en déduit que

™
sin (

d-s) ) ()
—In(27) + v + T(s) +0O(]s — 1))

)
Mais % = —v (¢f proposition 5.3.5 (2)), il vient donc C((S)) In(27) en faisant tendre s vers 1.

Comme ¢(0) = —3, on a bien §’(0)=7%. O
Lemme 5.4.13. Les fonctions £(s) et =(s) sont d’ordre 1. En outre, il y a une infinité de zéros
non triviaux.

Démonstration. Si o := R(s) > 0, on a ((s) = 5 +1— sﬁo tii}l dt : si o > 3, on a donc
[C(s)] = W
T(2)] = |So e 't271dt| < I'(£). D’apres la formule de Stirling (¢f proposition 5.3.5), on a

1 = O(|s|) (¢f preuve de la proposition 5.4.2). Par ailleurs, on a
|
I'(g) =0 (exp (§In(£))v7o) = O (exp (Z52)), ce qui implique que

=O(exp( n(o )||)
= 0 (exp (5 n(ls])) [s|*) = O (exp (|s|In(|s])))

ln(7r

(parce que |77 %| = exp (— %(s)@) <e” = 0(1) vu que ¢ > 1, et o < |s|). Il en résulte
que In(J€(s)) < Is|In(|s]) + O(1), et In(In(j&(s)])) < In(|s]) + In(In(]s])) + O(1), de sorte que
W < 1+ 0o(1), ce qui implique pf 1. Il y a égalité parce que hm §( ) =1, de sorte que
E(w) ~ ZT(3), ice. €(n) ~ 5 (5%) /AT, done In(€(x)) ~ Sn(x) + wln(m) + 20 n(2)
i.e. n(§(x)) ~ 5 In(x), si bien que In(In({(x))) ~ In(z).

Le fait que =(s) est d’ordre 1 en résulte. Par ailleurs, la fonction Z(s) étant paire, il existe f
holomorphe sur C telle que Z(s) = f(s?). On a alors py = %, ce qui implique que f(s) a une
infinité de zéros (corollaire 5.2.3) : il en est donc de méme de Z(s) et de £(s). Comme les zéros de
&(s) sont précisément les zéros non triviaux de la fonction ((s), il y en a une infinité. (]

Dans tout ce qui suit, on note Z ’ensemble des zéros non triviaux de {(s). On vient de voir que
Z est infini.
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Proposition 5.4.14. (Produit de Hadamard de ((s)). On a
bs e(b-‘r%)s

C(s) = 2(571}(%“) g@_f)ez ST [T (1-2)e

p

avec b = In(2m) — 1 — 3.

Démonstration. Comme (s) est holomorphe d’ordre 1 (¢f lemme 5.4.13) et £(0) = 3, le théoréme
5.2.1 implique qu’il existe by € C tel que

ebos S\ =
£(s) = — pg (1 - ;)6"
Comme &(s) = ‘5(2;21)1"(5)(( s) = ;‘7 I'(£ 4+ 1){(s), on a donc (¢f proposition 5.3.5 (2))
27_(_% (b +ln(‘f\')+’v)5 0 s .
g S 0 ) (102
T2 ebS S\ =
TG TG Q (=7

avec b = by + @ En prenant la dérivée logarithmique, on a

¢'(s) b 1 F/( +1> —I—Z( 1 +1)

¢(s) s—1 2F( +1) — \s—p p

En s = 0, on tire CC,((S)) =b+1-— gé(l) i.e. b=1In(27) — 1 — 2 (cf corollaire 5.4.12 et proposition

5.3.5 (2)). O

Remarque 5.4.15. Outre 'hypothése de Riemann, de nombreuses questions restent ouvertes
concernant la fonction ((s). Par exemple, on conjecture que {¢(2n + 1)}nen., est algébrique-
ment indépendante sur Q(w). Actuellement, on sait seulement que ((3) est irrationnel (Apéry,
1978), qu’il existe une infinité de ((2n + 1) irrationnels (Rivoal, 2000), et que I'un parmi ¢(5),
¢(7), €(9) et ((11) est irrationnel (Zudilin, 2001).

5.4.16. Le théoréme des nombres premiers.

Définition 5.4.17. (1) La fonction de comptage des nombres premiers est
m: [2,40[ > N
z— F{pe P, p<a}
(2) La fonction d’écart logarithmique intégrale est
Li: [2, 4] > R

. J Tode
2 In(?)
(3) La fonction de Tchebychev est

P:[2,400[ > R

Théoréme 5.4.18. (des nombres premiers). On a 7(s) ~ Ty quand 2 — 400, de.

lim w - 1.
xr—00
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Remarque 5.4.19. Ce théoréme a été conjecturé par Gauss et Legendre vers 1790, et démontré
indépendamment par Hadamard '® et de la Vallée-Poussin en 1896 sous la forme plus précise
suivante : il existe une constante ¢ > 0 telle que

7(z) = Li(z) + O (ac exp ( — ln;f)))
L’hypothése de Riemann implique I’approximation optimale suivante :
m(z) = Li(z) + O(vz In(z))

Lemme 5.4.20. Soient c € R-g et ue R. On a

1 us 1 siu>0
e

2—, d8= % SI’LLZO
1T ) S

R(s)=o 0 siu<0

Démonstration. Supposons u > 0 : pour a, h € R+, soit R, ; le contour rectangulaire de sommets
—a + ih et o + ih (parcouru dans le sens trigonométrique). D’aprés le théoréme des résidus, on a

7= SRa,h e:S ds =1, donc
1 o+ih gus h eu(—a+it) o eu(t+ih) o eu(t—ih)
— ds—1| < —|dt —|dt —|dt
2im J;_ih P J-_h 27(—a + it) ‘ * J._a 27 (t + ih) ‘ * J._a 27 (t — ih) ‘

h —au o ut he—au uo __ ,—au
<f c dt+2J. Sy P

n 2am o 2hm am uhm

de sorte que 2im Jo—ih s uh

+ih pus uo . . .
1 S" e ds — 1’ < 54— en faisant tendre a vers +c0. On obtient la premiére

égalité en faisant tendre h vers +oo.
Supposons u < 0 : pour a,h € R>g avec a > o, soit R/ , le contour rectangulaire de sommets

a + ih et 0 £+ ih. D’aprés le théoréme des résidus, on a ﬁ SRa,h % ds = 0, donc
1 o+ih _us h u(a+it) a u(t+ih) a u(t—ih)
—f < dsgf ei,dmfei,dwfei,dt
27 Join S _nl|2m(a +it) o |27(t +ih) o |27(t —ih)

h au a  _ut au au —ou
e e he e™ —e
< J dt + 2J —dt = +
_pn 2am - 2hm am uhm

1 SU-H'h eus

5 . en faisant tendre a vers +00. On obtient la troisiéme égalité
im Jo—ih s

e
uhm

ds’ <
en faisant tendre h vers +oo.
Dans le cas u = 0, on a

1 ds 1 (% adt 1 J“O (o —at)dt 1

de sorte que

AT Jpyeo 5 27 ) po+it 21 ), oF+t2 2

Lemme 5.4.21. Le théoréme des nombres premiers équivaut a ¢ (s) ~ z quand x — +00.

Démonstration. On a (x) = >, ln(p)HEEI;J < D) In(x) = w(x) In(z). Par ailleurs, si € €]0, 1],
peP P peP
185 ps®
onav(z)= > In(p)= Y (1-¢)n()=(1-¢)ln()(r(z)+O0(z'9)).
peP peP
z' e <p<a 1T <p<
On a donc (1 — 5)(% +0 (lnm(—f))) < wgf) < w pour tout € €]0,1] : si w(x) ~ ED)
quand x — +00, on a lim @ = 1.
r—00
Réciproquement, on a @ < w <(l1—¢) wir) +0 (lnm(f)) 2 sip(s) ~ x quand x — +00, on
a lim T@n@ _ g O
Tr—0

13. A Bordeaux!
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Remarque 5.4.22. L’intérét du lemme qui précéde vient du fait qu’il est plus commode de travailler
avec la fonction 9, car c’est elle qui apparait naturellement lorsqu’on étudie la fonction zéta.

Théoréme 5.4.23. (formule explicite de Riemann) Pour € R.; non puissance d’un
nombre premier, on a

Démonstration. On part de la dérivée logarithmique du produit de Hadamard de {(s) (¢f propo-
sition 5.4.14) :

SIC) R A S > <L+1)=ln(2w)f D D

C(S) J s—1 pe—2N-ouUZ §—p p s—1 peE—2N-ouUZ (S - p)p
=In(27)—1
Soit 0 € R~s. D’aprés le lemme 5.4.20, on a :
1 s 1 sln(x)

— 1n(27'r)$— ds = — ln(27r)e ds = In(27)
20T J(s)=o s 27 JR(s)=o s
1 s 1 (s—1) In(x)

- — 5 :C— dS = — _Mi dS = —X

27T ()= S—1 s 27 JR(s—1)=0—1 s—1

1 s x 1 xPels—p) In(z) xP
—J 7—dSZfJ‘ —ds = —
2w R(s)=0 (S - p)p S 2w R(s—p)=c—R(p) S—=p P

(car ¢ — R(p),o — 1 > 0 pour tout zéro p de ((s)). Par convergence uniforme sur les compacts 4
de {se C, R(s) >1),on a

1 ¢'(s) x®
(%) — —ds=In(27) —z +
2w R(s)=0 g(S) § pezg P —2n

Evaluons maintenant cette intégrale en utilisant la dérivée logarithmique du produit eulérien :

¢'(s) - s
_ £ -\ 1
() - A L— g;p n(p

n€N>[)

(série absolument convergente sur les compacts de {s € C, #(s) > 1}). On a donc

L CI(S Z J‘ S(IU(I)*nln(P)) ds
20T Jp(s)=o C(s ) s 2im s

n€N>0

D’aprés le lemme 5.4.20, on a

s(In(x)—n In(p)) 1 sipt<zx
e —ds= { p (rappelons que = n’est

7i7 )
2im IR(s)=0 s 0 si pn >

pas une puissance d’un nombre premier), on a donc

. O g 3 lp) = (o)
2’”7. R(s)=0 C( ) peP
neN-=q
p <z
Joint & P'égalité (), cela prouve le théoréme. O

Remarque 5.4.24. Il existe une autre expression de la formule explicite : pour z € R~1, on a

a1 by ) dt
Z;‘ 5 xn Z Li(x J. oD m In(2)

pEZ

(ot la somme est prise en associant p et 1 — p).

14. 11 est sans doute nécessaire d’apparier d’abord les termes correspondant aux zéros p et 1 — p.
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Théoréme 5.4.25. (Hadamard, de La Vallée Poussin) On a (s) > 1 = ((s) # 0

Démonstration. On sait déja que ((s) # 0 pour R(s) > 1 (cela résulte du produit eulérien de
¢(s)). Soient o,t e R avec o > 1. On a

1

Clo +it)| = 1—[ |1 7p707it|*1 _ H ((1 7p70‘7’it)(1 7p70+it))*§

pEP pEP
donc
1 _
n(|C(U +it)|) =—= Z 1n 1—p 7" zt) +In(1 — 70+zt))
2
peEP
_ 1 = p(*ff*it)n+p(fd+u)n,
=52 2 -
peP n=1
B Z i cos(ntIn(p))
peP n=1 np"™?

I1 en résulte que

3 + 4 cos(nt In(p)) + cos(2nt In(p))

In ([¢(0)*¢(o +it)'¢(o +2it)]) = npi

=0

)
peP n=1
S (1 + cos( ntln( )) 2
DI )
peP n=1

ce qui implique que
[¢(0)3¢(o + it)*¢ (o + 2it)| > 1
Supposons maintenant que (1 +it) = 0 : on a (o + it) = O(c — 1). Comme ((0)® ~ ﬁ
et ((o + 2it) = O(1) quant 0 — 1, on a 1im+ C(0)3¢(o + it)*¢(o + 2it) = 0, ce qui contredit
o—1
I'inégalité qui précéde. (I

Proposition 5.4.26. Pour tout € € R>g, ona Y, W < 400.

peZ |P72

Démonstration. Montrons que les zéros de £(s) (i.e. les éléments de Z) croissent suffisament vite.
Si R € Ry, soit n(R) le nombre de zéros de £(s) dans le disque {s € C, ‘s — %’ < R}. On applique
le théoréme de Jensen '® a la fonction entiére £(s) sur le disque {s € C, |s — | < 2R} (si £(s)
s’annule sur le cercle {s € C, ’s — %’ = 2R}, on applique ce qui suit & R + 7 a la place de R avec
1 € R~ o suffisament petit). On a donc

@)+ D 1n<|p2R|> C(2R)In2R

pEZ
o 3j<2n

(ot C € R~ est une constante 1%, ¢f lemme 5.4.13). Les nombres dans la somme sont positifs, et
> In(2) lorque |p — 1| < R : on a n(R)In(2) < 2CRIn(2R) — In |¢(3)| d'on

2C I j¢(3)]
n(R) < 111(2)]%111(1%) +2CR — In(2) < 3CRIn(R)
pour R assez grand.

Montrons maintenant la proposition : on écrit Z = {pn}nen.., de sorte que la suite { |pn, — 3| }neN .

soit croissante. Soit {R;}nen., la suite de réels défine par (3C + 1)R,, In(R,) = n. D’aprés ce
qu’on vient de voir, pour n assez grand, il y a au plus %ﬁln racines p € Z dans le disque

15. Si f est une fonction holomorphe sur U © D(0,r) et a1,...,an les zéros de f dans D(0,7) (comptés avec

multiplicités), on a In|f(0)| = — Z In (=) + % (2)” In|f(rei?)| b, cf [6, Théoréme 15.18].

lag]
16. On peut prendre C = 1.
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{seC, |s — %| < Ry,}. 1l en résulte qu'il existe ng € N tel que pour tout n = ng, la n-iéme racine
pn Wappartient pas a ce disque : on a |pn - %| > R,,. On a donc

m|m

- 1 &1 & ((3C+1)In(R,) 0 &z n(R,)'te
Z 1‘1+€ S Z Ryll+6 = 2 < n > 3C+1 e Z ;

n=ng ‘pn ) n=ngo n=ngo

Par définition de R, on a In(n) = In(R,,) + In(In(R,,)) + In(3C + 1) : quitte & augmenter ng, on

1 1+e 1 1+e . N
peut supposer que In(n) = In(R,,) pour n = ng. On a alors H(R”'%) < n(")% 0 : quitte &
n n—o0
]n(R )1+E 0 1
augmenter ng, on peut supposer que # < 1 pour tout n = ng. On a alors Z W <
n n=ng [Pn "2
[oe]
> %% < +00, ce qui permet de conclure. ([l
n=ngo

Démonstration du théoréeme 5.4.18. En procédant comme dans la preuve du théoréme 5.4.23, on
montre que

Pt 0 —2n C/(*l)
Y(t)dt = — — In(27
J (2m)a p;zpp—i-l 7;1271271—1 ¢(-1)
In(2m —(2n+1) "(— L. &
Soit % — —SO t)dt = (2 + Z p(p+1) + Z SmEn=T) C(_(l)lz)z. Les séries Z 7271(211_1) et

© L= (@n+1)
Z W sont convergentes (la deuxiéme grace a la proposition 5.4.26). Les séries Z I =T

et gz p(p—;»l) convergent donc uniformément sur [2, +o0[ (on a [z~ < 1). Leur limite en +o0 est

la somme des limites de ses termes. On a donc IIL»H;) Z 2n((22;+11)) =0et Ilgrgo pz pfpp—:l) = 0 (car
§R(p) <1 pour tout p € Z en vertu du théoréme 5.4.25) et donc & — 25 §i ( = o(1), i.e.
§o v( dt——+o( 2). Si € €]0, 1], on a donc
T 2 2,2
f P(t)dt = x_<1 —(1=¢)?) +o(2?) = ez® — =Ly o(x?)
(1—e)x 2 2

Comme 1t est croissante, on a exy)((1 — g)z) < S?lfs)z P(t)dt < exp(x), ie. P((1 —e)x) <
r — & 4 o(x) < () soit encore

(1—%)1:-1—0(1;) <Y(r) < 1i€(1—§)x+o(x)

Comme c’est vrai pour tout € €]0,1[, on a ¥(z) ~ z, ce qui permet de conclure en utilisant le
lemme 5.4.21. ([l

5.5. Fonctions L de Dirichlet et théoréme de la progression arithmétique.

5.5.1. Caractéres des groupes abéliens finis. Soit G un groupe fini.

Définition 5.5.2. Un caractére de G est un morphisme de groupes G — C*. On note G
I’ensemble des caractéres de G.
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Proposition 5.5.3. Supposons G abélien.
(1) Muni de la multiplication naturelle, G est un groupe abélien, isomorphe & G (non cano-
niquement.
(2) Le morphisme d’évaluation

GG
gl—)

est un isomorphisme.

G sig=1
(3) (Relations d’orthogonalité) Si g€ G, ona > x(g) = {# S? g .
e 0 sinon
A G siy=1
4) SiXeG,onaZX(g)z{# S?X )
geG 0 sinon

Démonstration. (1) Comme G est abélien, il est isomorphe (non canoniquement) a un produit de
groupes cycliques : il suffit de traiter le cas ot G = Z /nZ. On a alors

G=pn(C)~Z/nZ

x — x(1)
(2) Comme #é = #(A? = #G d’apres (1), il suffit de voir que le morphisme est injectif. La encore,
on peut supposer G cyclique, cas dans lequel c’est évident.

(3) Clest évident si g = 1. Si g # 1, il existe x1 € G tel que x1(g) # 1 (d’aprés (2)). On a alors
x1(9) 2 x(9) = X x(g), donc 3] x(g) = 0.

XEG xeG xeG
(4) n’est autre que (3) appliqué a G a la place de G. O

Définition 5.5.4. Soit m € N+(. Un caractére de Dirichelet modulo m est un caractére du
groupe (Z /mZ)*. On note xo le caractére trivial %

a. I.e. constant égal a 1.

Dans ce qui suit, on note T I'image d’un entier  dans Z /mZ. Si x est un caractére de Dirichelet
modulo m, et x € Z, on pose

sinon

x(z) = {g(f) si ngd(l’,m) -1

Remarquons que (Vz,y € Z) x(zy) = x(z)x(y).

5.5.5. Fonctions L de Dirichlet. Soient m € N+ et x un caractére de Dirichelet modulo m.

Définition 5.5.6. La fonction L de Dirichelet associée & y est la série de Dirichelet

L(SaX) = Z XT(;;)

Remarque 5.5.7. Lorsque m = 1, on a nécessairement x = xq, et on obtient la fonction zéta de
Riemann.

Lemme 5.5.8. Soit (zp)nen., est une suite de nombres complexes. Pour x € [1,+00[, on pose
0

A(x) = ), zn. Supposons que A(z) = O(z") quand 2 — +co. Alors la série de Dirichelet > 22 a

n<T n=1
pour abscisse de convergence < r, et définit donc une fonction holomorphe sur {s € C, R(s) > r}.
Démonstration. Soit ¢ € Ry tel que (Vo € Rso) |A(z)| < cx”. On vérifie le critére de Cauchy.
D’aprés la formule sommatoire d’Abel (¢f lemme 5.4.1), on a

A ) [0,

ks ms ts+1

p
Zn
2 o

n=m

2c+cls| /é
mo

<

m
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o d = R(s) —r. O

Proposition 5.5.9. Soit y un caractére modulo m.
(1) Pour R(s) > 1,ona L(s,x) = [] (1-— &f))_l. En particulier, on a L(s, x) # 0 pour

peP p
R(s) > 1.
(2) Six = xo0,0mna L(s,x0) =C(s) ]] (1 — 1%) pour R(s) > 1. Elle se prolonge en une
pE P
plm

fonction méromorphe sur C, avec un unique pole en s = 1, simple, de résidu ‘p(m)

(3) Si x # Xo, la série définissant L(s,x) converge umformement sur les compacts de {se
C, R(s) > 0} : elle est donc holomorphe sur {s € C, R(s) > 0}.

Démonstration. Commencons par observer que ». x(n) = , ce qui implique

1<n<z

O(n)  six=xo
O(1) sinon

que la série de Dirichelet a une abscisse de convergence < 1 si x = xg et < 0 si x # xo. Cela

prouve (3).

(1) n’est autre que le produit eulérien de la série de Dirichelet (¢f corollaire 5.1.15), car x est

totalement multiplicative.

(2) résulte de (1), car xo(p) = {

0 s
sip m’ et du fait que hn{(s —1)((s) = 1. O

1 sinon

Lemme 5.5.10. Sia€ (Z /mZ)* =: G est d’ordre d, on a
[T -x(@T) =114 cC[T]

xe@

Démonstration. Soit a* € G le caractére défini par a*(x) = x(a) (¢f proposition 5.5.3). Il est
d’ordre d, ce qui implique que a* est une surjection G — pg(C). On a donc

[Ta-x@r)= [] ] 0-wn= [] (1-wn)*#

xeG wepa(C)  yel wepq(C)
a* (x)=w
On conclut en observant que  [[ (1 —wT)=1-T4% O
wepq(C)

Lemme 5.5.11. Soit (a,)nen., une suite de réels positifs ou nuls. On suppose que la série de

Dirichelet g(s)

o0
= ) 7= a une abscisse de convergence < 1, et se prolonge en une fonction
n=1

0

holomorphe sur {s € C, R(s) > 0} (encore notée g(s)). Alors »; %% = g(t) pour tout ¢ €]0, 1].
n=1

Démonstration. Pour k € N, posons by, = (—1)’“%. On a g(s) Z bp(2 — s)F dans un

voisinage ouvert de 2. Mais comme g est holomorphe sur {s € C, R(s) > 0} elle est développable
en série entiére sur D(2,2) : égalité qui précede est valide pour tout s € D(2,2). Si ¢ €]0,2], on a
donc

0

S = 3 (SR )e-0- 5 (S e )u- 5

(Uintersection des signes somme étant licite parce qu’il s’agit d’une série a termes positifs som-

mable). O

Théoréme 5.5.12. Si y est un caractére modulo m, on a L(1,x) # 0.

Démonstration. Posons ¢, (s) = []L(s, x) (le produit étant pris sur tous les caractéres modulo

X
m). C’est une fonction holomorphe sur {s € C, R(s) > 0}\{1}. Comme L(s, xo) a un pdle simple
en 1, il s’agit de voir que (;,(s) a un pole en 1. Raisonnons par I’absurde : supposons ((s)
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holomorphe sur {s € C, R(s) > 0}. Pour p € & tel que p { m, on note d(m) 'ordre de p dans
(Z /mZ)*. Pour R(s) > 1, on a

e(m)

Gm(s) Znn(l—%)_l — n (171)?11))5)_#;»)

X ptm ptm

@
(¢f lemme 5.5.10). C’est une série de Dirichelet de la forme »; %= avec a, € Rxo. D’aprés le
n=1

lemme 5.5.11, cette série converge sur R+, et

L a —slm)
n 1 P
nt H (1 - pd<p_)t)
n=1 Mm
1
Pour te]m,l], on a
1 \—55 S 1 VRS L
- — >
(1 pd(p)t) (;0 pd(p)k) - ];0 pe(m)k

de sorte que
1
)= ] ot = Lle(m)t, xo)
neN-q
pged(n,m)=1
Mais le membre de droite tend vers +00 quand ¢ — #m) : contradiction. (I

5.5.13. Le théoréme de la progression arithmétique.

Théoréme 5.5.14. (de la progression arithmétique) Si a,m € N-y sont tels que
pgcd(a, m) = 1, 'ensemble des nombre premiers p tels que p = ¢ mod m Z est infini.

Remarque 5.5.15. On peut montrer (Siegel-Walfisz) que les nombres premiers sont répartis de
facon uniforme suivant les classes modulo m :

li #{peyvpza mOdmZ,pgx} 1
1m
e () o(m)

Lemme 5.5.16. Soient y un caractére modulo m et
fx:{seC, R(s)>1} - C
PN Z x(p)

s
peP p

(1) On a fy,(t) ~ —In(t — 1) quand ¢t — 17.
(2) Six # xo, la fonction f, est bornée sur |1, +oof.

Démonstration. (1) On a fy,(t) = >, p—lt - p—lt, l’équivalence résulte alors du corollaire 5.4.3.

peEP peEP
plm
(2) On applique la détermination principale du logarithme au produit eulérien de la fonction

L(s,x) :on a

k,
peP peZP k=1 kp °
avec
© k
x(p) 1
TSRS RS e
PEP k=2 pe P
k=2

(¢f corollaire 5.4.3), ou t = R(s). Comme L(¢,x) converge vers L(1,x) # 0 quand ¢t — 1% (¢f
théoréme 5.5.12), on voit que f, reste bornée au voisinage de 1. (]
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Démonstration du théoréme 5.5.14. Soient A ={pe P, p=a mod mZ} et g(s) = >, 1% (pour

peA
R(s) >1).Ona
- x(p) - 1
Sx@ 0 = S T4 = 5 (S o)
X peP P peP X p
ip= dmZ
Comme Y. x(a)"tx(p) = {(p(m) S% p=a modm (¢f proposition 5.5.3), on a
X 0 sinon
ZX )TH(8) = () + D x(@) T )
X#X0
D’aprés le lemme 5.5.16, on a hm t) = 400, ce qui implique que A est infini. g
p : n g , ce qui implique q
t—

5.5.17. Prolongement analytique et équation fonctionnelle. Soit x un caractére de Dirichelet mo-
dulo m.

Définition 5.5.18. On dit que x est primitif s’il ne peut se factoriser en (Z /mZ)* —
(Z /dZ)* — C* avec d un diviseur strict de m. On dit alors que m est le conducteur de

X-

Remarque 5.5.19. Si x est injectif, il est primitif, mais la réciproque est fausse : on a (Z /12Z)* =
{£1, £5} et le caractére y défini par x(—1) = 1 et x(5) = —1 n’est pas injectif, mais ne se factorise
pas a travers (Z /12Z)* — (Z /dZ)* pour d € {2,3,4,6} (car (Z/dZ)* = {+1} : cela forcerait x
a étre trivial).

Définition 5.5.20. Supposons x primitif modulo m. La somme de Gauss de x est

)= Y xke™"ecC

keZ /m Z

Proposition 5.5.21. On a |7(x)| = v/m.

Démonstration. Sin € Z est tel que pged(m,n) =1, on a

xR T =x(m) ™ Y xlkn)e T = x(n)7(x)

keZ /m Z keZ /m Z

Si pged(m,n) = d > 1, écrivons n = dn’ et m = dm’. Supposons (Vc € (Z/mZ)*) ¢ =1
mod m'Z = x(c) = 1. Pour tout k1,ks € (Z/mZ)*, on a ky = ks mod m'Z = x(k1) = x(k2),
de sorte que x se factorise a travers (Z /mZ)* — (Z /m’Z)*, ce qui contredit le fait que x est
primitif. Il existe donc c€ (Z /mZ)* tel que c=1 mod m'Z et x(c) # 1. On a

2iknm 2ikn’x 2irn’x

IO IO D W (N YT
k€Z /mZ k€Z /mZ reZ /m' Z k€Z /mZ
k=r mod m’

La multiplication par ¢ permute {k € Z /mZ, k =r mod m'}, ce qui implique que

>0 xtk)=x(0 Y, x(k)

keZ /m Z keZ /m Z
k=r mod m’ k=r mod m’
et donc S x(k)=0,don Y x(k)ewT =0 = x(m) 7(x). Ainsi
keZ /m Z keZ /m Z —
k=r mod m’ =0
2 2
——— 2i(ky —kg)nr 2iknx 7(x) si pged(m,n) =1
S RO S (et = {'0 Gal” st pacd(
k1,kae(Z /m Z)* keZ jm Z smon

en sommant pour n € Z /mZ, on a donc

elm) [rOF = 3, > k(R T

neZ /mZ ky,ko€(Z /mZ)*
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2iknx m  sim|k
Comme >, e m = ) ,on a
neZ /mZ 0  sinon

em) [T = D> x(®)Pm = e(m)m
ke(Z jm Z)*

ce qui permet de conclure. O
On a x(—1)? = x(1) = 1 : il existe ¢ € {0, 1} tel que x(—1) = (—1)%. On pose alors

T ste L 5, X
A = TEELEN

(c’est la généralisation de la fonction I du théoréme 5.4.4).

Théoréme 5.5.22. Supposons x primitif modulo m.

(1) La fonction A(s, x) admet un prolongement méromorphe au plan complexe. Si x # xo, le
prolongement est holomorphe sur C, si x = xo, le prolongement admet des poles simples
ens=0ets=1.

(2) On a l’équation fonctionnelle

A(l - Sv%) =

Démonstration. Voir [2, Theorem 1.1.1]. O

Remarque 5.5.23. Hypothése de Riemann généralisée : les zéros de L(s, x) tels que 0 < R(s) < 1

vérifient R(s) = 1.

5.6. Fonction zéta de Dedekind, énoncé de la formule analytique du nombre de classes.
Soit K un corps de nombres.

Définition 5.6.1. La fonction zéta de Dedekind est la fonction de la variable complexe :

Cels) = 3

IcOk N(I)é

la somme étant étendue a tous les idéaux de O (rappelons que N(I) = #(Ok/I)).

Remarque 5.6.2. (1) Pour K = Q, on retrouve la fonction zéta de Riemann.
(2) Pour n € N+, posons ax(n) = #{I < Ok, I idéal, N(I) = n}. On a alors

o) = 3

de sorte que (x(s) est une série de Dirichelet.

Proposition 5.6.3. (1) La série définissant (x(s) converge uniformément sur tout compact de
{s € C, R(s) > 1}, et définit donc une fonction holomorphe sur {s € C, R(s) > 1}.

-1
(2) Pour R(s) > 1, on a le produit eulérien (x(s) =[] (1 - N(#p)) , oll p parcourt les idéaux
p

maximaux de Og. En particulier (x(s) # 0.

Démonstration. (1) Sip est un idéal maximal de Ok et pnZ = pZ, on a N(p) = p/». Sit €]1, +0[,

N () eI ) S TIIIO-2)

N(p)<N pe@ plp p€9" plp

Comme il existe au plus d = [K : Q] 1deauX premiers au-dessus de pZ, le terme de droite est

majoré par
1) d
[1(-%) <

peP
p<N



Théorie des nombres, master 1°°° année 85

-1
Cela implique que le produit infini | (1 — W) converge.
p

Un idéal I ¢ Ok se décompose de fagon unique I = p{* ---p&~ avec py,...,p, des idéaux maxi-
maux et aq,...,a, € N. Sit€]l, +oo[, on a donc
1 o 1 -1
Y s 1 (Samm) - (=) <o
t nt N(p)?*
IcOk N(T) N(p)<N *n=0 N(r) N(p)<N v
N(I)<N

d’aprés ce qui précéde. La série a termes positifs > ﬁ converge donc. Si R(s) = 1+ § avec
IcOgk
0 € R~g, on a donc

1 1
2 vy < 2
N(I)>N N(I)>N

ce qui implique la convergence uniforme sur {s € C, R(s) = 1 + ¢}, et donc (1).
La preuve de (2) est identique & celle de la proposition 5.1.14. O

Théoréme 5.6.4. (1) La fonction (i (s) admet un prolongement méromorphe a C, avec un
unique pdle simple en s = 1.
(2) On a Res; (k(s) = ﬁlj_}(\hKRK (ot hi est le nombre de classes et Ry le régulateur).

(3) On a lim 5850y = —Lacee,

Démonstration. Voir [5, Corollary VIL.5.12]. Observons tout de méme que pour R(s) > 1, on a

o0 n r I8 1
Ck(s)= >, '”;—(S") Comme Y ax (i) = Ni(n) = 22202 Rin+0 (n'~TF@l) (cf théoréme

n=1 i=0 o #UJ(K) vV ‘dK‘

. ” 0 n
4.4.5), on a (x(s) = %MRKC(S) + f(s) avec f(s) = ; D on ; a; = O (n'~way).

D’aprés le lemme 5.5.8 (2), la fonction f est holomorphe sur {s e C, R(s) >1-— ﬁ} La
fonction (x(s) se prolonge donc en une fonction méromorphe sur ce domaine, avec un seul pole
en s = 1, simple, de résidu égal & MhKRK. (I
#P(K)/ldk |
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