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Exercice 1. Soit � une loi de composition sur un ensemble G qui est associative. On suppose
qu'il existe e P G tel que pour tout x P G, on ait e�x � x, et il existe y P G tel que y�x � e.
Montrer que pG,�q est un groupe.

Exercice 2. Soient G un groupe et H � G une partie �nie non vide stable par la loi de
groupe. Montrer que H est un sous-groupe de G. Qu'en est-il si H est in�ni ?

Exercice 3. Soient G un groupe et e son élément neutre.
(1) Montrer que si x2 � e pour tout x P G, alors G est abélien.
(2) Si x3 � e pour tout x P G, le groupe G est-il nécessairement abélien ?

Exercice 4. Déterminer tous les morphismes de groupes pQ,�q Ñ pZ,�q, puis tous les
morphismes de groupes pQ,�q Ñ pQ�,�q.

Exercice 5. Soient G un groupe et x, y P G d'ordre n et m respectivement. On suppose
xy � yx et pgcdpn,mq � 1. Quel est l'ordre de xy ? Est-ce encore vrai lorsque l'une des
hypothèses n'est pas véri�ée ?

Exercice 6. Montrer que tout groupe d'ordre n est engendré par une partie de cardinal
inférieur à log2pnq.

Exercice 7. Montrer que le groupe pQ,�q n'est pas de type �ni (i.e. engendré par un
nombre �ni d'éléments).

Exercice 8. Montrer que si H et K sont deux sous-groupes stricts de G, on a H YK � G.

Exercice 9. Soit G un groupe.
(1) On suppose que G possède un nombre �ni de sous-groupes. Montrer que G est �ni.
(2) Le résultat de la question précédente subsiste-t-il en remplaçant � �ni � par � dénom-
brable � ?

Exercice 10. Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes �nis de G. Montrer que le
cardinal du sous-groupe de G engendré par H et K est supérieur ou égal à #H#K

#pHXKq
.

Exercice 11. Soient G un groupe et H un sous-groupe d'indice 2. Montrer que H est
distingué dans G.

Exercice 12. Soient G un groupe et H un sous-groupe d'indice 5. On suppose qu'il existe
au moins une classe à gauche modulo H distincte de H qui est une classe à droite modulo
H. Montrer que H est distingué dans G.



Exercice 13. Montrer que le groupe alterné A4 n'a pas de sous-groupe d'ordre 6.

Exercice 14. Soient G un groupe �ni, H un sous-groupe distingué de G et n P N¡0 un
entier tel qu'il existe un élément d'ordre n dans G{H. Prouver que G contient un élément
d'ordre n.

Exercice 15. Soit G un groupe. On note C (resp. D) le sous-groupe de G engendré par
tg2ugPG (resp. tghg�1h�1ug,hPG). Montrer que C et D sont distingués dans G, puis que
D � C.

Exercice 16. Soient G un groupe �ni, H ¤ G et N un sous-groupe distingué de G.
(1) Montrer que HN ¤ G.
(2) Montrer que H{pH XNq

�
ÑHN{N .

(3) On suppose que #H et rG : Ns sont premiers entre eux. Montrer que H ¤ N .

Exercice 17. Soit p un nombre premier. Montrer qu'un groupe d'ordre 2p est isomorphe à
Z {2pZ ou au groupe diédral D2p.

Exercice 18. Soient m,n P N¡0.
(1) Montrer que mpZ {nZq � Z { n

pgcdpm,nq
Z.

(2) Montrer que Z {nmZ
�
ÑpZ {nZq � pZ {mZq si et seulement si pgcdpn,mq � 1.

(3) Déterminer HomgrpZ {nZ,Z {mZq.

Exercice 19. (1) Montrer que AutpZ {nZq � pZ {nZq�.
(2) Montrer que si p est premier pZ {pZq� est cyclique.
(3) Montrer que si α P N¡0 et p ¡ 2 est premier, alors pZ {pα Zq� � Z {pα�1pp� 1qZ est
cyclique.

Exercice 20. Déterminer tous les morphismes de groupes Sn Ñ C�.

Exercice 21. S9 contient un élément d'ordre 20, mais pas d'élément d'ordre 18.

Exercice 22. (1) Démontrer que deux éléments de Sn sont conjugués si et seulement si
pour tout k P N¡0, leurs décompositions en produit de cycles à supports disjoints ont le
même nombre de k-cycles.
(2) Décrire les classes de conjugaison des groupes S3, S4 et A5. Écrire l'équation aux classes
pour chacun de ces groupes.
(3) Montrer que A5 est simple.
(4) Montrer que si n ¥ 5, alors An est simple.

Exercice 23. Soient G un groupe �ni et H ¤ G un sous-groupe distingué. On suppose H
cyclique d'ordre n. On suppose que pgcdpϕpnq, rG : Hsq � 1. En construisant un morphisme
G{H Ñ AutpHq convenable, montrer que H est contenu dans le centre de G.



Exercice 24. Soient G un groupe agissant sur un ensemble E et ϕ : G Ñ SE la représen-
tation de permutation associée.
(1) Montrer que Kerpϕq �

�

xPE
stabGpxq. En déduire que si l'action est transitive, on a

Kerpϕq �
�

gPG
g stabGpxqg

�1 pour tout x P E.

Désormais, on suppose que G agit par translation à gauche sur E :� G{H.
(2) Si g P G, quel est le stabilisateur de gH ?
(3) Montrer qu'on a Kerpϕq �

�

gPG
gHg�1, et que H est distingué dans G si et seulement si

Kerpϕq � H.
(4) On suppose que tout facteur premier de #H est ¥ rG : Hs. Montrer que H est distingué
dans G.

Exercice 25. Soit G un groupe et H un sous-groupe d'indice n. Montrer que H contient
un sous-groupe K de G distingué et tel que rG : Ks divise n!.

Exercice 26. (1) Soient G un groupe et ZpGq son centre. Montrer que si G{ZpGq est
monogène, alors G est abélien.

Soit p un nombre premier.

(2) Montrer que le centre d'un p-groupe non trivial est non trivial.
(3) Classi�er les groupes d'ordre p2 à isomorphisme près.

Exercice 27. Soient p et q deux nombres premiers tels que p   q, que q ne divise pas
p2 � 1 et p ne divise pas q � 1. Soit G un groupe d'ordre p2q. Montrer que G est abélien.
Application : montrer qu'un groupe d'ordre 99 est abélien. Classi�er les groupes d'ordre 99
à isomorphisme près.

Exercice 28. (Cauchy). Soient G un groupe �ni et p un nombre premier divisant #G.
Montrer que G contient un élément d'ordre p [indication : faire agir convenablement Z {pZ
sur l'ensemble X :� tpg1, . . . , gpq P Gp ; g1 � � � gp � eu].

Exercice 29. (Les théorèmes de Sylow : la preuve de Wielandt). Soit p un nombre
premier.
(1) Soient r P N et m P N¡0. En considérant le coe�cient de T p

r
dans le polynôme�

T p
r
� 1

�m, montrer que
�prm
pr

�
� m mod p.

Supposons p - m et soit G un groupe d'ordre prm. On fait agir G par translations à gauche
sur l'ensemble X des parties de cardinal pr dans G.

(2) Montrer qu'il existe X P X dont l'orbite est de cardinal premier à p.
(3) Montrer que pr | # stabGpXq.
(4) En faisant agir stabGpXq sur X par translations, montrer que # stabGpXq | p

r, et
conclure que G admet un p-Sylow.

D'après ce qui précède, l'ensemble SylppGq des p-Sylow n'est pas vide : �xons S0 P SylppGq.
Posons nppGq � # SylppGq.

(5) Soit H un p-sous-groupe de G. En faisant agir H sur G{S0 par translations, montrer
que H est inclus dans un conjugué de S0. En déduire que les p-Sylow de G sont conjugués
entre eux, puis que nppGq | #G.
(6) On fait agir S0 sur SylppGq par conjugaison. Montrer que S0 est l'unique point �xe pour
cette action. En déduire que nppGq � 1 mod p.

Exercice 30. Soient G un groupe �ni, H ¤ G un sous-groupe et p un nombre premier. Soit
Q un p-Sylow de H. Montrer qu'il existe un p-Sylow S de G tel que Q � S XH.


