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Exercice 1. Soit A �
�

1 2 3 4 5
2 3 4 5 1
3 4 5 1 2

	
. Déterminer une base de KerpAq et compléter cette base

à l'aide des vecteurs e1, . . . , e5 de la base canonique de R5.

Exercice 2. Inverser la matrice

�
1 2 �3
2 5 �4
�3 �4 14



.

Exercice 3. Soient K un corps et n P N¡0. Montrer que toute forme linéaire sur MnpKq
est de la forme M ÞÑ TrpAMq avec A P MnpKq.

Exercice 4. Déterminer les formes linéaires f sur MnpRq telle que

p@A,B P MnpRqq fpABq � fpBAq.

Exercice 5. Soient K un corps et n P N¡0. Montrer que les seul idéaux bilatères de
A � MnpKq sont t0u et A.

Exercice 6. Soient K un corps et n P N¡0. Quel est le sous-espace vectoriel de MnpKq
engendré par les matrice nilpotentes ?

Exercice 7. Soient K un corps de caractéristique nulle, V un K-espace vectoriel de dimen-
sion �nie et f P EndKpV q. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Trpfq � 0 ;
(ii) il existe une base de V dans laquelle la matrice de f a ses coe�cients diagonaux

tous nuls ;
(iii) il existe g, h P EndKpV q tels que f � gh� hg.

Exercice 8. Soit A � pai,jq1¤i,j¤n P MnpCq telle que p@i P t1, . . . , nuq |ai,i| ¡
°
j�i

|ai,j |.

Montrer que A est inversible.

Exercice 9. Soient n P Z¡0 et A P M2npRq. On suppose que les coe�cients diagonaux de
A sont tous nuls et que les coe�cients en dehors de la diagonale sont dans t�1u. Montrer
que A est inversible.

Exercice 10. Soit A P Mp,qpRq. Montrer que rgptAAq � rgpAq.

Exercice 11. (Skolem-Noether). Soient K un corps et Φ un automorphisme de MnpKq.
Montrer qu'il existe A P GLnpKq telle que p@M P MnpKqqΦpMq � A�1MA.



Exercice 12. Soient K un corps et E un K-espace vectoriel de dimension �nie n P N¡0. On
note LnpEq l'ensemble des formes n-linéires sur E : ce sont les applications f : En Ñ K
qui sont linéaires en chaque variable. C'est une K-espace vectoriel sur lequel le groupe
symétrique Sn agit par

pσ � fqpx1, . . . , xnq � fpxσp1q, . . . , xσpnqq

pour tout f P LnpEq, x1, . . . , xn P E et σ P Sn. Rappelons qu'on dit que f est antisymé-

trique (resp. alternée) si σ �f � εpσqf , où ε : Sn Ñ t�1u est la signature (resp. si f s'annule
sur tout n-uple dont deux vecteurs sont égaux). L'ensemble AnpEq des formes n-linéaires
alternée est un sous-K-espace vectoriel de LnpEq.
(1) Montrer que si f P LnpEq est alternée, alors elle est antisymétrique. La réciproque
est-elle vraie ?
(2) Soit B � pe1, . . . , enq une base de E. On note ϕ1, . . . , ϕn la base duale (caractérisée par

x �
n°
i�1

ϕipxqei pour tout x P E). Montrer que f � fpe1, . . . , enq detB pour tout f P AnpEq,

où detBpx1, . . . , xnq �
°

σPSn

εpσq
n±
i�1

ϕσpiqpxiq.

(3) En déduire que AnpEq est une droite vectorielle.
(4) Montrer que x1, . . . , xn P E forment une base si et seulement si detBpx1, . . . , xnq P K

�.
(5) Soit u P EndKpEq. Montrer qu'il existe detpuq P K tel que pour tout f P AnpEq, on ait

fpupx1q, . . . , upxnqq � detpuqfpx1, . . . , xnq

pour tout x1, . . . , xn P E.
(6) Montrer que si v P EndKpV q, on a detpu � vq � detpuq detpvq, et detpλuq � λn detpuq
pour tout λ P K.
(7) Montrer que u P GLpEq ô detpuq P K�.

Exercice 13. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, f, g P EndKpEq et B une
base de E. Montrer qu'il existe λ P K tel que

°
1¤i,j¤n
i�j

detBpx1, . . . , xi�1, fpxiq, xi�1, . . . , xj�1, gpxjq, xj�1, . . . , xnq

� λdet Bpx1, . . . , xnq

pour tout x1, . . . , xn P E.

Exercice 14. Soient K un corps, n P N¡0 et A � pai,jq1¤i,j¤n P MnpKq.

(1) Montrer que detpAq �
°

σPSn

εpσq
n±
i�1

aσpiq,i.

(2) Montrer que detptAq � detpAq.
(3) (Développement d'un déterminant selon une rangée). On note Ai,j la matrice
obtenue à partir de A en supprimant la i-ème ligne et la j-ème colonne. Montrer que

$''&
''%

detpAq �
n°
i�1

p�1qi�jai,j detpAi,jq (développement par rapport à la j-ème colonne)

detpAq �
n°
j�1

p�1qi�jai,j detpAi,jq (développement par rapport à la i-ème ligne)
.

Les scalaires detpAi,jq (resp. p�1qi�j detpAi,jq) s'appellent mineur (resp. cofacteur) relatif
à ai,j .



(4) La comatrice de A est compAq �
�
p�1qi�j detpAi,jq

�
1¤i,j¤n

(c'est la matrice des co-

facteurs). Montrer que AtcompAq � tcompAqA � detpAq In.
(5) (Formules de Cramer). Soit X � pxiq1¤i¤n, Y P Kn des vecteurs colonne. Pour
j P t1, . . . , nu, notons Aj la matrice A dans laquelle la j-ème colonne a été remplacée par
Y . Montrer que si AX � Y , on a detpAqxi � detpAiq pour tout i P t1, . . . , nu.

Exercice 15. Soient K un corps et a1, . . . , an P K. Montrer que

Vpa1, . . . , anq :�

������
1 a1 a21 ��� an�1

n

...
...

...
...

1 an a2n ��� an�1
n

������ �
¹

1¤i j¤n

paj � aiq.

Interprétation en termes d'interpolation de Lagrange ?

Exercice 16. Soient K un corps, A,B P MnpKq et M �
�
B A
A A

�
P M2npKq. Déterminer le

rang de M en fonction de A et B. Calculer son inverse lorsque M est inversible.

Exercice 17. Soient A P M3,2pKq, B P M2,2pKq et C P M2,3pKq avec ABC �

�
1 1 2
�2 x 1
1 �2 1



.

Trouver x.

Exercice 18. Soient n P N¡0 et A � pai,jq1¤i,j¤n à coe�cients dans t�1u. Montrer que
detpAq P 2n�1 Z

Exercice 19. (Déterminant circulant). Soient α0, . . . , αn�1 P C et ζ � exp
�
2iπ
n

�
P C.

On pose

A �

�
�

α0 α1 ��� αn�1
αn�1 α0 ��� αn�2

...
...

α1 α2 ��� α0

�

 M �

�
��

1 1 ��� 1
1 ζ ��� ζn�1

...
...

1 ζn�1 ��� ζpn�1q2

�
�
.

Calculer M2, detpM2q, AM et MAM . En déduire detpAq.

Exercice 20. (Déterminant de Cauchy). SoientK un corps, n P N¡0, a � pa1, . . . , anq P
Kn et b � pb1, . . . , bnq P Kn. Calculer detpCa,bq où Ca,b �

�
1

ai�bj

�
1¤i,j¤n

.

Exercice 21. Soit K un corps. Déterminer les matrices A P MnpKq véri�ant

p@M P MnpKqq detpA�Mq � detpAq � detpMq.

En déduire que si A,B P MnpKq sont telles que p@M P MnpKqq detpA�Mq � detpB�Mq,
alors A � B.

Exercice 22. Soient n,m P N¡0 et K un corps. Si A P Mn,mpKq et B P Mm,npKq, montrer
que p�XqmχABpXq � p�XqnχBApXq.

Exercice 23. Soient K un corps et A � pai,jq1¤i,j¤n P MnpKq. Si I � t1, . . . , nu, on note

AI la matrice extraite pai,jqi,jPI . Montrer que detpA � t Inq �
n°
k�0

� °
#I�n�k

detpAIq
	
tk

(en particulier, les quantités
°

#I�k
detpAIq sont invariantes par conjugaison).



Exercice 24. Soient A,B P MnpRq semblables dans MnpCq (i.e. telles qu'il existe P P
GLnpCq avec P�1AP � B). Montrer qu'elles sont semblables dans MnpRq. Plus générale-
ment, si K est un corps in�ni, L une extension �nie de K, et A,B P MnpKq sont semblables
dans MnpLq, alors A et B sont semblables dans MnpKq.

Exercice 25. Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension �nie et g P GLpEq.
On considère l'endomorphisme ϕ de EndKpEq donné par ϕpfq � g�f �g�1. Calculer detpϕq
et Trpϕq.

Exercice 26. Soient a1   a2   � � �   an et b1   � � �   bn des réels. Montrer que tous les
mineurs de la matrice peaibj q1¤i,j¤n sont strictement positifs


