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Master Agrégation
Reévisions sur la réduction des endomorphismes

Dans tout ce qui suit, K désigne un corps commutatif, V un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie et f un endomorphisme de V. On note x s (resp. uy) son polynéme caractéristique
(resp. minimal).

Exercice 1. Supposons xs scindé dans K[X].

(1) Montrer que f est trigonalisable.

(2) Supposons que K = R et que V est un espace euclidien. Montrer que f est trigonalisable
dans une base orthonormée de V.

Exercice 2. (1) Soient A € K et g € Endg (V) tel que fog = gof. Montrer que Ker(f—XIdy)
est stable par g.

(2) Soit (fi)ier une famille d’endomorphismes trigonalisables (resp. diagonalisables) de V/
qui commutent deux a deux. Montrer qu’ils sont trigonalisables (resp. diagonalisables) dans
une méme base de V.

Exercice 3. (CayLEYy-HamiLTon) (1) Si v € V\{0}, notons ¢, : K[X] — V Dapplication
définie par ¢, (P) = P(f)(v) : elle est K-linéaire. Justifier ’existence et ’unicité d’un poly-
nome unitaire P, tel que Ker(wy) = (Py). Montrer que B, = (v, f(v), f2(v), ..., f&~1(v))
est une base de Im(py) sur K, ou d, = deg(Py).

(2) Le sous-espace Im(p,) est stable par f : quelle est la matrice de I"'endomorphisme de
Im(¢y) dans la base B, ? En déduire que P, | xs, puis que x¢(f) = 0.

Exercice 4. (LEMME DES NOvAUX) (1) Soient P,Q € K[X] premiers entre eux tels que
(PQ)(f) = 0. Montrer que V = Ker(P(f)) ® Ker(Q(f)), et que le projecteur sur Ker(P(f))
parallélement & Ker(Q(f)) est un polynome en f.

(2) Montrer que f est diagonalisable si et seulement si son polynéme minimal est scindé a
racines simples dans K[X].

Exercice 5. Supposons K fini de cardinal ¢q. Prouver que f est diagonalisable si et seulement

si f9 = f.

Exercice 6. (1) Vérifier que si f est nilpotent, alors Idy — f est inversible.
(2) Supposons K de caractéristique p > 0. Démontrer que f est nilpotent si et seulement si
Idy —f est d’ordre fini dans GL(V') et son ordre est une puissance de p.

Exercice 7. (DEcomPosITION DE DUNFORD) Supposons Xy scindé dans K[X] : écrivons
-
xXf = [](X —X)™k avec A1,...,A\r € K deux 4 deux distincts et my,...,mr € Nxo.
k=1

Pour k € {1,...,7}, posons Vj, = Ker (f — Ak Idv)mk) (c’est le sous-espace caractéristique
de f associé & la valeur propre Ag).

T
(1) Montrer que V = @ Vg.
k=1



(2) Notons ¢ 'unique endomorphisme de V' induisant Ay, Idy, sur V. Montrer que 6 € K[f],
que v = f — § est nilpotent et que ov =v 0.

(3) Montrer qu’il existe un unique couple (d,v;) d’endomorphismes de V' tels que 7 soit
diagonalisable, v, nilpotent, f = d¢ + vy et dp o vy = vy o §f (c’est la décomposition de
Dunford de f).
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(4) Quelle est la décomposition de Dunford de (8 a5

6) € M3(C)?

On suppose désormais K de caractéristique nulle. Le but de ce qui suit est de donner un
algorithme permettant de la calculer la décomposition de Dunford sans avoir & connaitre
les valeurs propres de f.

(5) Posons P = W{w’)' Prouver que P et P’ sont premiers entre eux dans K[X]. En
Xy

déduire que P'(f) € GL(V).

(6) Posons g = f — P(f) o P'(f)~!. Montrer que la décomposition de Dunford de g vérifie
dg =d5etyge€ I/?K[f]

(7) (DunxrForRD ALGORITHMIQUE) En déduire que 1’on peut construire inductivement une
suite d’endomorphismes (fx)ren de V en posant fo = f et fup1 = fr — P(fr) o P'(fr)~ !
pour tout k € N, puis qu’il existe m € N tel que f = §; pour tout k£ = m.

Exercice 8. (SURJECTIVITE DE L’APPLICATION exp: M;,(C) — GL,(C))

(1) Prouver que toute matrice diagonalisable D € GL,(C) peut s’écrire comme ’exponen-
tielle d’un élément de C[D].

(2) Trouver P € C[X] tel que si N € M, (C) est nilpotente, alors I, + N = exp(P(N)).

(3) Conclure.

(4) L’application exp: My (R) — GL,(R) est-elle surjective ?

Exercice 9. Soit n € N>g.

(1) Montrer que l'intérieur de I’ensemble des matrices diagonalisables de M, (C) est I’en-
semble des matrices dont le polyndme caractéristique est a racines simples (on pourra utiliser
le discriminant d’un polynome).

(2) Prouver que M € M,,(C) est diagonalisable si et seulement si exp(M) est diagonalisable
(on pourra utiliser la décomposition de Dunford). Quelles sont les matrices M € M, (C)
telles que exp(M) =1, 7

(3) Soit H € My, (C) hermitienne définie positive. Démontrer qu’il existe une unique matrice
hermitienne H’ telle que H = exp(H").

Exercice 10. (DISQUEs DE GERSCHGORIN) Soient n € Ny et M = (m; j)1<i,j<n € Mn(C).
(1) Soit X € Sp(M). Prouver qu’il existe i € {1,...,n} tel que |A —m; ;| < 3} |my /.
J#i

(2) On suppose que d; := |m; ;| — > |my
J#i

|det(M)| = di - - - dn (on pourra considérer la matrice (m; j/d;)1<i j<n)-

(3) Soient P = X™ + ap—1 X" ! +--- + ap € C[X] et z € C une racine de P. Montrer que

|z + an—1| <1 ou |z| < max(|ao|, |a1]| +1,...,|an—2| + 1).

> 0 pour tout ¢ € {1,...,n}. Démontrer que

Exercice 11. Supposons K de caractéristique différente de 2.

(1) Soit G un sous-groupe de GL(V') formé d’involutions. Prouver que G est fini d’ordre
divisant 24im(V),

(2) Soient n et m deux entiers naturels. En déduire que les groupes GL,(K) et GL,,(K)
sont isomorphes si et seulement si n =m



Exercice 12. (1) Démontrer que f est diagonalisable si et seulement si tout sous-espace de
V admet un supplémentaire stable par f.

(2) Supposons x s scindé dans K[X]. Démontrer que f est diagonalisable si et seulement si
tout sous-espace de V stable par f admet un supplémentaire stable par f.

Exercice 13. Soit n € Nxg.

(1) Prouver que ’ensemble T}, des matrices trigonalisables est un fermé de M, (R).

(2) Démontrer que toute matrice M € T}, est limite d’une suite de matrices de M, (R) dont
le polynoéme caractéristique est scindé a racines simples.

(3) En déduire I’adhérence de ’ensemble des matrices diagonalisables de My, (R).

Exercice 14. (BurnsiDE) On suppose K de caractéristique 0. Soient n € Nx¢o et G un
sous-groupe de GL,,(K). On suppose G d’exposant fini, c’est-a-dire qu’il existe r € N tel
que M" =1, pour tout M € G. Le but de cet exercice est de montrer que G est fini.

(1) Prouver que M € M, (K) est nilpotente si et seulement si Tr(M*) = 0 pour tout k € Nxg
[indication : utiliser un déterminant de Vandermonde].

(2) Justifier I’existence d’une base (M, ..., M) du sous-espace Vect(G) c M, (K) formée
d’éléments de G.

(3) Soient : G — K¢ Papplication donnée par (M) = (Tr(MMy))1<r<d, €t M,N € G
tels que p(M) = (N). Montrer que Tr((M — N)A) = 0 pour tout A € Vect(G). En déduire
a I’aide de la question (1) que la matrice M N1 — I, est nilpotente.

(4) Montrer que MN~! —1,, est diagonalisable sur une extension de K, puis que M = N.
(5) Prouver que ¢(G) est fini et conclure.

(6) Qu’en est-il si K est de caractéristique p > 07

Exercice 15. Supposons K fini de caractéristique p. Désignons par U le sous-groupe de
GL,(K) des matrices triangulaires supérieures n’ayant que des 1 sur la diagonale. Prouver
que U est un p-Sylow de GL,(K).

Exercice 16. (Minkowskl) Soient n € N5 et p un nombre premier impair.
(1) Soit r € Nxg. Supposons que N € My(Z) vérifie (I, +pN)" = I,. Montrer que
lim N* = 0 dans M,,(C), puis que N est nilpotente. En déduire que N = 0.

k—w0

(2) Soit G un sous-groupe fini de GL,,(Z). Prouver que la réduction modulo p des coefficients
induit un morphisme injectif de groupes G — GL,,(Fp). En conclure que G est d’ordre < 3n?,
(3) Soit G un sous-groupe infini de GL,(Z). Démontrer que G contient un élément d’ordre
infini. Est-ce encore vrai si G est un groupe infini quelconque ?

Exercice 17. Supposons K = C et V muni d’une norme ||.||. On note ||.|| la norme induite
sur End(V).

(1) Supposons f nilpotent. Montrer que si {(Idy +f)*}ren est borné, alors f = 0.

(2) Soit g € GL(V). Prouver que le sous-groupe {g) est borné si et seulement si g est
diagonalisable avec des valeurs propres de module 1 [indication : Dunford].

(3) Soit G un sous-groupe de GL(V') tel que [|g — Idv || < +/3 pour tout g € G. Si X est une
valeur propre d’un élément g de G, démontrer que pour tout k € Z, le nombre complexe \*
est de module 1 et de partie réelle > —%. En déduire que A\ = 1, puis que G = {ldy}.

Exercice 18. (DECOMPOSITION POLAIRE) Soit n € N5 .

(1) Soit ¥ € My, (R) une matrice symétrique positive. Prouver qu’il existe une unique matrice
symétrique positive S telle que ¥ = S2.

(2) En déduire que toute matrice M € GL,(R) s’écrit de fagon unique M = OS, ou O est
orthogonale et S est symétrique définie positive.



Exercice 19. (DgcomposiTION DE FroBeNIUs) (1) Soit z € V. Justifier l’existence de
P, € K[X] unitaire tel que pour tout P € K[X], on ait P(f)(z) =0 < Pj, | P, et que
pf = ppcmPy ;.
eV
(2) Montrer qu’il existe v € V' tel que Py, = py.
On dit que f est cyclique s’il existe v € V tel que (v, f(v), f2(v),..., f""1(v)) soit une
K-base de V.
(3) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) f est cyclique;
(i) xr = ps-
(4) Soit v € V tel que Py, = ps (cf question (2)) et W = Vect(v, f(v),..., f471(v)), ot
d = deg(uy). Cest un sous-espace de V stable par f.
(a) Justifier existence d’une forme linéaire a: V — K telle que a(f%'(v)) = 1 et
a(ff(v))=0si0<k<d—1.

(b) Posons U = {z € V; (Vvk € N)a(f*(z)) = 0} =
k
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Ker(a o fF) < V. Clest un
0

sous-espace stable par f. Montrer que W n U = {0}
(c) Montrer que lapplication

p: K[f] > VY = Homg(V, K)
g—aog
est injective.

(d) Calculer dimg (U) en raisonnant par dualité, et montrer que U est un supplémentaire
de W dans V.

m
(5) Déduire de ce qui préceéde qu’il existe une décomposition V = @ V; ou chaque V; est

i=1
stable par f, chaque f; := f;y, est cyclique, et {uy, > < --- < {uy, > dans K[X].



