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Corrigé du Devoir maison n°2

Soient m,n € N(. Le but du probléme est de préciser les résultats du cours concernant
M, «xm(Z), en s’'intéressant notamment aux aspects effectifs : pour chaque question, il faut
justifier que les constructions sont calculables algorithmiquement & partir de la division
euclidienne. Il n’est pas demandé de calculer la complexité des algorithmes *.

Si My, My € Myxm(Z), on écrit My = My (resp. My ~ Ms) s'il existe P € GL,,(Z) (resp.
(P,Q) € GL,(Z) x GL,,(Z)) tel que My = PM; (resp. My = PM;Q7"). Cela définit deux
relations d’équivalence? sur M, (Z).

(1) Soient a,b € Z non tous les deux nuls et d leur pged. Rappeler 1'algorithme d’Euclide
étendu, qui fournit des éléments u,v € Z tels que au + bv = d. En déduire un élément

P € SLy(Z) tel que P () =(¢).

(2) Plus généralement, si aj,...,a, € Z sont non tous nuls et d = pged(ay,...,a,),

ai d
construire algorithmiquement P € GL,(Z) telle que P (QQ) = (0> Appliquer cet al-
0

an

gorithme pour construire P € GL3(Z) telle que P <fg) = <é).

Soit M = (a;;)1<i<n € Myxm(Z). Pour i € {1,...,n}, notons py (i) le plus petit
1<j<m

indice j € {1,... ,nﬁ_tel que a;; # 0 (avec la convention py(i) = oo si la i-éme ligne

de M est nulle). On dit que M est échelonnée suivant les lignes lorsque py/(i) = oo ou

pyv(i — 1) < py(i) pour tout i € {2,...,n}. Elle est dite échelonnée réduite si en outre

pour tout ¢ € {1,...,7}, on a a;p,,) > 0et ke {l,...,i =1}) = 0 < arp, ) < Gipy)

ou r est le nombre de lignes non nulles de M.

(3) (a) Montrer qu’on peut construire algorithmiquement P € GL,(Z) telle que PM soit
échelonnée.

(b) Montrer qu'on peut construire algorithmiquement P € GL,(Z) telle que PM soit

, P . . . . 4 6 1122
échelonnée réduite. Appliquer I'algorithme & la matrice M = (188 121031 )

(4) (Plus difficile) Soient My, My € M, x,n(Z) échelonnées réduites telles que My = M.
Montrer que M; = My (procéder par récurrence sur n).

Ce qui précéde montre que si M € M, ., (Z), il existe M € M,,«n(Z) échelonnée réduite
unique telle que M = M. Cette derniére s’appelle la forme normale de Hermite de M.
On s’en doute, ce qui précéde est utile pour résoudre les systémes linéaires a coefficients
entiers (du type MX =Y avec X € Z™ et Y € Z"), en particulier pour déterminer le
noyeau et 'image d’un morphisme de groupes Z™ — Z", chercher une base adaptées a des
sous-modules dans un Z-module libre de rang fini, etc.

1. Encore moins que ces derniers soient performants
2. Associées aux actions de GL,,(Z) (resp. GL,(Z) x GL,,,(Z)) sur M;, 5, (Z) données par (P, M) — PM
(resp. ((P,Q), M)~ PMQ~") pour P € GL,,(Z), Q € GL,,(Z) et M € My, (Z).



2

(5) Soit M = (a;;) 1<i<n € Myxm(Z). On pose 6(M) = max { max la;al, max |a1]|} (la
1<j<m
plus grande valeur absolue des coefficients de la premiére hgne et de la premlere colonne

de M.

(a) Montrer qu’on peut calculer algorithmiquement P € GL,(Z) et Q € GL,,(Z) telles que

PMQ™' = (b ”)1<Z<n vérifie t > 1 = b7 =0et j > 1= b; = 0 [indication : effectuer
1

<j<m
des opérations sur les lignes et les colonnes de M de fagon a réduire la quantité §(M) au

maximum].

(b) Montrer qu’on peut calculer algorithmiquement P € GL,,(Z) et Q € GL,,(Z) telles que
PMQ~! soit diagonale.

(6) Soient a,b € Z non tous les deux nuls. Posons d = pged(a,b) et m = ppem(a, b).
Soient u,v € Z tel que au + bv = d. Ecrivons a = da et b = df. Calculer le produit

(S5a) (58) (1)

(7) En déduire que si M € M,,«n(Z), on peut construire algorithmiquement P € GL,(Z)
—~ d1

et Q € GL,,(Z) telles que M = PMQ™! = ( . ) oudi,...,d. € Nog et dp | dgsq

pour tout k € {1,...,r — 1}. Appliquer I'algorithme & la matrice M = (1%3 fg ié éi)
On a vu en cours que les entiers dy, . . ., d, sont uniques. La matrice M s’appelle la forme

normale de Smith de M : elle est unique d’aprés ce qui précéde .

On s’en doute, hormis celui de la question (3) (b), les algorithmes qui précédent s’étendent
en remplagant Z par un anneau euclidien *. C’est aussi le cas de celui de la question (3) (b),
sous réserve qu’on sache définir convenablement la notion de matrice échelonnée réduite.

(8) Définir la notion de matrice échelonnée réduite dans le cas ou A = K[X] (ou K est un
corps).

Solution : (1) e L’algorithme d’Euclide étendu est la construction de trois suites (7%)o<k<n,
(ur)o<k<n €t (vg)o<k<n définies de la facon suivante. On initialise les suites en posant
ro =a, 1 =b, (up,v0) = (1,0) et (uy1,v1) = (0,1). Ces suites étant connues au rang k avec
re # 0, soit 1,1 = quTr + Tro1 la division euclidienne de 7,1 par 7 : on a rp.; = 0 ou
O(rgs1) < @(rg). On pose alors (ugt1, Vk+1) = (Uk—1,Vk—1) — qr(ug, vx). Si on n’avait jamais
rr = 0, ce qui précéde fournirait une suite (¢(rg))ken strictement décroissante d’éléments
de N, ce qui est absurde. Il existe donc N € N tel que ry_1 # 0 et ry = 0. Observons que
pged(ry_1,71) = pged(rg, k11) : un récurrence triviale montre donc que pged(rg, rri1) = d
pour tout k € {0,..., N — 1}. En particulier, on a ry_; = pged(ry_1,7y) = d. De méme,
une récurrence immeédiate montre que pour tout k € {1,..., N — 1}, on a r,, = au, + bv,.
Finalement, 1’égalité ry_1 = auy_1 + buy_1 fournit une égalité de Bézout.

Dans la pratique, il est commode de présenter I'algorithme sous forme d’un tableau de la
fagon suivante :

3. Cela redémontre de fagon effective le fait, vu en cours, que les matrices sous forme normale de Smith
constituent un systéme complet de représentants de M,,«.»,(Z) pour la relation d’équivalence ~.

4. Rappelons qu’il s’agit d’un anneau A intégre pour lequel il existe une application ¢: A\ {0} - N
telle que pour tout (a,b) € A x A\ {0}), il existe ¢,r € A tels que a = bg + r avec r = 0 ou ¢(r) < ¢(b)
(une telle (on ne requiert pas l'unicité du couple (g,r)). Les exemples a garder a l'esprit sont A = Z
avec @(a) = |a| pour tout a € Z\{0} et A = K[X] (ot K est un corps) avec ¢(P) = deg(P) pour tout
P e K[X]\ {0}.
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La n+1-iéme ligne n’est alors que la n—1-iéme moins g, fois la n-iéme (L, 11 < Ly—1—qnLy).
Remarque. Rappelons que la suite de Fibonacci (Fy, )neN est définie par Fp = F1 =1 et Fj,41 = Fp, + F,—1 pour tout n > 1.

Ona F, = % (ot = (=¢) 1) o1 ¢ = % est le nombre d’or (F}, est donc l’entier le plus proche de d’:;? ).

Proposition. (LAME). Soient 0 < b < a des entiers et d leur pged. Si Ualgorithme d’Fuclide appliqué a (a,b) termine en N
étapes, alors dFny1 < a et dFn < b. En particulier, le nombre d’étapes dans lalgorithme d’Euclide est un O(In(b)).

Démonstration. On raisonne par récurrence. Si N = 1, alors a est un multiple de b : on a b = d = dF} et a > 2d = dF>.
Supposons N > 1 : la premiére étape transforme (a, b) en (b,a — gb) o 7 = a — ¢b < a — b. Par hypothése de récurrence, on a
donc dFy <bet dFn_1 <r<a-—b,desorte quea >dFN_1+b>d(Fn_1+ Fn)=dFN41. Onaln(Fy) ~ (N +1)In(¢)
d’aprés ce qui précéde : la majoration Fy < dF < b implique que N = O(In(d)). O

A chaque étape de l'algorithme, on fait une division euclidienne, deux multiplications et deux soustractions : finalement,
lalgorithme d’Euclide étendu requiert O(In(max{a, b})) opérations.

e Ecrivons a = da’ et b = db’ : on a a’u+b'v = 1 (I'anneau A est intégre), donc M = (' &)
appartient a SLo(A), et P(§) = (¢).

(2) @ On construit P récursivement. Si n =1, il n’y a rien a faire : supposons n > 1.
ai

» Si a,_1 = a, = 0, on applique I'algorithme au vecteur a2 € Z"? . il existe
An—2
a3 d
2
Py € SL,,_2(Z) telle que Fy : = (0) : on pose alors P = (130 g) € SL,(Z).
QAn—2 O

» Si a,_; et a, ne sont pas tous les deux nuls, on dispose de § = pged(a,_1,a,). D’aprés

la question (1), il existe P, € SLy(Z) effectivement calculable telle que Py (“5;') = (9) :
ay o

si P, = (1"62 191) € SL,(Z), onav = P (GQ) = | 4, |. On applique Palgorithme
5
0

an

d
au vecteur v € Z"1 1 il existe Py € GL,_1(Z) telle que Pyv = (0> (on a bien entendu

0
pged(ay, ..., ap—2,0) = d). On pose P, = (129) € GL,(Z) et P = PP, € SL,(Z).
Remarque. Lorsque n > 1, on peut en fait avoir P € SL,(Z), quitte a la multiplier & gauche par diag(1,...,1,—1).

e Appliquons 'algorithme au vecteur <fg>. On a pged(10,15) =5, et P, = (:é %) € SLy(Z)

est telle que Py (12) = (§). Ensuite, on a pged(6,5) = 1, et P, = (5 §') € SLo(Z) est
11 -1

telle que P (¢) = (§). On pose alors P = (21 9) (§ 8) = (—05 68 > € SLy(Z).

(3) (a) La encore, on procéde récursivement. Si m = 1, il n’y a rien a faire : supposons
m > 1. Notons v la premiére colonne de M.

Silav =0, on a M = (oM’ ) avec M' € My (m-1)(Z). On applique 'algorithme a A" : il
existe P € GL,(Z) telle que PM' soit échelonnée, il en est de méme de PM.

Supposons v # 0 : notons d le pged des coefficients de v. D’aprés la question précédente,

d
il existe P; € SL,,(Z) telle que Pjv = <0), et donc L € My, 1(Z) et M' = My (m—1)(Z)

6
telles que PLM = (g 1\2') On applique l'algorithme a M’ : il existe P, € GL,(Z) telle que

P, M’ soit échelonnée. Si P = ((1) 192) P, € SL,(Z), la matrice PM et échelonnée réduite.
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(b) e D’aprés la question précédente, on peut suppoer que M = (a; ;) 1<i<n est échelonnée.
1<j<m

Posons 7 = rg(M) : les r premiéres lignes de M sont non nulles, et les n — r derniéres
sont nulles. Pour ¢ € {1,...,7}, soit &; € {£1} tel que €;a;p;) > 0 : quitte & multiplier
M & gauche par diag(ey,..., &, 1,...,1), on se raméne au cas ol a;,; > 0 pour tout
ie{l,...,r}.

Si r = 1, la matrice M est réduite. Supposons que r > 1 et soit £ € {2,...,r} tel que
pour tout ¢ € {1,...,0 =1}, onait 1 <k <=0 < app, ) < Aipy)- Pour 1 <k <L,

SOIt Gk pyr(6) = Aepry(0)ke + Thye aVEC Qo The € Z tels que 0 < 1y < agyp,, ) la division
-1

euclidienne de ayp,, ) par agp,, ). Posons alors Q = I, — > qreFkpy ) (00 (Eij) 1<i<n
k=1 1<j<m

désigne la base canonique que M, x,,(Z)). La matrice ) est unipotente : on a ) € SL,(Z).
Notons Lq,..., L, les lignes de la matrice M : la matrice QM s’obtient & partir de la
matrice M en remplacant L par Ly — qxsL, pour tout k € {1,...,¢ — 1}. Comme les
coeflicients ay,; sont nuls pour 1 < j < py(¢), cela ne modifie pas les py(£) — 1 premiéres

T1,¢

. e 1,
colonnes de M, et ¢a remplace la py(¢)-éme colonne par | acy, o |. En outre, cela ne
0

6
modifie pas les lignes d’indice > ¢, ce qui implique que pgy = par. En répétant cette

construction, on construit inductivement une suite (Qs, ..., Q,) d’éléments de SL,,(Z) telle
que P.P,_1--- P,M soit échelonnée réduite.
e Supposons M = (;8; fg ié éi) On a pged(4,8,18) = 2 : lalgorithme de la question

(2) fournit la matrice P, = (gl Eg%) € SL3(Z) vérifiant Py <1§8> = <§). On a alors

12i> Ensuite, on a pged(3,18) = 3, et P, = (é ,(1)6 ,81> € SLs(Z) verifie

8
). On a alors PB,PLM = <§ : ¢’est une matrice échelonnée. Elle n’est

oow
oW

Ju—
[S1L VI

pas réduite : si Py = (é %2 §> € SL3(Z), on a PsP,P LM = (éé%%), enfin si on prend

P, = (é g ?1)1> € SLy(Z), la matrice PyP3sPoPLM = <§ (8) % g) est échelonnée réduite.

(4) Par hypotheése, il existe P € GL,(Z) telle que My = PM,. Montrons par récurrence
sur n que My = M,. Sin=1,ona P € Z* = {+1}, donc My = £M;. Cela implique que
Py, = Pas,- S1 My = 0, on a fini : supposons M; # 0. Comme M; et M, sont réduites, leurs
coefficients d’indice (1, pys, (1)) dont tous les deux dans N, ce qui montre que P = 1, et
donc M; = M,.

Supposons n > 1. Si M; = 0, alors My = 0 et on a fini : supposons M; # 0. Les pyy, (1) — 1
premiéres colonnes de M sont nulles : il en est de méme des py, (1) — 1 premiéres colonnes
de M,. Cela implique que pps, (1) =1 < pa, (1) — 1, dce. pan (1) < pag,(1). Par symétrie,
on a bien sir py,(1) < pay (1), ce qui montre que pyy, (1) = pas,(1). Notons (eq, ..., e,)
la base canonique de Z" : les py; (1)-émes colonnes de M; et M, sont de la forme ae;
et be; respectivement, avec a,b € Ny parce que M; et My sont réduites. On a alors
be; = aPey, ce qui implique que a = b (prendre le pged des coefficients de Pey). 1l en
résulte que Pe; = ey, et donc qu'il existe L € My m-1)(Z) et @ € GL,_1(Z) tels que

P = (éé) Ecrivons de méme M; = (ALj{) et My = (]LWZ) avec Ly, Ly € My (Z) et

M7, M3 € M,—1)xm(Z). Ces derniéres ont échelonnées réduites. La multiplication par blocs
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implique que M} = QM : I'hypothése de récurrence montre que M; = M. Par ailleurs,
ona Ly = Ly + LMj. Ecrivons L = (,...,0y) et My = (a;;)1<i<n :sii € {2,...,r}
1<5<

i<m

(3
la pas, (i)-éme composante du vecteur ligne LM est Y ayagp,, (i)- Comme elle est égale a
k=2
celle de Ly — Ly qui est strictement inférieure a Qisppr, (i) VU QU M, est échelonnée réduite,

on a < a;

7
> ks, (i) (i)- On a en particulier |as| < 1, et donc o, = 0 vu que ap € Z.
k=2

sPMq

De proche en proche, on en déduit de méme que «; = 0 pour tout i € {2,...,r}. Comme
les n — r derniéres lignes de M] sont nulles, on a donc LM] = 0, d’ou Ly = Ly, ce qui
montre finalement que M; = M.

(5) (a) La encore, on procéde inductivement. Si la premiére ligne et la premiére colonne de
M sont nulles, il n’y a rien a faire (on prend P =1,, et @ = 1,,,). Sinon, quitte & multiplier
M a gauche et a droite par des matrices de permutation (et, au besoin, multiplier le
premiére ligne par —1), on peut supposer que 6(M) = a;; > 0. Pour k € {2,...,n}, soit

ag1 = qrar1 + a, avec 0 < a;; < ap; la division euclidienne de ay; par a;;. Posons
1 0 = 0

U : a1 a1 v ai,m
—q2 1 " : ah, x %
alors P = to. ot | €GLy(Z) :ona PM = . . De méme, on peut
) a e
—Gn 0 - 01 n,l
ai1 @y ah o,
. .. . _ a’ * e %
construire explicitement une matrice Q € GL,,(Z) telle que PMQ~! = 21
ay, x o x
ou pour tout k € {2,...,m}, 0 < a, < aj; est le reste de la division euclidienne de a; 4

par ay ;. Si aj,; = 0 pour tout k € {2,...,n} et aj, = 0 pour tout k € {2,...,m}, on a
fini. Sinon, on a 6(PM Q™) < §(M) : on applique ce qui précéde a la matrice PM Q. On
construit ainsi inductivement une suite My = M, My, ..., My d’éléments de M,y (Z) telle
que (0(My))o<k<s soit strictement décroissante et My ~ My_; pour tout k € {1,...,s}.
Comme il n’existe pas de suite infinie strictement décroissante dans N, I’algorithme s’arréte
au bout d’'un nombre fini d’étapes, ce qui signifie qu’il existe un indice s tel que My ait la
forme requise.

(b) D’aprés ce qui précéde, on sait calculer explicitement P, € GL,(Z) et Q1 € GL,,(Z)
telles que PLMQ;! = (“01 ]\3,) avec a1 € Z et M' € Mp,_1)x(m-1)(Z). Lorsque n = 1 ou
m = 1, on a fini. Sinon on applique I'algorithme & la matrice M’ : il fournit P’ € GL,,_1(Z)
et Q" € GL,,_1(Z) telles que P'M'Q'~" soit diagonale : si P = (5 )P € GL,(Z) et

Q= (0¢) Q1 € GL,(Z), la matrice PM Q™" est diagonale.

2 2
(6) Comme aff = b et a*bu + F*av = %bu + %av = ab‘“‘;;b” = %b =m, on a

(Zsa) (68) (1 20) =(60)-

Observons au passage que ( 3 a), (1 77) € SLy(Z).

1 au
(7) @ D’apreés la question (5), on peut construire explicitement P € GL,(Z) et @ € GL,,(Z)
telles que PMQ~! soit diagonale : quitte a remplacer M par PMQ~!, on peut suppo-
al

ser que M est diagonale, et méme de la forme M = ( ) avec di,...,a, Non
ar

nuls. Procédons récursivement. Si » < 1, il n’y a rien a faire : supposons r > 1. Po-
sons d; = pged(ay,...,a,) : quitte & factoriser d; dans M, on se raméne au cas ol
d; = 1. D’aprés la question précédente, on peut calculer des matrices U,,V, € SLy(Z)
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ar ppcm(ar—1,ar)

telles que U, (“" 0 YV = (ngd(a{)*l’m') 0 ) Quitte & multiplier la matrice M

Lo 0 0 Lo 0 0
par P := ( 82 Ue 0 ) € SL,(Z) a gauche et par Q! ou Q, = ( 82 v. 0 ) € SL,.(Z)
a droite, on se raméne au cas ou a,_1 | a,. On a alors d; = pgcd(ay,...,a,—1). En ité-

rant, on construit des suites (Py)o<k<, déléments de SL,(Z) et (Qx)o<k<r d’éléments de
SL,,.(Z) telles que le coefficient d’indice (1, 1) du produit (P, -+ P)M(Q---Q,)~! soit 1.
Cela montre qu’on peut se ramener en un nombre fini d’étapes a une matrice M de la
forme dy () ) avec M’ € M,_1)x(m-1)(Z) diagonale. On peut appliquer I'algorithme &

cette derniére : il existe P’ € GL,_1(Z) et Q' € GL,,_1(Z) telles que P'M'Q'~! soit de la
b
forme ( ) > avec by, | byy1 pour tout k € {2,...,r —1} :si P = (§ 2) € GL,(Z)
dy

et PQ = (égl) € GL,(Z), on a PMQ™' = J avec d, = dia; pour tout

T

ke{2,...,r}:onad,...,d. € Ny et dy | dpyq pour tout k € {1,...,r —1}.

' ) : < ag (461122 (0 21
e Appliquons 'algorithme a M = (188 1210 %11) Si P = ( Lo i) € GL3(Z), on a vu que
23 7 12 : SN0 . 2 AW
PM = (8 03 127). Ensuite, Q1 = | 2 70" ) € GL4(Z) vérifie Q1 ( 2 | =(9 ) :ona
12 -120 1 12 0

PIM'Q, = (688 8) Si Qs = (8081 ¢ GL(Z), on done PMUQ1Qs — (é?%%)

! ! 001817 /" 2 oL90 nEs ! P2 01170/

Si P, = (é _?1 %) € GL3(Z), on a alors PP M*Q1Q2 = (é g 185 §) : finalement, en posant
1000

Q3 = (8 o7 8) € GLy(Z), on a P,PLM'Q1Q2Q3 = (é ((1; 185 §>. Cela montre que la forme
000 1

normale de Smith de M est PMQ ™! = (ég 0 §> avec P = PP, = (—(1)1 jlé) € GL3(Z)

“1y-ti-1 _ (8055

(8) Une matrice M = (a;;)1<i<n € Mpum(K[X]) est échelonnée réduite lorsqu’elle est
155

échelonnée, et si en outre :
® a;p,, (i) est unitaire pour tout i € {1,...,7};
o ke {l,...,i—1}) = deg(arp, ) < deg(;py,a))-
(ot 7 est le nombre de lignes non nulles de M, i.e. r = rg(M)).



